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Vorwort. 


GewiB ist die mathematische Literatur nicht arm an guten Werken 
tiber Differential- und Integralrechnung; und doch wird der Anfanger 
nur schwer ein Buch finden, das ihm einen geraden Weg in das 
lebendige Wesen der Wissenschaft 6ffnet und ihm verstandnisvolle Be- 
wegungstfreiheit gegeniiber den Anwendungen gibt. Der Anfanger 
will weder durch Weitschweifigkeit und Inhaltslosigkeit ermiidet 
werden, noch kann er jene Pedanterie ertragen, welche keinen Unter- 
schied zwischen Wesentlichem und Unwesentlichem kennt und — der 
axlomatischen Systematik zuliebe — vor die eigentlichen Triebkrafte 
der Wissenschaft, vor ihren gegenstaéndlichen Kern, einen undurch- 
sichtigen Schleier zieht. 

Sicherlich ist es leichter, Mangel zu sehen und zu fiihlen, als sie ab- 
zustellen. Ich bin weit entfernt von der Vorstellung, dem Anfanger das 
ideale Lehrbuch darbringen zu kénnen. Trotzdem glaube ich nicht, daB 
die Herausgabe meiner Vorlesungen tiberfliissig ist; sie weichen in der 
Anordnung und der Auswahl des Stoffes, in der Tendenz und vielleicht 
auch in der Darstellungsform erheblich von der landlaufigen Literatur ab. 

Am meisten wird auffallen, daB der Bruch mit der tiberlebten Tradi- 
tion vollzogen ist, Differentialrechnung und Integralrechnung vonein- 
ander zu trennen. Diese sachlich wie didaktisch unbegriindete Trennung, 
ein Produkt von historischen Zufalligkeiten, verhindert die Klarlegung 
des Kernpunktes: des Zusammenhanges zwischen bestimmtem Inte- 
gral, unbestimmtem Integral und Differentialquotienten. Im miind- 
lichen Vorlesungsbetrieb hat sich seit dem Vorgange von Felix Klein 
und anderen schon mehr und mehr die gemeinsame Behandlung durch 
gesetzt. Hier nun wird versucht, dieser auch einen Platz in unserer 
Literatur zu sichern. Der vorliegende erste Band behandelt Integral- 
und Differentialrechnung fiir Funktionen einer Veranderlichen; der 
zweite weniger umfangreiche Band wird den Funktionen mehrerer Ver- 
anderlicher gewidmet sein und einige weitere Erganzungen enthalten. 

Es ist mein Bestreben, dem Leser eine deutliche Einsicht in die enge 
Verbundenheit der Analysis mit den Anwendungen zu vermitteln und — 
bei aller Wahrung mathemiatischer Strenge und Prazision — der An- 
schauung als dem Urquell mathematischer Wahrheiten volle Ge 
rechtigkeit widerfahren zu lassen, Gewib, die Darstellung der Wissen 
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schaft als geschlossenes System in sich ruhender Wahrheiten ohne 
eine Erinnerung an Herkunft und Ziel hat einen dsthetischen Reiz 
und bedeutet die Erfiillung eines tiefen philosophischen Erkenntnis- 
dranges. Aber als ausschlieBliche grundsatzliche Einstellung oder als 
didaktisches Prinzip gegeniiber Anfangern ist der Standpunkt der ab- 
strakt logischen, in sich gekehrten Wissenschaft eine grofe Gefahr. 
Mathematische Analysis treiben und dabei den Anwendungen und der 
Anschauung den Riicken drehen, das heiBt, die Wissenschaft rettungs- 
los dem Schicksal der Vertrocknung und Verkiimmerung preisgeben. 
Es scheint mir eine iiberaus wichtige Aufgabe, den Lernenden von An- 
fang an vor einem diinkelhaften allzu bequemen Purismus zu bewahren; 
nicht zuletzt diesem Zwecke soll mein Buch dienen. 

Es wendet sich an jedermann, der sich auf der Grundlage normaler 
Schulkenntnisse ernstlich um die Wissenschaft und ihre Anwendungen 
bemiihen will, sei er Student an einer Universitat oder technischen 
Hochschule, sei er Lehrer oder Ingenieur. Es verspricht nicht, dem Leser 
das eigene Nachdenken zu ersparen, aber es fiihrt ohne Zogern und ohne 
iiberfliissige Umwege direkt zu interessanten und fruchtbaren Gegen- 
standen und versucht das Verstaéndnis zu erleichtern, indem es nicht 
bloB Schritt fiir Schritt beweist, sondern auch die Zusammenhange und 
Motive des Ganzen beleuchtet. 

Fiir den jungen Leser, der sich naiv der Fiithrung dieses Buches an- 
vertrauen will, sei noch folgendes bemerkt: Ich habe es vermieden, den 
Zugang zu den konkreten Tatsachen der Differential- und Integral- 
rechnung durch Grundlagenbetrachtungen zu verbarrikadieren, deren 
Notwendigkeit man doch erst hinterher ganz begreifen kann; statt 
dessen sind diese Dinge in Anhangen zu den einzelnen Kapiteln 
zusammengefaBbt, und der Anfanger, dem es in erster Linie um die rasche 
Durchdringung des Stoffes oder um die Anwendungen zu tun ist, mag 
ruhig die Lektiire dieser Teile hinausschieben, bis das Bediirfnis dazu 
erwacht ist. Im iibrigen enthalten die Anhange stoffliche Erginzungen 
zur Entlastung der fortlaufenden Darstellung in den einzelnen Kapiteln. 
Sie sind verhaltnismaBig knapp gefaBt. Auch sonst wird der Leser be- 
merken, dal} die anfangs breite Schreibweise gegen den SchluB des Ban- 
des hin in eine knappere tibergeht. Er sollte sich aber durch vereinzelte 
Schwierigkeiten, die er vielleicht in den letzten beiden Kapiteln findet, 
nicht abschrecken lassen; solche Liicken des Verstindnisses pflegen sich 
spater von selbst zu schlieBen, wenn sie nicht allzusehr gehauft auf- 
treten. 


Ich kann diesen Anla®B nicht voriibergehen lassen, ohne in Dankbarkeit 
den Namen meines groBen Vorgingers im Lehramte Felix Klein zu 
nennen; was ich hier versuche, liegt ganz in der Richtung seiner Be- 
strebungen. Auch meinem Freunde Otto Toeplitz in Kiel, der wie 


Vorwort. VII 


kaum ein anderer die hier vorliegenden didaktischen Probleme in ihrer 
Tiefe durchdacht hat, verdanke ich bewuBt und unbewu8t empfangene 
Anregungen. 

Die Niederschrift und Drucklegung dieses Buches an Hand einer Vor- 
lesungsausarbeitung in so kurzer Zeit ware mir inmitten anderer Arbeiten 
unmdéglich gewesen, wenn ich nicht das Gliick hatte, in einer Schar hilfs- 
bereiter junger Kollegen zu wirken. Ihnen allen, die kritisch und tatig mir 
beigestanden haben, gilt mein herzlicher und freundschaftlicher Dank. 


Goéttingen, im Juni 1927. 


R. Courant. 
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Vorbemerkungen. 


Der Anfanger, welcher zum ersten Male mit der sogenannten héheren 
Mathematik in Beriihrung kommt, wird sich dem Gefiihl einer gewissen 
Diskontinuitat zwischen der Schulmathematik und der Mathematik, wie 
sie an den Hochschulen getrieben wird, nicht entziehen kénnen. Dieses 
Gefiihl hat seine innere Begriindung nicht nur in den historisch gegebenen 
Verhaltnissen, welche den Unterricht an den Hochschulen von dem an 
den Schulen so sehr verschieden gestaltet haben. Es liegt auch im 
Wesen der héheren oder besser neueren Mathematik, die sich in den 
letzten drei Jahrhunderten herangebildet hat, ein Unterschied gegen 
die Elementarmathematik, welche bis vor kurzem den Schulunterricht 
vollig beherrscht hat und deren Inhalt vielfach fast unmittelbar der 
klassischen Mathematik der Griechen entnommen ist. 

Der elementaren Mathematik eigenttimlich ist zunachst ihre enge 
Beziehung zur Geometrie. Auch dort, wo die Entwicklung aus dem 
geometrischen Gebiet in das arithmetische hiniiberwachst, bleibt doch 
die Geometrie fast immer das Fundament. Als zweiten charakteristi- 
schen Zug der alten Mathematik miissen wir wohl ihre Tendenz an- 
sehen, das Augenmerk auf die einzelnen mathematischen Objekte ge- 
richtet zu halten. Dinge, die wir heute als spezielle Falle einer all- 
gemeinen Erscheinung unterordnen wiirden, stehen dort haufig unver- 
mittelt ohne sichtbare gegenseitige Beziehung nebeneinander. Die enge 
Beziehung zur geometrischen Anschauung und das*Haften an den in- 
dividuellen Einzelheiten verleiht der alten Mathematik einen eigen- 
tiimlichen Reiz. Aber es war doch ein entscheidender Fortschritt, dab 
sich mit dem Beginn der Neuzeit in der Mathematik ganz andersartige 
Tendenzen durchsetzten und zu einer groBen neuen Entwicklung Anlab 
gaben, nachdem viele Jahrhunderte hindurch wahrend des Mittelalters 
trotz mancher Fortschritte im einzelnen doch ein gewisser Stillstand 
geherrscht hatte. 

Die Grundtendenz aller neueren Mathematik ist die Ersetzung von 
Einzelbetrachtungen durch immer allgemeinere systematische Me- 
thoden, welche vielleicht nicht immer den individuellen Ziigen des 
einzelnen Falles in vollem MaBe gerecht werden, aber doch durch 


die Kraft ihrer Allgemeinheit eine Fiille neuer Resultate versprechen. 
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Auf der anderen Seite gewinnt die Zahl, die analytische Behandlung 
der Dinge, immer mehr ein selbstandiges Recht, um schlieBlich ganz- 
lich zur Herrschaft iiber die Geometrie zu gelangen. Ihren deutlichsten 
Ausdruck finden diese neuen Tendenzen nach mannigfachen voran- 
gehenden Ansatzen durch die Ausbildung der analytischen Geometrie, 
um deren Entwicklung Fermat und Descartes die gréBten Verdienste 
haben, und der Differential- und Integralrechnung, als deren Vater 
man gewohnlich Leibniz und Newton betrachtet. 

Es liegt nahe, die moderne Entwicklung der Mathematik in Parallele 
zu setzen mit anderen Erscheinungen des neuzeitlichen Lebens, z. B. 
mit der Tendenz, die handwerksmaBige Produktion durch die maschi- 
nelle zu verdrangen. Wie dem auch sei, die neuere Mathematik hat 
in den 300 Jahren ihres Bestehens eine so groBartige, sowohl fiir die 
reine Wissenschaft als auch fiir die mannigfachsten technischen und 
naturwissenschaftlichen Anwendungen bedeutungsvolle Entwicklung 
genommen, da8 ihre Grundbegriffe, vor allem der Funktionsbegriff, 
allmahlich sich weiteste Verbreitung erzwangen und schliefBlich auch 
in den Schulbetrieb eindringen muBten. 

Ich will in diesen Vorlesungen, ohne auf Vorkenntnisse der héheren 
Mathematik aus der Schule zuriickzugreifen, die wichtigsten Tat- 
sachen aus der Differential- und Integralrechnung so weit entwickeln, 
daB die Zuh6rer am SchluB einerseits zum Studium der héheren mathe- 
matischen Disziplinen und zur Vertiefung der Grundlagen, andererseits 
zur Handhabung der Differential- und Integralrechnung in den ver- 
schiedenen Anwendungsgebieten geriistet sind. 

Dabei méchte ich auf eine Gefahr, die aus der eingangs erwahnten 
Diskontinuitat entspringt, besonders hinweisen. Der elementare Stand- 
punkt der Schulmathematik verleitet dazu, an den Einzelheiten haften 
zu bleiben und den Blick fiir die allgemeinen Zusammenhange und 
systematischen Methoden zu verlieren. Der ,,hdhere Standpunkt“ der 
allgemeinen Methoden birgt aber die ungekehrte Gefahr in sich, daB 
der Zusammenhang mit dem konkreten Einzelnen verloren geht und 
da man den einfachsten individuellen Schwierigkeiten ratlos gegen- 
iibersteht, weil man in der Welt allgemeiner Begriffe verlernt hat, 
das Konkrete zu sehen und zu fassen. Sie miissen mit Ihren eigenen 
Kraften dafiir sorgen, daB Sie durch dieses Dilemma hindurchkommen. 
Nur das immer wiederholte selbstandige Durchdenken der Einzel- 
heiten und das vollstandige Erfassen der allgemeinen Gedanken im 
speziellen Beispiel kann zu diesem Ziele fiihren, und hierin liegt die 
Hauptaufgabe fiir jeden, der sich um das Studium der Wissenschaft 
bemiiht. 
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Vorbereitungen. 


Die Differential- und Integralrechnung und mit ihr die ganze 
héhere Analysis beruht, abgesehen von dem Zahlbegriff, vor allen 
Dingen auf zwei Begriffsbildungen, namlich dem Begriff der Funktion 
und dem Begriff des Grenzwertes, die zwar schon im klassischen Alter- 
tum gelegentlich erkennbar werden, aber doch ihre charakteristische 
Praégung und Bedeutung erst in der modernen Mathematik erhalten. 
In diesem einleitenden Kapitel wollen wir versuchen, diese Begriffe 
auf méglichst einfache und anschauliche Art zu erfassen. 


§ 1. Der Zahlbegriff. 


Was fiir eine Art von Dingen eigentlich die Zahlen sind, das ist eine 
Frage, die mehr den Philosophen als den Mathematiker angeht und 
mit der sich auch die Philosophen viel beschaftigt haben. Die Mathe- 
matik muB8 jedoch darauf bedacht sein, sich von dem EinfluB wider- 
streitender philosophischer Meinungen frei zu halten; sie braucht 
gliicklicherweise keine erkenntnistheoretischen Vorstudien iiber das 
tiefere Wesen des Zahlbegriffes. So wollen wir die Zahlen, und zwar 
zunachst die ganzen positiven oder natiirlichen Zahlen 1, 2, 3,... als 
etwas Gegebenes hinnehmen; ebenfalls wollen wir die Regeln, nach 
denen man mit diesen Zahlen rechnen kann, als etwas Gegebenes 
betrachten und uns nur noch einmal kurz in Erinnerung zuriickrufen, 
in welcher Weise man den Begriff der ganzen positiven Zahlen oder 
der natiirlichen Zahlen notgedrungen hat erweitern miissen. 


1. Das System der reellen Zahlen. 


Im Bereich der natiirlichen Zahlen sind die Grundoperationen der 
Addition und Multiplikation immer unbeschrankt ausfiihrbar, d.h. 
Summe und Produkt zweier natiirlicher Zahlen ist immer wieder eine 
natiirliche Zahl. Aber die Umkehrung dieser Operationen, d.h. Sub- 
traktion und Division ist im Bereiche der natiirlichen Zahlen nicht 
mehr ausnahmslos durchfiihrbar, und diese Tatsache drangte die mathe- 
matische Erfindungskraft schon friihzeitig zur Einfiihrung der Zahl 0, 
der negativen Zahlen und schlieBlich der positiven und negativen Briiche. 
Die Gesamtheit aller dieser Zahlen pflegt man als die rationalen Zahlen 
zu bezeichnen, weil sie alle aus der Einheit durch Anwendung der , ,vatio- 
nalen Rechenoperationen“ Addition, Multiplikation, Subtraktion und 
Division entstehen. 

Man pflegt die Zahlen anschaulich durch Punkte einer geraden 
Linie, der ,,Zahlengeraden‘‘, zu reprasentieren, indem man auf dieser 
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geraden Linie einen beliebigen Punkt als den Nullpunkt festsetzt, 
einen anderen als den Punkt 1; die Strecke zwischen diesen beiden 
Punkten dient dann als MaBstab, um jeder positiven oder negativen 
rationalen Zahl eine bestimmte Stelle auf der Zahlengeraden zuzu- 
ordnen, wobei die positiven Zahlen z. B. auf der rechten, die negativen 
Zahlen auf der linken Seite des Nullpunktes eingetragen werden 
(vel. Fig. 1). Versteht man in der iiblichen Weise unter dem absoluten 
Betrag |a| einer Zahl a den Wert a selbst, wenn a = 01), dagegen den 
Wert —a, wenn a<0 ist, so bedeutet |a@| einfach die Entfernung 
des betreffenden Punktes auf der Zahlengeraden vom Anfangspunkt. 

Die geometrische Deutung der rationalen 


SSH-28a9) \anigON 20ers Zahlen durch Punkte auf der Zahlengeraden 
Fig. 1. weist uns auf eine wichtige Eigenschaft hin, 


die man durch die Wendung bezeichnet: ,,Die 
Menge der rationalen Zahlen ist tiberall dicht.* Dies besagt, daB es zwischen 
zwei beliebig nahe aneinanderliegenden rationalen Zahlen noch weitere 
rationale Zahlen gibt oder daB in jedem noch so kleinen Intervall 
der Zahlengeraden noch rationale Zahlen liegen; geometrisch ge- 
sprochen, daB jede noch so kleine Strecke auf der Zahlengeraden 
rationale Punkte enthalt. Diese Dichtigkeit der rationalen Zahlen 


wird sofort klar, wenn wir von der Bemerkung ausgehen, daB 


LeeLee | 


F ise : , : 
die Zahlen ->, 93) 93>---» gn immer kleiner werden und sich mit wach- 


sendem m» der Null immer mehr nahern. Teilen wir nun, vom Null- 

punkt beginnend, die Zahlengerade in gleiche Teile der Lange Pe ein, 
: : 1 2 : 

so stellen die Endpunkte dieser Intervalle Qn? On? aS ... rationale 


Zahlen der Form = dar; iiber die Zahl » diirfen wir dabei noch beliebig 


verfiigen. Haben wir irgend ein fest vorgegebenes Intervall der Zahlen- 
geraden, mag es auch noch so klein sein, so brauchen wir nur  hin- 


reichend groB zu wahlen — namlich so groB, daB = kleiner als die 


Intervallange wird, — die obige Einteilung also entsprechend fein 
zu machen, um sicher zu sein, daf Punkte der Einteilung in das 
Intervall hineinfallen. 

Trotz dieser Eigenschaft der Dichtigkeit aber reichen die rationalen 
Zahlen nicht aus, um alle Punkte auf der Zahlengeraden darzustellen. 
Schon die Griechen haben erkannt, daB es Strecken gibt, welche nach 
Wahl einer Strecke der MaBzahl 1 nicht durch eine rationale Zahl 
reprdsentiert werden kénnen, sog. zur Einheit inkommensurable Strek- 
ken. So z. B. ist. die Hypotenuse eines rechtwinklig-gleichschenk- 


1) Durch das Zeichen = soll angedeutet werden, daB entweder das Zeichen 
> odey = gelten soll. 
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ligen Dreieckes, dessen Katheten die Lange 1 haben, nicht kommen- 
surabel mit der Strecke 1, d. h. ihre Lange ist nicht durch eine 
rationale Zahl gegeben. Das Quadrat dieser Linge / mu8 nimlich 


nach dem pythagoreischen Lehrsatz gleich 2 sein; es miiBte also, 


wenn / = . — mit ganzzahligem p und g — eine rationale Zahl 


ware, Pp? = 2q? sein. Dabei kénnen wir annehmen, daB # und g keinen 
gemeinsamen Faktor haben, weil wir den von vornherein hatten weg-_ 
heben kénnen. Da f? infolge der obigen Gleichung eine gerade Zahl 
ist, so muB8 auch # eine gerade Zahl sein, etwa p = 2’; setzen wir 
diesen Ausdruck ein, so erhalten wir 4p’ = 29? oder gq? = 29’; es 
mtiBte also auch g? und daher ebenso g selbst eine gerade Zahl sein, 
entgegen unserer Voraussetzung, daB » und q keinen gemeinsamen 
Faktor, also auch nicht beide den Faktor 2 besitzen. Unsere Annahme, 
daB die Hypotenuse durch einen Bruch - darstellbar ist, hat sich 
daher als widerspruchsvoll, mithin als falsch erwiesen. 

Die eben durchgefiihrte — fiir das Wesen eines ,,indirekten Be- 
weises“ charakteristische — SchluBweise lehrt uns, daB dem Zeichen y2 
keine rationale Zahl entsprechen kann. 

Wir sehen aus dieser Betrachtung, da8 wir gendtigt sind, auBer 
den rationalen Zahlen noch andere ,,ivvationale“‘ Zahlen einzufiihren, 
wenn wir jedem Punkt der geraden Linie eine Zahl zuordnen wollen. 
Und diese Forderung, daB den Punkten einer geraden Linie in umkehr- 
bar eindeutiger Weise — nach Wahl einer Einheitsstrecke — Zahlen 
zugeordnet sein sollen, wollen wir durchaus festhalten. Das System 
dieser in umkehrbar eindeutiger Weise den Strecken zugeordneten 


rationalen und irrationalen Zahlen nennt man das System der veellen 
Zahlen. 


: , Se 1 
Die obige Einteilung der Zahlengeraden in Intervalle der Lange 9, 


zeigt uns: Eine Irrationalzahl « la4Bt sich durch rationale Zahlen 
beliebig genau annahern, d. h. wir kénnen immer eine , rationale 
Zahl v finden, deren Abstand von « kleiner ist als eine beliebig 


é Ss é 1 1 
kleine von uns gewiinschte Schranke, z. B. kleiner als Too oder 7000" 


Ebenso kann man natiirlich jede irrationale Zahl in ein beliebig 
kleines Intervall einschlieBen, dessen Grenzen durch rationale Zahlen 
gegeben werden. 

Wir setzen als eine fundamentale Tatsache voraus, daB man mit 
den reellen Zahlen nach den iiblichen formalen Rechengesetzen 
-rechnen darf. Dabei soll nicht unerwahnt bleiben, daB die Einfithrung 
der irrationalen Zahlen und die Rechtfertigung der Giiltigkeit der 
Rechengesetze fiir sie Gegenstand einer genaueren Untersuchung 
sein kann und sein mu&. Ebenso jedoch wie die Entwicklung der 
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modernen Mathematik sich bis in die zweite Halfte des 19. Jahr- 
hunderts hinein ohne eine solche genaue Betrachtung ungestért voll- 
zogen hat, ist es ganz naturgemaB, sich den Weg zu der eigentlichen 
hdheren Analysis nicht erst durch eine axiomatische Untersuchung 
des Zahlbegriffes hindurch zu bahnen oder — zu versperren. Ich 
méchte Ihnen aber den Rat geben, nach Erlangung einer gewissen 
Reife der Ausbildung eine der vielen guten Darstellungen dieser 
Fragen zu studieren?). 

Was die Rechengesetze selbst anbetrifft, so will ich nur an die ein- 
fachsten Regeln fiir das Rechnen mit Ungleichungen erinnern, das in 
der ganzen Analysis eine viel gréBere Rolle spielt, als in der Elementar- 
mathematik. Es ist stets 


ja+5/<la|+[d], [2—b{=|a|—|d}. 
Ferner darf man Ungleichungen addieren und mit positiven Faktoren 
multiplizieren; bei der Multiplikation mit einer negativen Zahl kehrt 
sich der Sinn der Ungleichung um. Weiter folgt aus a >b> 0 und 
0<a’ <0’ die neue Ungleichung 


ses 
one 


2. Die Zahlensysteme. 


Man pflegt fiir numerische Rechnungen die Zahlen im Dezimal- 
system folgendermafen zu schreiben: 


G== =, 2; Ey 4 Gane 
Es ist hier a) die Anzahl der Einer, a, die Anzahl der Zehner, a, die 
Anzahl der Hunderter, a_, die Anzahl der Zehntel usw. Dies bedeutet 
nichts weiter als eine Darstellung der Zahl a in folgender Form: 
a= 4,-+ 4,10 +4, 107-+-- - ++ @_, 10-+-+ @_, 10-7 -+ = 
wobei 
Ge Cy hg ek ee eee 


Ziffern der Folge 0,1, 2,..., 9 sind. 

Thnen allen wird aus der Schule noch das einfache Resultat gelaufig 
sein, daB8 eine rationale Zahl durch einen rein periodischen oder ge- 
mischt periodischen Dezimalbruch dargestellt wird (speziell durch einen 
abbrechenden), wahrend ein Dezimalbruch ohne Periode stets eine 
irrationale Zahl darstellt. 

Die dezimale Schreibweise tragt in gewisser Hinsicht den Charakter 
des Zufalligen; an Stelle der Grundzahl 10 kann man irgend eine belie- 
bige Grundzahl dem Ziffernsystem zugrunde legen. Fiir rein theoretische 


1) Z. B. K. Knopp: Theorie und Anwendung der unendlichen Reihen. 2. Aufl. 
Berlin 1924, insbes. Kap. 1. 
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Zwecke empfiehlt sich haufig die Darstellung der Zahlen im sog. Dual- 
system, d.h. in einem System mit, der Grundzahl 2. In einem solchen 
System wiirde eine ganze positive Zahl a in der Form 


a=) +a, 2+ o, 227 -+ 4, 23-+--- 
dargestellt werden, wobei die Ziffern a, %, a3,... nur jeweils 0 oder 1 


sein kénnen. Die Zahl 9 wiirde z. B. im Zweiersystem folgendermaBen 
zu schreiben sein: 


1001 = 1-23+ 0-22+0-21+ 1-20, 


Man sieht, daB im Zweiersystem die Zahlen verhaltnismaBig lange Aus- 
» driicke haben. Gleichviel aber in welchem Zahlensystem wir die Zahlen 
schreiben, stets lassen sich in ihm die sdmtlichen rationalen und irratio- 
nalen Zahlen ausdriicken, und zwar in eindeutiger Weise. 


§ 2. Der Funktionsbegriff. 


Der Begriff der Funktion verdankt seine klare Erfassung und Her- 
vorhebung erst der neueren Zeit. Wir wollen ihn zunadchst an einer 
Reihe von Beispielen erlaéutern, bevor wir zu einer prinzipiellen 
Formulierung schreiten. 


1. Beispiele. 


a) Wenn ein ideales Gas durch einen Stempel in einem GefaB ein- 
geschlossen ist, so besteht zwischen dem Druck # und dem Volumen v 
die Beziehung 

D-p=C, 


wo C eine Konstante bedeutet. Dieses sog. Boylesche Gesetz sagt nichts 
tiber die GréBen v und # selbst aus, sondern bedeutet: Wenn # eine be- 
stimmte, innerhalb gewisser Grenzen beliebig wahlbare GréBe hat, so 
kann ich daraus v bestimmen und umgekehrt: 
v= S ; p= “ 

(dabei nehmen wir an, daB die Temperatur stets denselben Wert 
behalt). Man sagt dann: v ist eine Funktion von # resp. # ist eine Funk- 
tion von v. 

b) Erhitzen wir einen Metallstab, der bei der Temperatur von Null 
Grad die Lange /, besitzt, auf die Temperatur #?, so wird unter den 
einfachsten Annahmen seine Lange / durch das Gesetz 


I= Ip(1 + 69) 


gegeben, wo der , Ausdehnungskoeffizient“ B eine Konstante ist. Wir 
sagen wieder: / ist eine Funktion von #. 
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2. Begriffliche Formulierung. 


Um den mathematischen Funktionsbegriff allgemein zu formulieren, 
fassen wir ein bestimmtes Intervall unserer Zahlenskala ins Auge, etwa 
das Intervall zwischen den Zahlen a und 0, und betrachten die Gesamt- 
heit der Zahlen x, welche diesem Intervall angehéren, d.h. der Be- 
ziehung 


Ae 10 


genugen. 

Wenn wir die GréBe x als beliebig in diesem Intervall wahlbar 
betrachten, so nennen wir sie eine (stetige) Verdnderliche oder Variable. 
in diesem Intervall. 

Ist nun durch irgend eine Vorschrift jedem Werte x dieses Inter- 
valles ein bestimmter Wert y zugeordnet, so sagen wir: y ist eine Funk- 
tion von x und schreiben symbolisch: 


y= f(x) oder y=F(x) oder y=g¢(2) 


und ahnlich. Man bezeichnet dann x als die unabhdngige, y als die 
abhangige GroBe oder Veranderliche; oder auch x als das Argument 
der Funktion y. 

Es sei schon hier bemerkt, daB es fiir gewisse Betrachtungen einen 
Unterschied macht, ob man zu dem Intervall von a bis 6 die Endpunkte 
hinzurechnet, wie wir es oben getan haben, oder nicht; im letzteren 
Falle hatten wir die GréBe x durch die Ungleichungen 


AGO 


zu beschranken. Wir sprechen, wenn sonst MiBverstandnisse médglich 
sind, im ersten Fall von einem abgeschlossenen, im zweiten Fall von 
einem (beiderseits) offenen Intervall. Wird nur ein Endpunkt, aber 
nicht der andere, zum Intervalle mit gerechnet, z.B. a< x <b, so 
sprechen wir von einem halb oder einseitig offenen Intervalle. Endlich 
kann man unsere Intervalle auch nach einer oder nach beiden Seiten 
hin ins Unendliche ausgedehnt denken. Man sagt dann: die stetige Ver- 
anderliche x lauft in einem wnendlichen Intervalle, und schreibt sym- 
bolisch: a< * < 00 oder —ao < %<b oder —w<x< oo. 

In der allgemeinen Definition des Begriffes einer in einem Intervall 
gegebenen Funktion ist tiber die Art der Vorschrift, durch welche die 
abhangige Variable zu der unabhangigen Variablen konstruiert wird, 
nichts Naheres gesagt. In der Tat enthalt der Funktionsbegriff bei 
dieser Allgemeinheit noch etwas Unbestimmtes und Vages. Er bedarf 
fiir alle Anwendungen einer weitgehenden Einschrankung in der Hin- 
sicht, daB prazisere Forderungen an das Abhangigkeitsgesetz gestellt 
werden miissen. 
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3. Graphische Darstellung. Eindeutigkeit und Mehrdeutigkeit. 
Stetigkeit. 


Zu einer solchen verniinftigen Einschrankung, durch welche der all- 
gemeine Funktionsbegriff erst wirklich anwendbar wird, fiihrt uns 
der Zusammenhang mit der Geometrie. Der Grundgedanke der analy- 
tischen Geometrie ist ja, eine geometrisch gegebene Kurve dadurch 
analytisch zu charakterisieren, daB man eine der beiden rechtwinke- 
ligen Koordinaten, etwa y, als Funktion y = f(x) der andern Koordi- 
nate x betrachtet; z. B. wird eine Parabel durch die Funktion y = x?, 
der Kreis mit dem Radius 1 um den Nullpunkt durch die Funktion 
y= yl— x? dargestellt. Beim ersten Beispiel kénnen wir die Funk- 
tion im unendlichen Intervall — co <x*x< o definiert denken; beim 
zweiten ist es notwendig, sich auf das Intervall —1 < ~ <1 zu be- 
schranken, da auBerhalb die Funktion (im Reellen) ihren Sinn verliert. 

Gehen wir umgekehrt nicht von einer geometrisch gegebenen Kurve 
aus, sondern betrachten wir eine Funktion y = /(x) als das primar 
Gegebene, so kénnen wir uns die funktionale Abhangigkeit der GréBe y 
von der GréBe x graphisch darstellen, indem wir dazu in der bekannten 
Weise ein rechtwinkliges Koordinatensystem (siehe Fig. 2) benutzen. 
Tragt man zu jeder Abszisse x die zugehérige 
Ordinate y =f (x) auf, so erhalt man als geo- 
metrisches Bild der Funktion eine Kurve. Die 
Einschrankung, welche wir dem _ Funktions- 
begriff auferlegen wollen, besteht nun darin, 
daB dieses geometrische Bild wirklich auch eine 
anschaulich erfaBbare Kurve darstellt. Dann 
werden wir z. B. folgende Funktion auszu- 
schlieBen haben: Fiir jeden rationalen Wert x sei y=1; fiir jeden 
irrationalen Wert x sei y=0. Man erkennt, daB bei dieser Funktion 
der Funktionswert unendlich oft zwischen 0 und 1 hin- und herspringen 
muB, wenn man auch nur ein noch so kleines Intervall von x durch- 
lauft. 

_ An Hand der graphischen Veranschaulichung der Funktionen durch 
Kurven mochte ich auf einen Punkt hinweisen, welcher dem Anfanger oft 
gewisse Schwierigkeiten bereitet. Das Gesetz, welches der Variablen x die 
Funktion y zuordnet, soll, wenn nicht ganz ausdriicklich das Gegenteil ge- 
sagt ist oder aus dem Zusammenhang hervorgeht, diese Zuordnung in ein- 
deutiger Weise vermitteln; z. B. die Zuordnung y =x? oder y=sin x. 
Will man diese Eindeutigkeitsforderung hervorheben, so spricht man von 
,eindeutig definierten‘‘ oder ,,eindeutigen“ Funktionen. Es kann jedoch 
vorkommen, da8 das Zuordnungsgesetz uns zunachst in einer Form ent- 


gegentritt, bei welcher eine Mehrdeutigkeit vorliegt; z. B.y = |x oder 
_y = V1—x?, wo ja wegen der Doppeldeutigkeit der Quadratwurzel 


Fig. 2. 
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die Wahl zwischen zwei Vorzeichen offen bleibt. LaBt man diese Doppel- 
deutigkeit in der Funktionsdefinition bestehen, so Spricht man von 
einer ,,mehrdeutigen‘‘ Funktion, in diesem Falle von einer zweideutigen. 

In vielen Fallen wird es jedoch angenehm sein, diese Mehrdeutigkeit 
zu beseitigen. Dies kann man ohne weiteres tun, indem man durch 
eine besondere Vorschrift eine der verschiedenen Méglichkeiten aus- 
zeichnet, in unserem Falle z.B. durch die Vorschrift y20. Man 
spricht dann von einem ,,eindeutigen Zweig‘ einer mehrdeutigen F unk- 
tion; der andere eindeutige Zweig wird in unserem Falle durch die 
Beziehung y <0 charakterisiert. Jeder solche Zweig der Funk- 


Yh 


Fig.'3. Fig. 4. 


tion, y= Vl— x2 ist dann in dem Intervalle —1 < * <1 eine ein- 
deutige Funktion von x. 

Wenn im folgenden nichts Besonderes gesagt ist, wollen wir unter 
Funktion“ immer einen derartigen eindeutigen Zweig verstehen. 
yA At Ist die Funktion in ihrem ganzen 
yas Verlauf eindeutig definiert, so wird die 
sie darstellende Kurve von jeder Paral- 
lelen zur y-Achse nur in einem Punkte 
geschnitten. Handelt es sich jedoch um 
eine mehrdeutige Funktion, wie z. B. 


y = /1—x?, so werden solche Parallelen 
mehrere Schnittpunkte mit der Kurve 
haben kénnen, und der eine Schnittpunkt 
wird dem einen Funktionszweig, der andere einem andern entsprechen. 
Die Kurvenstiicke, welche zu verschiedenen eindeutigen Funktions- 
zweigen gehoren, kénnen dabei miteinander zusammenhangen und so 
den Gesamtverlauf einer geometrisch mit einem Schlage definierbaren 
Kurve bilden wie beim Kreise (vgl. Fig.3) y= ¥1—-x?; die ver- 
schiedenen Zweige kénnen aber auch vollig getrennt verlaufen, wie bei 


Fig. 5. 
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Ich gebe im folgenden noch einige Beispiele fiir die graphische 
Darstellung von Funktionen. 


a) Vie 
yist x proportional. Das graphische Bild (vel. Fig. 5) ist eine Gerade 
durch den Nullpunkt des x y-Systemes. 


B) y=ax--b 

y ist eine ,,lineare Funktion“ von x. Das Bild ist eine Gerade durch 
die Punkte + =0, y=6 und x aS oy —0. 
7) y= < : 

y ist x umgekehrt proportional. Ist speziell a = 1, also 

ead 
aie 

so ist z. B. fiir 

*=1 y=l1, fiir n= Mea. fiir «= 2 y=s- 


Das Bild (vgl. Fig. 6) ist eine zu den Winkelhalbierenden der 
Achsen symmetrisch 
liegende Kurve, eine 
gleichseitige Hyperbel. 

Diese letztere Funk- 
tion ist fiir den Wert 
x* =O offenbar nicht 2 
definiert, denn die Di- 
vision durch 0 hat kei- 
nen Sinn. Die Stelle 
% =Q, die ein Aus- 
nahmepunkt fiir die y- 
Funktion ist, in dessen 
Umgebung die Funk- 
tionswerte positiv oder 
negativ beliebig groB 
werden, stellt das ein- 
fachste Beispiel einer 

Unendlichkettsstelle Fig. 6. 
dar, worauf wir spater 
(vgl. § 8, No. 2) noch ausfiihrlich zuriickkommen. 
co) y= ue. 

Diese Funktion wird bekanntlich durch eine Parabel dargestellt 
(vgl. Fig. 7). 

Ebenso wird die Funktion y = x? anschaulich durch die sog. kubische 
Parabel beschrieben (vgl. Fig. 8). 


yA 


S| SIN Sw 


SIN 
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Die eben betrachteten Funktionen und ihre graphischen Bilder 
zeigen eine Eigenschaft, welche von der gré8ten Bedeutung fiir die Dis- 
kussion jeder Funktion ist, namlich die Eigenschaft der Stetigkeit. Wir 
werden diesen Begriff spater (vgl. § 8) noch genauer analysieren; sein 
anschauliches Wesen, mit dessen Hervorhebung ich mich an dieser 
Stelle begniigen kann, besagt, daB y| 
bei einer kleinen Anderung von x 
der Wert von y auch nur eine kleine 
Anderung erleidet und nicht plétz- 
lich springt, d. h. daB die reprasen- 
tierende Kurve nirgends zerreiBt. 

Eine Funktion, die fiir alle 
Werte von x in einem Intervall den- 
selben Wert y =a besitzt, nennt 


x 


Y=ZI 


Pa 


0 ee 
Fig. 7, Fig. 8. 
man eine Konstante a; sie wird durch eine horizontale gerade Linie 
reprasentiert. Eine Funktion y = f(x), welche die Eigenschaft hat, 
daB in einem Intervall zu gréBeren Werten von x immer gréBere 


Yt y 


Fig. 9. 
Werte von y gehoren, heiBt eine in diesem Intervall monoton wachsende 
Funktion; gehort aber zu gréBerem x immer ein kleineres y, so heiBt 
sie in diesem Intervall eine monoton abnehmende Funktion. Anschau- 
lich werden solche monotone Funktionen durch Kurven dargestellt, 
welche in dem betreffenden Intervall immer ansteigen oder immer 
abfallen (vgl. Fig. 9). 

Ist die durch y = /(x) dargestellte Kurve symmetrisch zur y-Achse, 
d. h. gehért zu « = —a derselbe Funktionswert wie zu « = a oder ist 


i(— x) = f(x), 
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so sprechen wir von einer geraden Funktion. Z.B. y = x? (Vgl. Fig. 7.) 

Ist dagegen die Kurve symmetrisch zum Nullpunkt, d. h. ist 
ey (i 

So sprechen wir von einer wngeraden Funktion, z. B. y = x oder Vreae® 

(Vgl. Fig. 8.) oder y = oe, 


4. Umkehrfunktionen. 


Wir konnten bereits bei unseren ersten Beispielen unter Nr. 1 be- 
merken, da8 man eine formale Abhangigkeit zwischen zwei GréBen 
verschieden auffassen kann, indem man ebenso berechtigt ist, die erste 
Gr6Be als Funktion der zweiten, wie die zweite als Funktion der ersten 


5S a Ree eS 
Sy 


Fig. 10. 


anzusehen. Ist z. B. y=ax-+ 6) (wobei wir a= 0 annehmen), so 
wird x als Funktion von y durch die Gleichung « = — dargestellt. 


Ebenso kénnen wir den durch die Gleichung y = x? dargestellten 
funktionalen Zusammenhang zwischen y und % auch durch die Glei- 


chung * = Vy darstellen. Ganz ahnlich kénnen wir versuchen, bei 
einer beliebigen Funktion y =f (x) auch # als Funktion von y auf- 
zufassen oder, wie wir sagen wollen, die Funktion y =f (x) durch ihre 
»Umkehrtunktion x = gy (y) zu ersetzen. 

Geometrisch bedeutet dies folgendes: Man kann das graphische Bild 
einer Funktion y =/ (x) auch betrachten, indem inan es um die Gerade 
umklappt, die den Winkelraum zwischen der positiven x-Achse und der 
positiven y-Achse halbiert?) (vgl. Fig. 10). Man hat dann ohne weiteres 
graphisch x als Funktion von y dargestellt und somit die Umkehr- 
funktion * =  (y) reprasentiert. 

Man erkennt aber schon aus dieser geometrischen Betrachtung sofort, 
daB eine eindeutige Umkehrbarkeit einer Funktion y = f(x) an gewisse 


1) Statt diese Umklappung vorzunehmen, kénnten wir zunachst das Koordi- 
dinatensystem mit der Kurve y = f (¥) um einen rechten Winkel drehen und dann 
die Richtung der y-Achse umkehren. 
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Bedingungen gebunden ist. Sobald die zu der Funktion gehérige 
Kurve von den Parallelen y=c zur x-Achse in mehreren Punkten ge- 
schnitten wird, wird dem Werte y = c mehr als ein Wert x entsprechen, 
die Funktion in diesem Intervall also nicht eindeutig umkehrbar sein. 
Um dies zu vermeiden, setzen wir voraus, daB die Funktion y = f (x) 
in dem betrachteten Intervalle stetig und monoton ist. Dann lehrt uns 
Figur 10, da tatsachlich zu jedem Werte von y in dem betrachteten 
Intervall «,< « <»%, gerade ein Wert von x gehért, und wir entnehmen 
der Figur die Tatsache, daB sich eine in einem Intervalle monotone stetige 
Funktion in diesem Intervall stets durch eine eindeutig bestimmte stetige 
Funktion umkehren laft. 


S$ 8. Nahere Betrachtung der elementaren Funktionen. 


1. Die rationalen Funktionen. 


Wir gehen nun dazu iiber, die elementaren Funktionen, die Ihnen 
allen von der Schulmathematik her schon bekannt sind, noch einmal 
kurz zu durchmustern. Die einfachsten Klassen von Funktionen 
erhalten wir durch wiederholte Anwendung der elementaren Rechen- 
operationen: Addition, Multiplikation, Subtraktion. Wenden wir diese 
Rechenoperationen auf eine unabhangige Veranderliche x und irgend- 
welche rationale oder irrationale Zahlen an, so erhalten wir als Resultat 
die ganzen rationalen Funktionen oder Polynome; 


WY ae OE ap 2 OO ap EEO 


Die ganzen rationalen Funktionen sind wegen ihres einfachen Baues 
sozusagen die Grundfunktionen fiir die ganze Analysis. 
Bilden wir noch den Quotienten derartiger Funktionen, d.h. Aus- 
driicke der Form 
Ay + Ay% +-+++ a, x” 
YS by FEE bo A 
so gelangen wir zu den allgemeinen oder gebrochen rationalen Funk- 
tionen, die iiberall definiert sind, wo der Nenner von Null verschieden ist. 
Die einfachste ganze rationale Funktion ist die (ganze) lineare 
Funktion 


- 


y=ax+b. 


Sie wird durch eine gerade Linie dargestellt. Jede guadratische Funk- 
tion von der Form 


y=ax?+2bx+¢ 


wird durch eine Parabel dargestellt. Die Kurven, welche eine ganze 
rationale Funktion dritten Grades 


y=ax+bx*+ex+d 


darstellen, nennt man gelegentlich Parabeln dritter Ordnung, usw. 
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Als anschauliche Beispiele fiigen wir in Figur 11 die graphischen 
Bilder der Funktion y = x" fiir die Exponenten = 1, 2, 3,4 bei. 


yh 


8Y 


Fig. 11. 
Man erkennt, daB fiir gerade Werte 
von m die Funktion y = x” der Glei- 
chung /(—x) =/(x) gentigt, also eine 
gerade Funktion ist, wahrend fiir un- 
gerades n die Funktion die Bedingung 
/(— *) =—f (x) befriedigt, d. h. un- 
gerade ist. 
Das einfachste Beispiel fiir eine 
gebrochene rationale Funktion ist die 
schon friiher betrachtete Funktion 


y etal deren Bild durch die gleich- 
x 


seitige Hyperbel gegeben wird. Ein 


anderes ist die Funktion y =~ (vel. hee. 
Fig. 12). 
j 9. Algebraische Funktionen. 
Aus dem Bereich der rationalen Funktionen fiihrt uns sofort das 
Problem hinaus, Umkehrfunktionen von ihnen zu bilden; z. B. wird 
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fiir die Potenz y = x” dieses Problem gelést durch Einfiihrung der 


n-ten Wurzel Vy = x oder, wenn wir die Bezeichnungen von ab- 
hangiger und unabhangiger Variabler vertauschen, durch die Funktion 


n i 
y= x= xr. 
Allgemeiner kénnen wir 
y = R(x) 
betrachten, wo R(x) eine rationale Funktion bedeutet. Zu weiteren 
Funktionen von ahnlichem Typus gelangt man, indem man auf eine oder 


mehrere solcher spezieller Funktionen rationale Rechenprozesse an- 
wendet. So gewinnt man beispielsweise die Funktionen 


y= Vet Ve@+l oder y=x+pe+1. 
Funktionen dieser Art sind spezielle ,,algebraische Funktionen“. Selbst- 
verstandlich ist bei ihnen jedesmal festzusetzen, welches von den ver- 
schiedenen méglichen Vorzeichen der Wurzeln zu wahlen ist. 


3. Die trigonometrischen Funktionen. 


Wahrend die rationalen und die eben betrachteten algebraischen 
Funktionen unmittelbar durch die elementaren Rechenoperationen und 
ihre Umkehrungen definiert werden, ist die Quelle, aus welcher wir die 
Kenntnis der iibrigen, der sog. tvanszendenten 1) Funktionen schépfen, zu- 
nachst die Geometrie. Wir wollen uns hier mit den elementaren trans- 
zendenten Funktionen beschaftigen, ndmlich mit den trigonometrischen 
Funktionen, der Exponentialfunktion und dem Logarithmus. 

Bei allen Betrachtungen der hdéheren Analysis, in welcher Winkel 
vorkommen, pflegt man diese Winkel nicht nach Grad, Minuten 
und Sekunden zu messen, sondern legt der Winkelmessung das 
Bogenmaf zugrunde. Man denkt sich den zu messenden Winkel 
mit seinem Scheitel in den Mittelpunkt eines Kreises vom Radius 1 
gelegt und miBt die GrdBe des Winkels durch die Lange des 
Bogens, den der Winkel aus der Kreisperipherie ausschneidet. Ein 
Winkel von 180° hat also das BogenmaB az, ein Winkel von 90° das 


BogenmaB = ein Winkel von 45° das BogenmaB a: ein Vollwinkel 


von 360° das Bogenmafi 2%. Umgekehrt berechnet sich ein Winkel 
mit dem Bogenmaf8 1 in Graden angendhert zu 


180° 
——— == 57° 17" 45" . 
I 


1) Das Wort ,,transzendent‘‘ bedeutet keineswegs etwas besonders Geheimnis- 
volles oder Schwieriges, sondern deutet lediglich die Tatsache an, da8 die Defini- 
tion dieser Funktionen mit Hilfe der elementaren Rechenoperationen nicht 
mehr moglich ist: ,,quod algebrae vires transcendit.‘‘ 
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Grundsatzlich werden wir von nun ab immer, wenn wir von einem 
Winkel % sprechen, einen Winkel meinen, dessen BogenmaB « ist. 
Nach diesen Vorbemerkungen erinnere ich 
noch kurz an die Bedeutung der trigonometri- 
schen Funktionen sin x, cos x, tg x, ctg x, 


yA 


Fig. 13. Fig. 14. 


indem ich auf Figur 13 verweise, in welcher der Winkel x von dem festen 
Schenkel OC aus abgetragen ist und als positiver Drehsinn der durch 
die Pfeilrichtung angegebene dem Uhrzeiger entgegengesetzt laufende 


verstanden wird. Die rechtwinkligen Koordinaten des Punktes A 
liefern uns einfach die Funktionen cos x und sin x. Die graphischen 
Bilder der Funktionen sin x, cos x, tg x, ctg x finden Sie in den 
Figuren 14 und 15. 


4, Exponentialfunktion und Logarithmus. 


Man betrachtet neben den trigonometrischen Funktionen als wei- 
tere elementare transzendente Funktionen die Exponentialfunktion mit 
der Basis a 

2" 


Courant, Differentialrechnung. 2 
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und deren Umkehrfunktion, den Logarithmus zur Basis a 


OC ey 
a 


Man pflegt auf der Schule tiber eigentiimliche Schwierigkeiten in der 
Definition dieser Funktionen hinwegzugleiten, und auch wir wollen die 
genauere Diskussion dieser Funktionen noch ein wenig verschieben, bis 
wir feinere Hilfsmittel zur Hand haben (vgl. drittes Kapitel, § 6). Aber 
schon jetzt kénnen wir sagen, wie wir diese Funktionen aufzufassen haben. 


[sty == 2 eine rationale Zahl (p und g == 0 ganze Zahlen) — die ak a 


setzen wir als positiv voraus —, so definieren wir a® als Va? =ae, 
wo die Wurzel positiv zu nehmen ist. Da die rationalen Werte von x 
iiberall dicht liegen (vgl. S. 4), so liegt es nahe, die so definierten 
Werte von a® dadurch zu einer fiir alle, auch irrationale Werte 
von x definierten stetigen Funktion, der ,,Exponentialfunktion“, zu 
erginzen, daB man fiir irrationale Werte von x die Werte von a® 
einfach an die definierten Werte stetig anschlieBt und demgemaB unter a® 
diejenige stetige Funktion versteht, die fiir alle rvationalen Werte von x 
oben definiert wurde. DaB diese Festsetzung einwandfrei und nur auf 
eine Weise méglich ist, wollen wir fiir den Moment hinnehmen, indem 
wir uns dessen bewubt bleiben, da wir spater dafiir eine Begriindung 
nachzuholen haben }). 
Die Funktion 
5 x=logy 
a 


1aBt sich dann fiir y>90 als Umkehrfunktion der Exponentialfunktion 
definieren. 


§ 4, Funktionen einer ganzzahligen Veradnderlichen. 


Bisher haben wir die unabhangige Veranderliche als in einem ganzen 
Intervall stetig variabel betrachtet. Es kommen aber in der Mathe- 
matik auch zahlreiche Falle vor, in denen eine GréBe nur von einer 
ganzen Zahl, einer Nummer m abhiangt, welche die sdmtlichen 
Werte 1, 2, 3,... annehmen kann. Wir sprechen dann von Funk- 
tionen einer ganzzahligen Veranderlichen, oder einer zahlentheoretischen 
Funktion, oder auch von einer Funktion eines Judex, indem wir die 
ganzzahlige unabhangige Veranderliche, die Nummer, als Index be- 
zeichnen. Am besten verstehen wir diese Begriffsbildung an der Hand 
von Beispielen. 

1. Die Summe der ersten  ganzen Zahlen 

Si(n) = 1-243 fd oh a ae 


~ 


1) Vel. S.54 und 139. 
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ist eine Funktion von m. Ebenso ist die Summe der ersten 1 Quadrat- 
zahlen 


Sp(m) = 12 + 224 324-4 02 


eine Funktion der ganzzahligen Veranderlichen 1}). 


2. Andere einfache zahlentheoretische Funktionen sind die Aus- 
driicke 


n!=]-2---n 
oder die Binomialkoeffizienten 


ee n!\ 
ae oe if  Rki(n—R)! 


kh} 
bei festem Rk. 

3. Jede positive ganze Zahl m, die nicht Primzahl ist, la4Bt sich durch 
mehrere positive ganze Zahlen teilen, wahrend die Primzahlen nur 
durch 1 und durch sich selbst teilbar sind. Offenbar kénnen wir nun 
die Anzahl T(m) dieser Teiler einer Zahl x als Funktion der Zahl n 
selbst ansehen. Fiir die ersten Zahlen ist diese zahlentheoretische Funk- 
tion durch die folgende Tabelle gegeben: 


n=|1)2|/8|4|}5]6|7|]8/9]10| 11] 12 
Taha 2 b2 ie 33b2 |} dueoerrees nao a 6 


4. Eine viel kompliziertere zahlentheoretische Funktion ist die An- 
zahl A(n) der Primzahlen, die unterhalb der Zahl m liegen. Ihre nahere 
Untersuchung bildet eines der interessantesten und anziehendsten 
Probleme der héheren Zahlentheorie. Ich will hier nur das Haupt- 


1) Man kann iibrigens diese letzte Summe in folgender Weise leicht durch 
einen einfachen rationalen Ausdruck in » darstellen. Wir gehen aus von der 
Formel . 


(vy + 1)§ — »8 = 37+ 38y+1, 


schreiben diese Gleichung fiir die Werte v = 0, 1, 2,..., m und addieren. Dann 
findet man: 


(n+1)?=3S,+35,;+"-+1, 


woraus durch Einsetzen von Sj, folgt 


3 5 1 
3S, = (n+ f(r +1)? —1 ~3 nh (n+ 1) + ant 
und somit 


n(n + 1)(2~+1) 
S= ny ase 


Ebenso kann man die zahlentheoretischen Funktionen 
S3(n) = 18 + 28 +---+ 8 
Sq (m) = 144 24 -4---+ nt 


durch ein ganz ahnliches Verfahren wie oben als eine rationale Funktion von » 
ausdriicken. 


DF 
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resultat dieser Untersuchungen andeuten; es besagt , daB die Anzahl A (n) 
fiir groBe Werte von ” angenahert durch die Funktion = - 


wenn man unter log x den Logarithmus zu der spater zu definierenden 
,natiirlichen Basis‘ e versteht (vgl. 3. Kapitel, § 6). 


gegeben ist?), 


§ 5. Der Begriff des Grenzwertes einer Zahlenfolge. 
Beispiele. 


Unter einer Zahlenfolge verstehen wir eine Aufeinanderfolge von 
unendlich vielen Zahlen ay, a, a3, ...,@,,..., Welche uns durch irgend 
eine Vorschrift gegeben sein kénnen im Grunde genommen also 
eine Funktion der ganzzahligen Veranderlichen ”. Wir wollen uns zu- 
nachst an einer Reihe von Beispielen orientieren. 


1 
a be Qn sik ri 4 
Wir betrachten die Zahlenfolge 
1 1 1 
a,=1, oe oe oe em PCR Og Fr a 


Keine Zahl der Folge ist Null; aber wir erkennen, daB je gréBer der 
Index wird, die Zahl a, desto naher an Null liegen muB. Wenn wir 
also um die Zahl 0 ein Intervall abgrenzen, das wir so klein wahlen 
moégen, wie wir wollen, so wird von einem bestimmten Index ab jede Zahl 
der Zahlenfolge a, in dieses Intervall hineinfallen. Diesen Sachverhalt 
bringen wir dadurch zum Ausdruck, daB wir sagen: Die Zahlen a,, 
streben mit wachsendem m gegen 0, oder sie besitzen den Grenzwert 
(Limes) 0, oder die Zahlenfolge a, ag, a3,... konvergiert gegen den 
Grenzwert 0. 

Anschaulich bedeutet dies bei der Darstellung der Zahlen durch 


Punkte auf der Zahlengeraden, daB die Punkte S sich mit wachsendem 
immer dichter gegen den Grenzpunkt 0 andrangen. 


Ganz ahnlich liegen die Verhaltnisse bei der Folge 


1 1 1 oe a 


uC n 


Auch hier streben die Zahlen a, mit wachsendem » gegen Null; der 
Unterschied ist nur der, daB sie bald gréBer, bald kleiner als der Grenz- 
wert 0 sind, daB sie, wie man sagt, um den Grenzwert herum oszillieren. 


1) D. h. der Quotient der Zahl A(m) durch die Zahl — unterscheidet sich 
og n 


von 1 um beliebig wenig, wenn nur » geniigend groB ist. 
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Symbolisch pflegt man die Konvergenz der Zahlenfolge durch die 
Gleichungen 
borg — 0 
n—>0O 
oder auch gelegentlich durch die Abkiirzung 
a= 0 


auszudriicken. Die Buchstaben lim sind eine Abkiirzung fiir das Wort 
limes (Grenze). 


vk 1 


EA fy Hemet) (Ey 5 omen 


Bei den obigen Beispielen wird mit wachsendem m die Differenz 
zwischen a, und dem Grenzwert absolut genommen immer kleiner. 
DaB dies nicht immer so zu sein braucht, zeigt das Beispiel der Zahlen- 
folge 
1 1 1 1 


oe 7G a, a- 


a4=>, %=1, a Sigie Cn camg ete Tite 


, fiir ungerades 


: ‘3 . 1 
d.h. allgemein: fiir gerades n = 2m sei a, = dpm = - 


: 1 3 : 
n=2m—I| sei 4, = 4,%-1=5,,- Auch diese Zahlenfolge hat einen 


Grenzwert, namlich den Grenzwert Null; d.h. in jedes noch so kleine 
Intervall um die Zahl Null herum werden von einem gewissen ” an 
alle Zahlen a, hineinfallen; aber doch nicht mehr so, daB jede Zahl 
naher als die vorangehende an dem Grenzwerte Null liegt. 


n 
3. an = nd : 
Wir betrachten die Folge 
etal eZ n 
UR? Oe LAS py ae) Ga ASL es! 
wobei der ganzzahlige Index mu alle Werte 1, 2,3,... durchlauft. 
: P 1 : ; : 

Schreiben wir a, = 1 ers aha erkennen wir ohne weiteres, da8 mit 


wachsendem uz die Zahl a, sich immer mehr dem Grenzwert 1 nahern 
wird, in dem Sinn, daB in jedes noch so kleine um die Zahl 1 abgegrenzte 
Zahlenintervall von einem gewissen Index N ab alle Zahlen a,, deren 
Index n gréBer als N ist, hineinfallen miissen. 
Ganz ahnlich liegt es z. B. bei der Zahlenfolge 
n? — 1 
CE asl or gergresTang 
Auch diese Zahlenfolge strebt mit wachsendem » einem Grenzwert, 


und zwar dem Wert 1 zu: lim a,, = 1; man erkennt dies z. B. folgender- 
n> 
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maBen. Wir schreiben 

n+2 
nmin+tl = 
und brauchen nur noch zu beweisen, daB mit wachsendem x die 
Zahlen 7, gegen 0 streben. Nun ist, sobald ” gréBer als 2 gewahlt wird, 
sicherlich n+2<2n und n?+n+1>n? Also gilt dann fir 
den Rest 


a, — l— 1-—y,, 


2n 2 
OT me a ene (n> 2), 


n 


und daraus erkennt man sofort, daB dieser Rest 7, bei wachsendem 7 
gegen 0 strebt. Unsere Betrachtung gibt uns gleichzeitig eine Ab- 
schatzung dafiir, um wieviel die Zahl a, ungiinstigstenfalls sich von ihrem 
Grenzwerte 1 unterscheiden kann; dieser Unterschied wird sicherlich 


< 2 
nicht mehr als ~~ betragen. 


Der eben betrachtete Grenziibergang bringt die von vornherein 
sehr plausible Tatsache zum Ausdruck, daB im Zahler und Nenner des 
Bruches fiir a, die Glieder mit den héchsten Exponenten bei groBen 
Werten von m iiberwiegen und fiir die Bildung des Quotienten den 
Ausschlag geben. 


ai— 
4. a, = Vp . 
Es sei p irgend eine positive Zahl. Dann betrachten wir die Zahlen- 
folge @1, @o; @, +; @,,+.-, Wobel 
an = Vp 


gesetzt ist. Wir behaupten, daB 

lim a,, = lim Vp= 1 

n—>0O n—>CO 
ist. ‘Um hierfiir den Beweis zu fiihren, stiitzen wir uns am einfachsten 
auf einen auch fiir andere Zwecke niitzlichen Hilfssatz: Ist h eine 
positive GroBe, so gilt 
(1) (l+A)®>1+nh, (n>1). 
Der Beweis dieses Hilfssatzes ergibt sich unmittelbar aus dem bino- 
mischen Satze 

(1th) =14+ nh +24) pay. Ve 

da alle Glieder rechts positiv sind!). Aus dem binomischen Satz ergibt 


1) Wenn wir den binomischen Satz nicht als bekannt voraussetzen wollen, 
konnen wir den Beweis fiir die obige Ungleichung folgendermaBen fihren: 
Nehmen wir an, die Ungleichung 


(1+ 2)™>1+ mh 
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sich tibrigens noch eine zweite niitzliche Hilfsungleichung fiir positives h: 


(+h) >14 222) jo, 
aus welcher, sobald 2 > 8 ist, folgt : 
(2) (bh) > “he 


(n —1 ist namlich dann gr6Ber als o : 
Wir unterscheiden den Fall p > 1 und den Fall p < 1 (wenn p = 1 


ist, wird Vp fiir jeden Wert von m selbst gleich 1 sein, und unsere Be- 
hauptung stellt dann eine Trivialitat dar). 


Ist zunachst > 1, so wird auch Vp > 1 sein; wir setzen dann 


Vp =1-+h,, wo h, eine positive von n abhangige GréBe ist, und 
haben unter Beriicksichtigung unserer obigen Ungleichung (1) 


p=(1-+-h,)*>1+nh,, 

woraus sofort folgt 
WR ex anit, 
n 

Wir erkennen also, daB bei wachsendem n die GréBe h, gegen 0 streben 
muB8, wodurch die behauptete Konvergenz der GréBen a, gegen die 
Zahl 1 bewiesen ist. Gleichzeitig haben wir ein Mittel an der Hand, 
um uns eine Schatzung dariiber zu verschaffen, wie nahe wir uns bei 


der Wahl einer Zahl n schon an dem Grenzwert 1 befinden; die Ab- 


weichung der Zahl a, von 1 ist namlich sicherlich nicht groBer als a : 
Ist  < 1, so wird Vp ebenfalls kleiner als 1 sein und daher gleich 


mk gesetzt werden konnen, wo h,, eine positive Zahl ist. Es ist somit, 
wiederum unter Beriicksichtigung unserer Ungleichung (1) 
1 il 


(2 Tey a eas 


(Wenn wir den Nenner verkleinern, vergr6Bern wir den Bruch.) Nun- 
mehr folgt 


lt+ah, <> 


ware fiir einen gewissen Wert von m schon bewiesen; dann multiplizieren wir 
rechts und links mit 1 + / und erhalten 
(1 hymtt> (1+ mh) (14h) = 1+ (m+ ht mk. 

Lassen wir rechts die positive GroBe mh? fort, so steht unsere Ungleichung fiir den 
Exponenten m+ 1 vor uns. Sie folgt also, wenn sie fiir den Exponenten m gilt, 
auch fir den Exponenten m-+ 1; da sie nun: fir den Exponenten m = 2 
richtig ist, so besteht sie auch fiir den Exponenten m = 3, daher auch fiir den 
Exponenten m= 4 usw., also fiir jeden Exponenten. 
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und somit ° i 


h,< e 


—, 
woraus wiederum folgt, daB h,, bei wachsendem m gegen 0 strebt. Der 
gewtinschte Beweis ist damit gefiihrt. 


5. dn = a". 
Wir betrachten bei festem « die Zahlenfolge a, =a", wo die 


Reihe der positiven Zahlen durchlauft. 
Es sei zunachst « eine positive Zahl, die kleiner ist als I, dann 


k6énnen wir « =, mit positivem / setzen und erhalten, wieder 
unter Benutzung der obigen Ungleichung (1) 
il 1 1 : Li 
4a TE hy Lh ene 


Da h hier eine nur von « abhangige, d. h. gegentiber der Veranderlich- 
keit von n feste Zahl ist und also auch = fest bleibt, erkennen wir aus 


dieser Beziehung, daB «%” mit wachsendem » dem Grenzwert 0 zustrebt: 


lim «” = 0 (O<a= 1). 
n—>0O 
Dieselbe Beziehung gilt auch, wenn « negativ, aber gréBer als — 1 
ist. Man erkennt dies sofort, da jedenfalls lim! «'" = 0 ist. 
n> 


Ist « = 1, so wird offenbar «" stets gleich 1 sein, und wir werden 
dann als Grenzwert von «” die Zahl 1 anzusehen haben. 

Ist « > 1, so setzen wir « = 1+ h mit positivem / und erkennen 
aus unserer Ungleichung unmittelbar, daB «” mit wachsendem ” keinem 
bestimmten Grenzwert zustrebt, sondern tiber alle Grenzen wachst. Wir 
driicken diesen Sachverhalt aus, indem wir sagen, «” strebt mit wach- 
sendem ” gegen Unendlich oder «” wird unendlich; in Zeichen 

lim %” = oo (gear 

n—>OO 
Das Symbol 0© bedeutet jedoch, worauf ausdriicklich hingewiesen werden 
soll, nicht etwa eine Zahl, mit der man rechnen kann, wie mit irgend 
emer anderen Zahl; Gleichungen oder Aussagen, bei denen es heiBt, 
da8B eine GréBe unendlich ist oder unendlich wird, haben niemals den 
Sinn einer Gleichung zwischen bestimmten Zahlen. Trotzdem aber ist 
eine solche Ausdrucksweise und die Einfiihrung des Symbols oo auBerst 
bequem, wie wir im folgenden noch des 6fteren sehen werden. 

Ist « =— 1, so wird «” keinem bestimmten Grenzwert zustreben, 
sondern, wenn 7 die Zahlenreihe durchlauft, zwischen den Werten + 1 
und — 1] hin- und herpendeln. Ebenso wird, wenn « < —1 ist, der 
Wert von «” zwar absolut genommen iiber alle Grenzen wachsen, aber 
in seinem Vorzeichen abwechselnd positiv und negativ sein. 
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6. Zur geometrischen Veranschaulichung der Grenzwerte von 


ih 
a" und |/p. 


Betrachten wir die Kurven y = x” bzw- die Kurven y = x” =x 
und beschranken uns dabei der Bequemlichkeit halber auf nicht 


negative Werte von x, so werden die 
obigen Grenzwerte durch Figur 16 und 17 
veranschaulicht. Wir erkennen bei den 
Kurven y = x”, daB diese sich bei wach- 
sendem im Intervall von 0 bis 1 immer 
mehr der x-Achse nahern, wahrend sie 
auBerhalb dieses Intervalles immer steiler 
ansteigen und sich immer genauer einer 
Parallelen zur y-Achse anschmiegen. Alle 
diese Kurven aber laufen durch den Punkt 
mit. den = Koordinaten «-— 1, y —1 ynd 
durch den Nullpunkt hindurch. 


1 Se 
Bei den Kurven y = x» = yx nahert 


sich der Funktionswert y fiir alle posi- 
tiven Werte von x immer mehr der l, 
die Kurven also immer mehr der Paral- 
lelen im Abstande 1 zur x-Achse; anderer- 


Fig. 16. 


seits mitissen alle Kurven durch den Nullpunkt gehen. Die Kurven 
werden also in der Grenze sich dem Linienzug annahern, welcher 


aus der y-Achse zwi- 
schen den Ordinaten 
A= O und y — 1- einer- 
seits, der Parallelen 
y=1 zur x-Achse an- 
dererseits besteht. Beide 
Figuren stehen tibrigens 
in engstem Zusammen- 


hang miteinander, ent- 
sprechend der Tatsache, 
daB die Funktionen 
y =x gerade die Um- 
kehrfunktionen deru-ten 
Potenzen darstellen. 
Daraus kénnen wir ent- 


Fig. 17. 


nehmen, daB beide Figuren durch Umklappung um die Gerade 


y =x ineinandertibergehen. 
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7. Die geometrische Reihe. 


Ein von der Schule her mehr oder weniger geldufiges Beispiel fiir 
einen Grenzwert liefert die ,,geometrische Rethe* 
L+9 4-9? --* + 9g" (= Sy, 


wobei die Zahl g der Quotient der Reihe heiBt. Der Wert dieser Summe 
laBt sich bekanntlich, wenn g == 1 ist, in folgender geschlossenen Form 
angeben 


edie 
Sp ra 
wie man sofort erkennt, wenn man diese obige Summe S, mit g mul- 
tipliziert und die so entstehende Gleichung von der urspriinglichen 
Gleichung abzieht. 

Es entsteht nun die Frage, was aus der Summe’S, wird, wenn 
iiber alle Grenzen wachst. Das Resultat lautet: Die Summe S,, hat 
einen bestimmten Grenzwert S, wenn g zwischen —1 und + 1 mit 
Ausschlu8 der Grenzen liegt, und zwar gilt dann 


Sins 


n—>cO ie ¢ 
Um die Richtigkeit dieser Behauptung einzusehen, schreiben wir die 
: ; hoe 1 ur 
Zahlen S,, in die Form S,, = a ae — 
vorhin gezeigt, daB unter der Voraussetzung |qg|< 1 die GréBe q” 


; nun haben wir 


— und damit auch fier — mit wachsendem gegen 0 strebt, und 
daraus folgt sofort, daB die Zahl S, unter dieser Voraussetzung bei 


1 ; : : 
wachsendem m den Grenzwert ee besitzt, wie wir behauptet hatten. 


Den Grenziibergang 1+ q+ 9?+---g"> ae pflegt man auch da- 
nC 
durch zu kennzeichnen, daB man sagt, man kénne die geometrische 


Reihe im Falle |g|<1 ins Unendliche fortsetzen und die Summe dieser 
: ; : ; 1 
unendlichen geometrischen Rethe sei der Ausdruck eae 


Die Summen S, der endlichen geometrischen Reihe nennt man auch 
die Teilsummen oder Partialsummen der unendlichen geometrischen Reihe 
l--¢-+ g*-++--,, (man hat also die Zahlenfolee ssi) S.2079- eee 
von der geometrischen Reihe scharf zu unterscheiden). 

Die Tatsache, daB die Teilsumme S,, der geometrischen Reihe 


: 1 , 
mit wachsendem 2 gegen S wee konvergiert, driickt man auch 


durch die Redeweise aus: Die unendliche geometrische Reihe 
1 


I— qi 


1+q+q?+-:- konvergiert bei |qg| <1 gegen die Summe S = 
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8. an = Vn. 


Wir wollen zeigen, daB die Folge der Zahlen 


2/— a = 
a4,=1, ges(\ Gs bi ARES a,=|n,... 
mit wachsendem 7 gegen 1 strebt: 
. 0 
lim ¥n= 1. 
n —>0O 


Hier geniigt die oben S. 22 benutzte Ungleichung (1) zum Beweise 
nicht mehr, sondern wir miissen uns, indem wir von vornherein 1 > 3 
voraussetzen, der Ungleichung (2) S. 23 bedienen. Wir kénnen jeden- 
falls setzen 


Vie ene 
wo h,, eine von ” abhangige positive Zahl bedeutet, und es ist daher 
nach der Ungleichung (2) 
n=(14h J) h(n 3), 


woraus folgt 


n 4 


2 
Also ist gewiB 0<h,, i: und somit wird /, mit wachsendem x 


gegen 0 streben. Dies aber bedeutet gerade unsere behauptete Limes- 
relation. 


9. dn = Vn +1—Jn. 
Ich behaupte, daB 
lim (Jn + 1— yn) =0 
n—->oO 
ist. 
Zu diesem Zwecke brauchen wir nur den zu untersuchenden Aus- 
druck in die Form 
ey = —\V~)V 1 
eT i Wo) NpEr at ae , a 
jvnt1l+)u In+1+])n 
zu setzen; an diesem Ausdruck erkennt man aber unmittelbar, daB 
er mit wachsendem u gegen 0 strebt. 


nl 
10. an = on ; 
Wir behaupten, daB bei wachsendem m die Folge der Zahlen a, = Sr 
den Grenzwert 0 besitzt: 
. n 
lim Gree OF 


n—>CO 
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Wir brauchen zum Beweise nur zu beachten, da8 fiir 1 2 3 nach der 
Abschatzung (2) 


oe 
Hil Ot 9 ator ae 
ist, woraus 
n 4 
an = Qn es a 


folgt. Somit ist bewiesen, das unsere Zahlenfolge den Grenzwert 0 hat. 


S$ 6. Genauere Erérterung des Grenzwertbegriffes. 


1. Allgemeines. 


Aus den Beispielen des vorangehenden Paragraphen abstrahieren 
wir den folgenden allgemeinen Begriff des Grenzwertes: Wenn eine 
unendliche Folge von Zahlen ay, ag, 43,.-.., An, -.- gegeben ist und wenn 
es eine weitere Zahl g gibt, derart, daB in jedes noch so kleine um g ab- 
gegrenzte Intervall alle Zahlen a, mit Ausnahme von héchstens endlich 
vielen hineinfallen, so sagen wir, die Zahl g ist der Grenzwert der Zahlen- 
folge ay, ay, @3,...,An,..., oder die Zahlenfolge ay, do,... Ronvergiert 
gegen den Grenzwert g1). Darunter ist, wie ausdriicklich bemerkt sei, 
der triviale Fall mit inbegriffen, daB alle Zahlen a, einander gleich 
sind und somit auch mit dem Grenzwert g zusammenfallen. 

In allen vorangehenden Beispielen lagen die Verhaltnisse so, dab 
der Grenzwert der betrachteten Zahlenfolge wieder eine uns schon 
bekannte Zahl war. Wenn der Begriff des Grenzwertes uns nichts 
anderes liefern wiirde als die Erkenntnis, daB wir gewisse bekannte 
Zahlen durch gewisse Folgen anderer bekannter Zahlen beliebig genau 
annahern kénnten, so wiirde mit ihm nicht viel gewonnen sein. Die 
Fruchtbarkeit des Grenzwertbegriffes fiir die Analysis beruht aber 
wesentlich darauf, daB wir durch Grenzwerte bekannter Zahlen neue 
unmittelbar nicht mehr bekannte oder ausdriickbare Zahlen erfassen 
konnen. 

Die ganze hdhere Analysis bildet eine Kette von Beispielen fiir 
dieses Faktum, das uns im Verlaufe der Vorlesung immer deutlicher 
werden wird. Die Darstellung der irrationalen Zahlen als Grenzwerte 
rationaler Zahlen kann man als ein erstes Beispiel auffassen. Weitere 
werden wir sogleich noch in diesem Paragraphen kennen lernen. Bevor 
wir uns diesen zuwenden, wollen wir jedoch noch einige allgemeine 
Bemerkungen voranschicken. 

Wie erkennt man an einer gegebenen Zahlenfolge aj, do, 43,..-, An)--. 
von vornherein, daf sie einem bestimmten Grenzwert g zustrebt, auch 
wenn man diesen Grenzwert g nicht vorher angeben kann? Diese 


1) Statt ,,mit Ausnahme von endlich vielen‘‘ hatten wir auch VON einem ge- 
wissen Werte des Index n an‘ sagen kénnen. 
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wichtige Frage wird uns durch die Konvergenzregel von Cauchy beant- 
wortet, welche folgendermafen lautet: Es werde in der Zahlenfolge ay, 
Gg, .-+,4n,... der Ausdruck |a,—a,| kleiner als eine beliebig klein 
gewdahlte positive Zahl e, sobald man nur die Zahlen n und m beide 
hinreichend groB wihlt, etwa gréfer als eine — im allgemeinen natiirlich 
noch von € abhangige — Zahl N = N(e), welche fiir e — 0 selbst tiber 
alle Grenzen streben wird; dann folgt die Existenz eines Grenzwertes 
g=lma,,. 
n—->O 

Die Bedeutung des Cauchyschen Konvergenzkriteriums liegt darin, 
da8 wir mit seiner Hilfe von dem Grenzwert einer Zahlenfolge auf 
Grund einer Betrachtung der Zahlenfolge selbst sprechen kénnen, 
ohne vorher den Grenzwert anderweitig charakterisieren zu miissen. 


- Da8 umgekehrt aus der Existenz eines Grenzwertes lima, die 
n> 


Beziehung |a, — a ,|—>0 folgt, versteht sich aus der Definition der 
n, m—>cO 
Konvergenz von selbst; denn wenn die Zahlenfolge aj, dz, ... gegen den 


Grenzwert g strebt, so muB fiir beliebig kleines ¢ und_hinreichend 
groBes m und m sowohl |g —a,,| < = als auch |g—a,,| < * sein, 
also | @ — 4m| =| (§ — 4m) — (6 — 4n) | S18 —4n| +18 —4m |<, 
und diese Beziehung driickt, da e beliebig klein gewahlt werden kann, 
unsere Behauptung aus. 

Die Aussage des Cauchyschen Kriteriums ist duBerst einfach 
und fast unmittelbar einleuchtend, wenn man sich die Zahlen auf 
der Zahlengeraden reprasentiert denkt; es besagt namlich, daB eine 
Zahlenfolge sicher einen Grenzwert hat, wenn von einer gewissen 
Stelle N ab die Werte der Zahlenfolge sich iiberhaupt nur noch in einem 
kleinen Spielraum dndern kénnen, der beliebig klein wird, wenn N hin- 
reichend groB gewahlt ist. Einen prazisen Beweis fiir unser Kriterium 
werden wir im Anhang dieses Kapitels § 1, 2 besonders erbringen und 
fiir den Moment uns mit unserer anschaulichen Betrachtung begntigen. 

Besonders einfach 14Bt sich die Frage nach der Konvergenz einer 
gegebenen Folge gegen einen Grenzwert entscheiden, wenn die Folge 
eine sog. monotone Folge ist, d.h. wenn jede Zahl der Folge entweder 
gréBer ist als die vorangehende (monoton zunehmende Folge) oder wenn 
jede Zahl kleiner ist als die vorangehende (monoton abnehmende Folge). 
Es gilt der Satz: Jede monoton zunehmende Folge, deren Zahlen nach 
oben beschrinkt sind, d.h. unterhalb einer festen Schranke M legen, 
besitzt einen Grenzwert; ebenso besitzt jede monoton abnehmende Folge, 
deren Zahlen nicht unter eine feste untere Schranke m sinken konnen, 
einen Grenzwert. Auch diese beiden Satze wollen wir vorlaufig unter 
Hinweis auf die nahere Begriindung im Anhang als anschaulich evident 
betrachten. Eine konvergente monoton zunehmende Folge kann 
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natiirlich nur gegen einen Grenzwert streben, der gréBer als jede 
Zahl der Folge ist, wahrend sich bei monoton abnehmenden Folgen 
die Zahlen gegen einen Grenzwert anhaufen, der kleiner ist als jede 


Zahl der Folge. So z. B. bilden die Zahlen = eine monoton abnehmende 


2 Leer. 
Folge mit dem Grenzwert 0, die Zahlen 1 —~~ eine monoton zuneh- 


mende Folge mit dem Grenzwert 1. 

Fiir manche Falle ist es angenehmer, an Stelle der Forderung des 
monotonen Zunehmens einer Folge die schwachere Forderung zu 
stellen, daB die Glieder der Folge jedenfalls nicht abnehmen; mit 
anderen Worten, zu erlauben, daB aufeinanderfolgende Glieder der 
Folge einander gleich sind. Man spricht dann von einer monoton 
nicht abnehmenden Folge oder von einer monoton zunehmenden 
Folge im schwacheren Sinne. Unser Grenzwertsatz bleibt auch 
fiir solche Folgen bestehen, ebenso auch fiir Zahlenfolgen, welche 
monoton nicht zunehmen oder im schwacheren Sinne monoton 
abnehmen. 

Es ist niitzlich, sich zu vergegenwartigen, daf jede konvergente 
Zahlenfolge beschrankt ist; d.h. zu jeder Zahlenfolge ay, ag, a3,..., fiir 
welche ein Grenzwert & existiert, gibt es eine von m unabhangige posi- 
tive Zahl M, so daB fiir alle a, der Folge |a,|< M gilt. 

Aus unseren Definitionen folgt dieser Satz leicht: Sicher gibt es 
nadmlich einen Index N, so daB fiir » > N immer |a,,— é| << etSts 
Unter den N Zahlen |a,— é|, |a,—é|,..., |ay —&| sei A die grBte. 
Dann diirfen wir M = § + A + 1 setzen. Denn es ist sicher nach der 
Definition von A die Ungleichung |a, —&|< A +1 firy =1,2,...,.N 
erfiillt, wahrend fiir y > N gilt |a,—&|<1< A441. 

Eine Zahlenfolge, welche nicht konvergiert, heiBt divergent. Wachsen 
mit wachsendem m die Zahlen a, positiv iiber alle Grenzen, so spre- 
chen wir von einer nach + oo divergenten Folge und schreiben, wie 
schon friiher gelegentlich: lima, = oo. Entsprechend schreiben wir 
lim a, =—oo, wenn bei wachsendem die Zahlen — a,, positiv iiber 
alle Grenzen streben. Divergenz einer Folge kann sich aber auch in 
anderer Weise auspragen, wie z. B. bei der Folge a, = —1,a, = + l, 
ag =—l,a,=1,..., deren Glieder zwischen zwei verschiedenen 
Werten hin- und herpendeln. 


2. Rechnen mit Grenzwerten. 


Endlich noch eine letzte Bemerkung iiber das Rechnen mit 
Grenzwerten. Aus dem Begriff des Grenzwertes folgt fast unmittel- 
bar, dafi man die elementaren Rechenoperationen der Addition, Multi- 
plikation, Subtraktion und Division mit Grenzwerten nach den folgenden 
Regeln ausfiihren kann: 
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Est. @,@,; >. . eine Folge mit dem Grenzwert a und Oy0,, t eeeine 
Folge mit dem Grenzwert 3, so gilt fiir die Folge der Zahlen 
Cy =a, +b, 
die Relation 
limc,=a+o6b. 
n—>0O 


Fir die Folge der Zahlen c, = a,b, gilt die Gleichung 


WaenWis = (ile 


n —>0O 


Falls der Grenzwert } von 0 verschieden ist, gilt weiter auch die 
Gleichung 


é a 
Linatcr = S° 
n-—>0O 
wenn 
an 
(& ——e 
n by 


gesetzt wird. In Worten: Man kann die rationalen Rechenoperationen 
mit dem Prozesse der Grenzwertbildung vertauschen, d.h. es ist fiir 
das Resultat gleichgiiltig, ob wir zundchst einen Grenziibergang und dann 
eine rationale Rechenoperation vornehmen oder umgekehrt. 

Zum Beweise dieser einfachen Regeln geniigt es, ein Beispiel heraus- 
zugreifen, nach dessen Muster Sie sich die weiteren Falle leicht selbst 
klar machen kénnen. Wir betrachten etwa die Multiplikation von Grenz- 
werten. Die Beziehungen a, —a und 5,56 besagen folgendes: Wenn 
wir eine noch so kleine GréBe € vorgeben, so brauchen wir nur ” gréBer 
als N zu nehmen, wobei N = N(e) eine zu e€ hinzuzubestimmende 
hinreichend groBe Zahl ist, und es wird sicherlich | a —a,,| << €, sowie 
\b—b,|<e sein. Schreiben wir ab—a,b, = b (a—a,) + a,(b—b,) 
und beachten, da es eine von  unabhangige positive Schranke 
M geben muB, so daB |a,|<M ist, dann erhalten’ wir 
IaG—4,0,|—0| |a—a,|-+ |2,| (0 —>,|< (bc Mye. Dai mit é 
auch die GréBe (|b| + M)« gegen O strebt, d.h. beliebig klein wird, 
wenn nur ¢€ hinreichend klein gewahlt wird, so sehen wir, daB bei 
gentigend groBem m tatsachlich die Zahlen ab = c und a,b, = c, sich 
voneinander beliebig wenig unterscheiden; das aber ist gerade die 


durch die Gleichung ab = lim a,,b,, gemachte Aussage. 
n> oO 


Auf Grund dieser Regeln bestimmen sich viele Grenzwerte besonders 
einfach; z. B. wird 


2 
lim oS lim = =1 
a alt wi toa el ig pigeon kes 
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da wir in dem zweiten Ausdruck sofort den Grenziibergang im Zahler 
und Nenner fiir sich vornehmen kénnen. 

Noch eine weitere einfache und selbstverstandliche Regel verdient 
eine besondere Formulierung: Ist lim a, = a und lim 6, = 8, ist ferner 
a, > b, fiir jedes n, so gilt sicherlich a = b. Wir diirfen aber keineswegs 
allgemein erwarten, daB a > b sei, wie uns das Beispiel der beiden Folgen 


1 1 

in =a? n= on 

Wir wenden uns nun einigen neuen wichtigen Beispielen zu, die 
das oben geschilderte allgemeine Prinzip naher erlautern sollen. 


lehrt, fiir welche a = 6 = 0 ist. 


3. Die Zahl e. 


Als erstes Beispiel fiir die Erzeugung einer nicht von vornherein 
charakterisierbaren Zahl als Grenzwert einer Folge bekannter Zahlen 
betrachten wir die Summe 


1 1 1 


n!~ 
Ich behaupte, daB diese Zahl S,, mit wachsendem x einem bestimmten 
Grenzwert zustrebt. 

Um die Existenz des Grenzwertes zu beweisen, beachten wir, dab 
die Zahlen S, mit wachsendem ” monoton zunehmen. Andrerseits 
gilt fiir alle x 


1 
fe ik 1 1 t Qari 
ps = yee — = 225 Y ‘ 
Sn ltl gt ot AER mah ti I <3 


2 
Die S,, besitzen also die obere Schranke 3 und haben somit als monoton 
wachsende Zahlenfolge einen Limes, den wir mit e bezeichnen: 
e=lim S,. 
n—->oO 
Ich behaupte nun weiter, da gegen die durch den obigen Grenz- 
wert definierte Zahl e auch die Zahlenfolge 


T= 
konvergiert. . 
Der Beweis der Identitat der beiden Grenzwerte ist einfach und zugleich 
lehrreich fiir das Operieren mit Grenzwerten. Nach dem binomischen 
Satze, den ich hier voraussetzen will, ist 
1 \n n(n — 
T, =(1+ =) =ltn. ! saith wal) Li ee 


n 2! n2 
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Man erkennt hieraus sofort, daB einmal T,,< S,, ist und daB zweitens 
auch die 7’, eine monoton ansteigende Folge bilden), woraus die Exi- 
stenz des Grenzwertes lim T, = T folgt. Um die Gleichung T =e 


n—> CO 


zu beweisen, beachten wir, daB jedenfalls 


Pe Dyes Bash ta) 


m 


ist, sobald m > n wird. Lassen wir nun, indem wir n festhalten, m 
iiber alle Grenzen wachsen, so entsteht links der Grenzwert T, rechts 
grade die Zahl S,, und wir erhalten T >S, . Somit wird schlieBlich 
T=S,=T,. Nunmehr erst lassen wir m wachsen, wobei T, gegen 
T strebt und aus der hingeschriebenen Doppelungleichung sofort 


T =lim S, = S folgt. Dies aber war unsere Behauptung. 
n—>CcoO 


Wir werden tibrigens auf diese Zahl e spater (drittes Kapitel, § 6) 
noch von anderen Gesichtspunkten her gefiihrt werden. 


4. Die Zahl aw als Grenzwert. 


Eine Ihnen schon von der Schule her gelaufige Grenzwertbetrach- 
tung, die im Kern auf das klassische Altertum (Archimedes) zu- 
riickgeht, ist diejenige, durch welche man die Zahl x definiert. Die 
geometrische Bedeutung von a ist der Flacheninhalt des Kreises 
mit dem Radius 1. Die Existenz dieser Zahl a entnehmen wir also 
der Anschauung, indem wir es fiir selbstverstandlich ansehen, daB 
dieser Flacheninhalt sich durch eine (rationale oder irrationale) Zahl 
messen ]aBt, die wir dann eben einfach mit 7 bezeichnen. Mit dieser 
Festsetzung aber ist wenig gewonnen, wenn man die Zahl wirklich 
mit. einer gewissen Genauigkeit berechnen will. Man kann dann 
nicht anders vorgehen als so, daB man die Zahl durch einen Grenz- 
prozeB darstellt, namlich sie als Grenzwert einer Zahlenfolge wohl- 
bekannter und leicht berechenbarer Zahlen auffaBt. Schon Archimedes 
hat in seiner Exhaustionsmethode diesen Weg beschritten, indem er 
den Kreis durch immer feiner sich ihm anschmiegende regelmaBige 
Polygone von wachsender Seitenzahl mehr und mehr ausschdpfte. Be- 
zeichnen wir den Inhalt des dem Kreise einbeschriebenen m-Ecks mit 
fm» So berechnet sich aus ihm der Inhalt des 2m-Ecks durch die aus 
der Elementarmathematik bekannte Formel 


ha 5) 2—21-Ce) 


1) Wir erhalten namlich T,,, aus T,, indem wir die Faktoren 


2 
1 — a. 1— 29 ». durch’ die groBeren 1 : I aeEcseLzem 
n n 


n+l’ n+1’° 


und ein letztes positives Glied hinzufiigen. 


Courant, Differentialrechnung. 3 
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Lassen wir m nicht die Reihe aller Zahlen, sondern nur die Reihe 
der Potenzen von 2 durchlaufen, m —2”, bilden wir mit anderen 
Worten gerade diejenigen regelmaBigen Polygone, deren Ecken wir durch 
fortgesetzte Halbierung aus dem Kreisumfang erhalten, so wird der 
Flacheninhalt des Kreises durch den Grenzwert 
a = lim f,n 
n—>OO 

gegeben sein. Diese Grenzwertdarstellung von a ist tatsachlich eine 
Handhabe zur angenaherten numerischen Berechnung; denn wir kénnen 
ausgehend von dem Werte /, = 2, der Reihe nach die Zahlen unserer 
gegen a strebenden Zahlenfolge berechnen. 

Es sind dies iibrigens Dinge, die Ihnen allen mehr oder weniger 
gelaufig sein werden. Worauf ich aber schon hier hinweisen will, ist, 
daB die Berechnung von Flacheninhalten durch Ausschépfung mittelst 
leicht berechenbarer geradlinig begrenzter Flachenstiicke die Grund- 
lage fiir den im nachsten Kapitel zu entwickelnden Integralbegriff gibt. 


5. Das arithmetisch-geometrische Mittel. 


Sind « und # zwei positive Zahlen, von denen wir 8 < « annehmen 
wollen, so ist immer ihr arithmetisches Mittel gréBer, héchstens gleich 
dem geometrischen Mittel, d. h. es gilt immer 


a 


und das Gleichheitszeichen hat nur im Falle « = f statt. Der Beweis 
dieser Tatsache besteht in der Bemerkung, daB 


a+ B—2)aB=(ya— yp) 


als Quadrat nicht negativ ist und nur fiir «=f verschwindet. 
Wir setzen nun « = a, und Bp = by, wo ag >by>0. Dann bilden 
wir das arithmetische Mittel 


und das geometrische Mittel 

alan, 
Offenbar ist by <b; < a, <a. Weiter bilden wir jetzt sowohl das 
arithmetische als auch das geometrische Mittel aus a, und 8,: 


mit by < by < by < ay < a, < ay und dann weiter 
__ 4g + by 
Rise 


3 , b, a Vag, 
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usw. Man erkennt sofort, daB die Zahlenfolge a, den Ungleichungen 
Ay > a >a, >a, >:+-->b 
die Zahlenfolge b,, den Beziehungen 


Q? 


by <b, <b, <b, <+ + <a, 
geniigt. Die a, bilden also absteigende, die b, eine ansteigende mono- 
tone Zahlenfolge. Da aber samtliche dieser Zahlen zwischen den Schran- 
ken by und a, liegen, so existieren nach unseren obigen Betrachtungen die 
Grenzwerte 
Iniad,;=A und limb,=B. 
nO n> 


Nun erkennt man leicht, daB A = B sein muB; denn es ist 


. = Dh ren 
A= lim a, = lim 


nO n—->O 


la 1 le 8) 
ane Medio (tim an 1+ lim ny -1) ea 


n> 


Also ist A=B. 


Diesen gemeinsamen Grenzwert nennt man das UY ARS Ud SEDAN? 
Mittel der Zahlen ay und bo. 


§ 7. Der Begriff des Grenzwertes bei stetigen Veranderlichen. 


Wir haben bisher den Grenzwert von Zahlenfolgen, d.h. Funk- 
tionen a, einer ganzzahligen Verdnderlichen  betrachtet. Der Begriff 
des Grenzwertes tritt jedoch vielfach auch in Verbindung mit dem 
Begriff einer stetigen Veranderlichen x und einer Funktion / (x) bei folgen- 
der Frage auf: 

Wir denken uns die Funktion durch eine Kurve reprasentiert und 
einen Punkt mit der Abszisse x auf der Kurve so bewegt, daB dieAbszisse 
sich immer mehr einer bestimmten Zahl € nahert, — dabei kann die 
Bewegung auch hin und her laufen. — Dann kann es der Fall sein, daB 
auch der Funktionswert f(x) einem bestimmten Grenzwert zustrebt. 
Einen solchen Grenziibergang kénnen wir dadurch prazis formulieren, 
daB wir ihn in folgender Weise auf Grenziibergiange mit Zahlenfolgen 
zuriickfiihren. 

Ist x eine stetig veranderliche GréBe und & ein bestimmter Wert, 
so sagen wir, x strebt gegen &, oder symbolisch ausgedrtickt x — €, 
‘wenn x eine Folge von Werten %,, %2, %3,..-, %,, .-- durchlauft, 
welche alle von & verschieden sind und fiir welche x,, > & gilt. Ob die 
Wertefolge x,, monoton von rechts oder monoton von has gegen € strebt, 
ob sie um den Wert & oszilliert, ist dabei ganz gleichgiiltig. Es sei 
nun f(x) eine Funktion der stetigen Veranderlichen x. Dann sagen 
wir, daB fiir «> é der Funktionswert f(x) gegen einen Grenzwert g 
strebt, in Zeichen 


3* 
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wenn folgende Bedingung erfiillt ist: Fiir jede unserer Zahlenfolgen 


Ky, Xa) +++) %m,.-- SOll der Grenzwert der Zahlen /(%,) existieren und 
dieser Grenzwert g soll nicht von der speziellen Wahl der Folge ab- 
hangen 4). 


Eine andere gleichwertige Formulierung ist die folgende: Grenzt 
man ein beliebig kleines Intervall um die Zahl g ab, so fallen alle 
Funktionswerte f(x) in dieses Intervall, wenn nur der von € ver- 
schiedene Punkt x hinreichend nahe an der Stelle é liegt, d. h. innerhalb 
eines Intervalles um die Stelle &, dessen Lange von dem vorgegebenen 
Intervall um die Zahl g noch abhangen kann und im allgemeinen um 
so kleiner sein wird, je kleiner das erste Intervall ist. 

Wir wollen uns diese abstrakte Definition an einigen einfachen 
Beispielen klar machen und betrachten zunachst die Funktion 


f(x a ne 
Wir behaupten, dab 

li sin ¥ l 

ees 


ist. Diese Behauptung kénnen wir nicht etwa dadurch beweisen, dab 
wir den Grenziibergang in Zahler und Nenner fiir sich ausfiihren; denn 


Zahler und Nenner verschwinden fiir x = 0, und das Symbol als 


solches hat gar keinen Sinn. Wir schlagen zum Beweise dieser Limes- 
gleichung folgenden Weg ein. 

Aus Figur 18 entnehmen wir durch Ver- 
gleich der Flacheninhalte der Dreiecke OA B 
und OAC und des Sektors OAB die Beziehung 


Sin Y= ees 
aus der folgt: 


sin 7 


Mithin ist der Quotient 


geschlossen. Mit «+0 strebt bekanntlich cos x gegen 1, und daraus 


zwischen den Grenzen 1 und cos x ein- 


1) Diese zweite Forderung ist iibrigens eine Konsequenz der ersten. D. h. 
wenn fiir jede Zahlenfolge x, mit x, ->& ein Grenzwert g = lim f(x,) existiert, 


nu 

dann ist dieser Grenzwert derselbe fiir alle Folgen. Sei namie x} eine zweite 
Zahlenfolge mit x,—&€ und dem Grenzwert g’ = lim f(x4), so strebt auch die 
Zahlenfolge ¥1, *4, ¥9, %4,..., ¥n, ¥%,... gegen € und daher existiert nach Vor- 
aussetzung auch ein Grenzwert g’’ der Wertefolge f (4), f(*}),..., f (¥n), 
f (#}),... Da dieser Grenzwert sich aber bei hinreichend groBem » sowohl von 
f (¥,) als auch von f (4) nur beliebig wenig unterscheidet, so muB er sowohl mit 
g als auch mit g’ identisch sein, woraus die behauptete Gleichheit von g und 
g folgt. 
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folgt unmittelbar, daB der Quotient =e sich von 1 nur beliebig wenig 


unterscheiden kann, wenn nur x hinreichend nahe an 0 ist. Dies aber 
ist gerade der Inhalt der behaupteten Limesgleichung. 
Aus dem bewiesenen Resultat folgt die Relation 


ane RES so SLE? Ge 1 
lim —— = lim lim = 
x—>0 ax x—>0 a” x0 COS ¥ 
und die weitere 
‘ 1 — cos ¥ 
lim —=(0. 
x0 ad 


Diese letztere ergibt sich am einfachsten, wenn wir schreiben 


1—cos# (1 — cos #) (1 + cos #) 1—cos*# sin 


x # (1 + cos #) - x(l+cosx) # 1+ cosx 
Fir x— 0 strebt rechts der erste Faktor gegen 1, der zweite 


sin x. 


i : 
gegen 5 und der dritte gegen 0, das Produkt also gegen 0, wie wir be- 


haupteten. 

Zum SchluB dieser Betrachtung iiber Grenzwerte bei stetigen Ver- 
anderlichen sei noch bemerkt, daB wir selbstverstandlich auch Grenz- 
werte betrachten kénnen, bei denen die stetige Veranderliche x tiber 
alle Grenzen wachst. Z.B. ist ohne weiteres die Schreibweise ver- 
standlich: 


1 

- ett] : ees 
hint, be lim i a Le 

xO 4% - a> © 1 a 

x2 


Sie bedeutet, daB die Zahl links sich von 1 um beliebig wenig unter- 
scheidet, sobald nur die Zahl x hinreichend gro8 gewahlt ist. 


§ 8. Der Begriff der Stetigkeit. 
1. Definitionen. 


Wir haben schon in §2 den Begriff der Stetigkeit an Beispielen 
veranschaulicht. Nunmehr sind wir mit Hilfe des Grenzwertbegriffes 
in der Lage, den Begriff der Stetigkeit vollstandig zu prazisieren. 

Das Bild einer in einem Intervall stetigen Funktion war fiir uns 
eine Kurve tiber diesem Intervall, die aus einem nicht zerreiBenden 
Stiick besteht; wir sagten auch, daB die Anderung der Funktion y 
beliebig klein bleiben mu8, wenn nur die Anderung der unabhangigen 
Veradnderlichen x sich auf ein hinreichend kleines Intervall beschrankt. 
Diesen Sachverhalt pflegt man etwas umstandlicher, aber prdaziser 
folgendermaBen zu formulieren: Eine Funktion /(*) heiBt in dem 
Punkte & stetig, wenn sie folgende Eigenschaft besitzt: Fiir die Stelle & 
wird der Funktionswert /(&) mit beliebig vorgegebener Genauig- 
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keit ¢ durch alle Funktionswerte /(«) angenahert, sobald nur x hin- 
reichend nahe an der Stelle & liegt; d. h. ist ¢ eine beliebig klein gewahlte 
positive Zahl, so kann man zu ihr eine andere positive Zahl 6 = 6(e) 
hinzubestimmen, derart, daB fiir alle Punkte, fiir welche | x —&|< 6 
ist, auch | f(x) — f(&) |< wird. Mit noch anderen Worten: die Stetig- 
keitsforderung verlangt, dafB fiir die Stelle € die Limesgleichung 
lim f(x) =f (8) 
gilt. Der Funktionswert in der Stelle € 1a8t sich als Grenzwert der 
Funktionswerte in den Punkten einer beliebigen Folge von Zahlen auf- 
fassen, welche gegen die Stelle € streben. 
Es ist wichtig zu beachten, daB unsere Forderung zweierlei verlangt, 
namlich erstens die Existenz des Grenzwertes lim f (x) und zweitens 


die Ubereinstimmung dieses Grenzwertes mit abs an der Stelle € defi- 
nierten Funktionswert f (&). 

Nachdem so die Stetigkeit im eimem Punkte erklart ist, definieren 
wir: Eine Funktion f(x) heiBt 7m einem Intervalle stetig, wenn sie in 
jedem Punkte des Intervalles stetig ist. 


2. Unstetigkeitspunkte. 


Man versteht den Begriff der Stetigkeit besser, wenn man sich ihn 
an seinem Gegenteil, an dem Begriff der Unstetigkeit erlautert. Die 
einfachste Art von Unstetigkeiten zeigen solche Stellen, bei denen die 
Funktion einen Sprung macht, d. h. bei denen die Funktionswerte sich 
verschiedenen aber bestimmten Grenzwerten nadhern, je nachdem, ob 
wir von rechts oder links der Sprungstelle zustreben; ob und wie in der, 
Sprungstelle selbst der Funktionswert definiert ist, bleibt dahingestellt. 
Z. B. hat die durch die Gleichungen 


{(*)=0 fir 2>1, f(x)=1 fir <1, {() == fir t=] 


definierte Funktion an den Stellen € = 1 und é=—1 1 -isatGneme 
punkte. Die Grenzwerte von rechts und von links bei Annaherung an 
diese Stellen unterscheiden sich um 1 (und die Funktionswerte stimmen 
mit keinem der Grenzwerte iiberein, sondern sind deren arithmetisches 
Mittel). 

Nebenbei bemerkt wird uns unsere Funktion mit Hilfe des Grenz- 
begriffes durch den Ausdruck 


Aa) == lin 


nu—> oO 


geliefert. Sobald naimlich x2< 1 ist, d.h. x in dem Interval] 


1 
1+ #2" 


— bea ye 


, 
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liegt, wird ~?” den Grenzwert 0 haben. Die Funktion wird also den 
Wert 1 besitzen. Ist jedoch x2 >1, so wird x?” mit wachsendem 
liber alle Grenzen wachsen; unsere Funktion wird also den Wert 0 
haben. Endlich ist fiir x2? =1, d.h. fiir x = +1 und x =—1 der 


Funktionswert offenbar gleich Me (vgl. Fig. 19). 


Weitere Kurven mit Spriingen sind in Fig. 20a und 20b gezeichnet 
und reprasentieren Funk- 
tionen, die an den betref- 
fenden Stellen Unstetig- 
keitspunkte haben. 

Wahrend bei den 
Sprungstellen der Grenz- 
wert von rechts, wie der 
von links existiert, be- 
trachten wir nun Unstetig- 
keitsstellen, in  welchen 
diese Forderungen nicht 
erfiillt sind. Die wichtigsten derartigen Stellen sind die Unendlich- 
keitsstellen. Diese sind Stellen wie die Stelle € = 0 fiir die Funktion 


Fig: 19. 


i A : 
PA oder fiir die Funktion je im y 
denen der Funktionswert gar nicht 
definiert ist und bei welchen fiir 


%—»& der Betrag’ |/(x)| iiber alle 


Yh 
0 be 
Fig. 20a. 
Yr 
—— —o—— > 
vo 
Fig. 20b. Fig, 21. 


f 1 . ; 
Grenzen strebt. Bei der Funktion ie streben die Funktionswerte 


positiv bzw. negativ iiber alle Grenzen, wenn * sich von rechts 
bzw. von links her dem Nullpunkte ndhert. Dagegen hat die 
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Funktion y = 2 fiir x =0 eine Unendlichkeitsstelle, bei welcher 
von beiden Seiten her der Funktionswert positiv unendlich wird 


: 1 
(vgl. Fig. 6 S.11 und Fig. 12 S. 15). Die Funktion y = 3—7, welche 


durch Figur 21 reprasentiert wird, hat sowohl an der Stelle x = + 1 
wie auch an der Stelle x =— 1 eine Unendlichkeitsstelle. 

Endlich erwahnen wir noch an der Hand eines Beispieles einen 
weiteren Typus von Unstetigkeiten, bei denen kein Grenzwert von 
rechts oder links existiert. Wir betrachten die Funktion 


ae ail 
y—sin. 
Die Funktion nimmt alle Werte zwischen — 1 und + 1 an, wenn die 
Zahl s die Werte (2 n — = a bis (2 n + =) xz durchlauft, gleichgiiltig, 
2 : 
welches die ganze Zahl m ist. An den Stellen % = (Gaeiie wird also 


: ; 2 
die Funktion den Wert 1, an den Stellen + = cepa den Wert — 1 
annehmen. Man erkennt hieraus, daB die Funktion immer rascher 
zwischen den Werten + 1 und —1 
hin- und herpendelt, je mehr wir uns 


der Stelle « =O ndhern, und daB in 


gi 


4 
ae 
Lats 


Fig. 22. Fig. 23. 


unmittelbarer Umgebung der Stelle * =0 unendlich viele derartige 
Oszillationen stattfinden (vgl. Fig. 22). An der Stelle « =0 selbst ist 
die Funktion gar nicht mehr definiert. 


Es ist von Interesse, daB dagegen die Funktion y = ~x sin a deren 


Bild (vgl. Fig. 23) ebenfalls nebenstehend gezeichnet ist, an der Stelle 
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x =0 stetig bleibt, wenn man ihr dort den Funktionswert 0 zu- 
schreibt. Diese Stetigkeit wird dadurch erzwungen, daB der Faktor x 
bei Annaherung an den Nullpunkt die Oszillationen des Sinus dampft. 


: ; ae tl : 
Diese Funktion y= x sin~ hat in der Nahe der Stelle x = 0 jedoch 


nicht mehr die Eigenschaft, nur endlich oft zwischen monotonem 
Wachsen und monotonem Abnehmen abzuwechseln; vielmehr oszil- 
ert sie noch unendlich oft hin und her, wenn auch die Ausschlage 
bei diesen Oszillationen mit Annaherung an den Nullpunkt beliebig 
klein werden. Immerhin zeigt uns dieses Beispiel, daB der bloBe Be- 
griff der Stetigkeit noch allerlei merkwiirdige und der naiven Anschauung 
fremdartige Méglichkeiten offen 1aBt. 

Bei alledem méchte ich auf einen Umstand hinweisen, den man 
zur Prazisierung der Begriffe: beachten mu8. Es kann vorkommen, 
daB eine Funktion durch das urspriinglich gegebene Zuordnungsgesetz 
an einer bestimmten Stelle nicht definiert ist, wie z. B. die beiden 
zuletzt behandelten Funktionen an der Stelle x = 0. Bei dem letzteren 
Beispiel kénnen wir nun an dieser Stelle durch eine neue Festsetzung, 
namlich durch die Forderung y = 0 fiir x = 0 den Funktionswert an 
dieser Stelle so erganzen, daB nach dieser Erganzung die Funktion 
auch noch an dieser Stelle stetig bleibt; dazu ist nur noétig, daB die 
Grenzwerte von rechts und von links existieren und einander gleich 
sind; wir brauchen dann nur den Funktionswert an der Stelle gleich 
dem betreffenden Grenzwert zu setzen, um dort die Funktion stetig 


: aot, Neel ; : 
za machen. Bei dem vorangehenden Beispiel y = sin aber ist dies 


nicht méglich. 


8. Satze uber stetige Funktionen. 


Zum Schlusse seien noch folgende wichtigen allgemeinen Tatsachen 
angefiihrt, deren Beweis sich nach den Bemerkungen tiber das Rechnen 
mit Grenzwerten S. 30 von selbst versteht: Summe und Produkt von 
zwei stetigen Funktionen ist wieder stetig: Der Quotient zweier stetiger 
Funktionen ist dort stetig, wo der Nenner nicht verschwindet. 

Insbesondere ergibt sich hieraus sofort die Stetigkeit aller ganzen 
rationalen Funktionen und aller gebrochen rationalen Funktionen, 
abgesehen von den Nullstellen des Nenners. Da8 die tibrigen elementaren 
Funktionen, wie die trigonometrischen, stetig sind, wird sich bei unseren 
spateren Betrachtungen ganz von selbst mit ergeben (vgl. S. 53 und 
S470). 
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Anhang zum ersten Kapitel. 


Vorbemerkungen. 


In der griechischen Mathematik war weitgehend das Prinzip durch- 
gefiihrt, alle Satze in logisch biindiger Form dadurch zu beweisen, 
daB man sie auf ein System von moglichst wenigen nicht weiter 
zu beweisenden Axiomen zuriickfiihrte. Diese axiomatische Form 
der Darstellung, die zugleich einen Priifstein fiir die Vollkommenheit 
der Untersuchung bildete, wurde zu Beginn der Neuzeit vorbildlich 
fiir Darstellungen in anderen Wissenszweigen ; namentlich in der Philo- 
sophie haben Manner wie Descartes und Spinoza geglaubt, ihren Unter- 
suchungen durch eine axiomatische oder, wie man es nannte, ,,geome- 
trische‘‘ Darstellung groBere Uberzeugungskraft zu geben. 

Aber anders war es mit der modernen Mathematik, die sich etwa 
gleichzeitig mit der neueren Philosophie zu entwickeln begann. In der 
Mathematik gab man vielfach sehr bald das antike Prinzip der 
axiomatischen Durchdringung des Stoffes auf. Anschauliche Evidenz 
in jedem einzelnen Falle wurde ein Hauptbeweismittel; ein gewisses 
gefiihlsmaBiges, gelegentlich von mystischen Beimengungen nicht immer 
freies Operieren mit den neuen Begriffen (vor allem mit den ominésen 
,unendlich kleinen GréBen‘‘) findet sich auch bei Forschern ersten 
Ranges. Eine Art blinder Glaube an die Allmacht der neuen Rechen- 
methoden riB die Forscher in ihren Betrachtungen auf Wege mit 
fort, die sie unter dem Drucke der Anforderungen voller Strenge 
niemals hatten gehen kénnen. Kein Wunder, da nur ein sicherer, 
genialer Instinkt vor groben Irrtiimern schiitzen konnte. 

Und doch ist es ein Gliick, daB es so war, und daB die spater im 
18. Jahrhundert einsetzende und sich im 19. Jahrhundert systematisch 
durchsetzende kritische Gegenstrémung erst kam, als sie nicht mehr 
die Entwicklung hemmen, sondern nur noch ihre Friichte sichern und 
fordern konnte. Aber das Bediirfnis nach solcher kritischer Erfassung 
und Sicherung des Gewonnenen steigerte sich allmahlich in einem 
Grade, daB seine Befriedigung mit Recht als eine der wichtigsten Lei- 
stungen in der Mathematik des 19. Jahrhunderts erscheinen muB. 

Fiir die Integral- und Differentialrechnung ist hier besonders Cauchy 
zu nennen, welcher durch einwandfreie und klare Formulierung der 
Grundbegriffe das schon im 18. Jahrhundert begonnene Werk einer 
leicht faBlichen und von allen Unklarheiten des unendlich Kleinen 
befreiten Darstellung der héheren Analysis zu einer in vielen Ziigen 
vorbildlichen Vollendung brachte. 

Was hauptsachlich noch zu tun iibrig blieb, war, in den Begriin- 
dungen der Satze und Methoden die anschaulichen Betrachtungen 
durch rein analytische zu ersetzen, die sich allein auf die Zahl und die 
mit Zahlen moglichen Operationen aufbauen, oder, wie man heute sagt, 


§1. Das Haufungsstellen-Prinzip und seine Anwendungen. 43 


die Analysis zu arithmetisieren. In der Tat stellt die Berufung auf die 
geometrische Anschauung bei Beweisen in der Analysis ein fiir den 
kritisch geschulten Geist bedenkliches Element dar. Man braucht gar 
nicht auf die Frage nach der Genauigkeit oder Ungenauigkeit der 
Anschauung oder auf die Frage nach der Existenz einer ,,reinen An- 
schauung a priori“ im Sinne Kants einzugehen, um zu erkennen, daB 
die naive anschauliche Betrachtung hinreichend viele Unbestimmt- 
heiten enthalt, die ihre Heranziehung zu vollstandig strengen Beweisen 
in der Analysis verbietet. Im Verlaufe der Vorlesung wird uns das 
mehrfach deutlich vor Augen treten. Schon jetzt aber méchte ich 
darauf hinweisen, daB z. B. der Begriff der stetigen Kurve anschaulich 
sehr schwer zu erfassen ist. Eine stetige Kurve braucht keineswegs in 
jedem Punkte eine bestimmte Richtung zu haben; ja, es hat sich sogar 
gezeigt, daB es stetige Kurven gibt, die in keinem Punkte eine Richtung 
besitzen; ebenso gibt es stetige Kurven, fiir die nirgends der Begriff der 
Kriimmung einen Sinn hat und Kurven, denen man keine Lange zu- 
schreiben kann. Angesichts solcher Tatsachen wird auch der Anfanger 
das Bediirfnis nach Arithmetisierung der Analysis anerkennen miissen). 

Wir wollen dariiber aber nicht vergessen, daB eine jahrhunderte- 
lange glanzende, iiberaus erfolgreiche Entwicklung der Mathematik ohne 
eine Befriedigung dieses Bediirfnisses moéglich war. Trotz aller Ein- 
wendungen bleibt die Anschauung doch immer die wichtigste leben- 
dige Triebkraft fiir die mathematische Erfindung, und nur sie kann 
die Briicke von der Theorie zu den Anwendungen schlagen. 

Ich will Ihnen nun im AnschluB an Begriffsbildungen von Bolzano 
und WeierstraB diejenigen Gedankengainge entwickeln, welche die 
scharfe Begriindung und Erganzung der im ersten Kapitel nur unter 
Berufung auf die Anschauung formulierten Satze geben. 

Zum Schlu8 des Anhangs werden noch einige hiermit nicht zu- 
sammenhangende Erganzungen zum ersten Kapitel folgen. 


§ 1. Das Haufungsstellen-Prinzip und seine Anwendungen. 
1. Das Haufungstellen-Prinzip. 


Bei der strengen Begriindung der Analysis pflegt man das Haufungs- 
stellen-Prinzip von Weterstraf an die Spitze zu stellen, ein Prinzip, 
welches vom Standpunkte der naiven Anschauung aus eine Selbst- 
verstandlichkeit formuliert, jedoch gerade als kurze Formulierung eines 


1) Grundsatzlich mu8B man sich davon Rechenschaft geben, da die scharfen 
mathematischen Begriffe immer weitgehende Idealisierungen der Vorstellungen 
darstellen, zu denen uns eine naive Anschauung fiihrt, und daB daher die Fragen 
der letzten Grundlegung der Mathematik nicht durch Berufung auf die naive 
Anschauung beantwortet werden kénnen. Erst in einer allmahlichen Entwickelung, 
die bis in unsere Tage reicht und noch nicht zum Abschlu8 gekommen ist, haben 
die Grundlagenprobleme der Mathematik eine weitgehende Klarung erfahren. 
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immer wiederkehrenden Sachverhalts a4uBerst bequem zu verwenden ist 
wie eine Scheidemiinze im taglichen Verkehr. Es lautet: Wenn in einem 
endlichen Intervall unendlich viele Zahlen gegeben sind, so besitzen diese 
Zahlen mindestens eine Haufungsstelle €; d. h. es gibt mindestens einen Wert 
E devart, daB in jedes auch noch so kleine um den Punkt & abgegrenzte 
Intervall immer noch unendlich viele der gegebenen Zahlen hineinfallen. 

Anschaulich gesprochen besagt der Satz, daB unendlich viele auf 
einer endlichen Strecke gelegenen Punkte mindestens einen Ver- 
dichtungspunkt haben miissen, in dessen beliebiger Nahe noch unend- 
lich viele der Punkte legen. 

Um das Haufungsstellen-Prinzip rein arithmetisch zu beweisen, 
nehmen wir zuniachst an, das gegebene Zahlenintervall sei das Intervall 
von 0 bis 1. Wir teilen es nun in zehn gleiche Teile durch die Punkte 0,1; 
0,2;...;0,9. Dann muB jedenfalls in mindestens einem der zehn Teil- 
intervalle noch eine unendliche Anzahl der gegebenen Zahlen liegen. 
Dieses Teilintervall oder, wenn es mehrere gibt, eines von ihnen, mége 
das Intervall sein, das an die Zahl 0, a, anschlieBt. Dann teilen wir 
dieses Intervall wiederum in zehn Teile durch die Teilpunkte 0, a, 1; 
0, a, 2; 0,a,3;...;0,a,9 und schlieBen nun wiederum, da8 in mindestens 
einem dieser Teilintervalle noch unendlich viele Zahlen liegen miissen; 
ein solches Teilintervall mége an den Punkt 0,a,a, anschlieBen. Indem 
wir dieses Teilintervall wiederum in zehn gleiche Teile einteilen, unsere 
SchluBweise wiederholen und dann immer weiter in derselben Art 
fortfahren, gelangen wir zu einer Folge von Ziffern ay, ao, a3, ..., deren 
jede zwischen 0 und 9 liegt. Wir betrachten nun den endlichen oder 
unendlichen Dezimalbruch 

= 0% aes deeen 
und erkennen unmittelbar, daf{ er eine Haufungsstelle unserer Zahlen- 
menge ist; denn jedes noch so kleine Zahlenintervall, in dessen Innern 
die Zahl & liegt, enthalt von einer gewissen Feinheit unserer Dezimal- 
teilung ab alle jene oben gekennzeichneten Teilintervalle, in denen noch 
unendlich viele Zahlen der Zahlenmenge lagen. 

Wenn das betrachtete Zahlenintervall nicht gerade das Inter- 
vall 0 < ~ <1 ist, sondern etwa das Intervall von a bis a+h, so 
andert sich nichts Wesentliches an unserer Betrachtung. Die fragliche 
Haufungsstelle wird uns dann einfach durch eine Zahl der Form 

A+ h0, ai@otes% an 
dargestellt. 


2. Grenzwerte von Zahlenfolgen. Beweis des Cauchyschen 
Konvergenzkriteriums. 
Von dem gewonnenen Standpunkte aus erfahrt der Begriff des 
Grenzwertes einer unendlichen Zahlenfolge a,, ay, dg,...,@p,... eine 
neue Beleuchtung. Nehmen wir zunachst den Ausnahmefall vorweg, 
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da8 unendlich viele Zahlen der Folge einander gleich sind, so wollen 
wir diesen gemeinsamen Wert in Erweiterung unserer obigen Defini- 
tion ebenfalls als Haufungsstelle unserer Zahlenfolge bezeichnen. Be- 
finden sich in der Folge unendlich viele verschiedene Zahlen und setzen 
wir voraus, daB alle Zahlen a, dieser Folge ,,beschrankt sind, d.h. 
daB es eine Zahl M gibt, fiir welche unabhangig von der Wahl des 
Index x die Beziehung 


[a@,|\<M 


gilt, so bilden die Zahlen unserer Folge eine unendliche Zahlenmenge 
in einem endlichen Intervall, da sie ja alle zwischen — M und M liegen. 
Sie miissen also mindestens einen Haufungspunkt & besitzen. Wenn 
es tatsachlich nur einen einzigen Haufungspunkt gibt, dann ist unsere 
Zahlenfolge offenbar konvergent mit genau demselben Grenzwert 
eG limtaye 
n>o 
Wenn es dagegen mehrere Hiufungspunkte gibt, so besitzt unsere Zahlen- 
_folge keinen bestimmten Grenzwert. Die Existenz eines Limes und die 
Einzigkeit der Haufungsstelle einer beschrankten Zahlenfolge sind also 
gleichbedeutende Begriffe. 
Es ist wichtig, sich dariiber im klaren zu sein, daB der Fall 


der Nichtexistenz eines Limes durchaus als Regel zu betrachten ist. 
Z. B. besitzt die Zahlenfolge, deren Glieder gegeben sind durch a,,, = S 


5} 


Aon = 1 — = , (» = 1,2,...), die beiden Haufungsstellen 0 und 1. 
Die Gesamtheit der positiven rationalen Zahlen ]a8t sich als eine 
Zahlenfolge auffassen, wobei allerdings die Ordnung nach der Gr6Be voll- 


standig zerstért wird. Zu einer 


i , + ta, W +—. 
= 4 5 6 
solchen Anordnung als Zahlen : ae as as WE OA 
folge gelangen wir am einfach- 2 ee ya was ie 
sten, indem wir die rationalen BL 8/8 87, 
Zahlen nach dem _ beistehenden ee ie Dias ; 

: Besar Sih aa 
Schema anordnen, dieses Schema fe we is ra 

2) ye : 


dann langs des eingezeichneten 
Linienzuges durchlaufen und da- 


bola 


bei jeden Wert, der schon einmal 


oS SG 


; 2 : 
vorgekommen ist (2. B.- A, nicht 


mehr beriicksichtigen. Offenbar hat das System der rationalen Zahlen 
simtliche rationalen und irrationalen Zahlen zu Haufungspunkten; es 
bildet also ein einfaches Beispiel fiir eine Zahlenfolge mit unendlich 
vielen Haufungsstellen.: : 

Wir koénnen dem Haufungsstellenprinzip mit Hilfe des Begriffes 
der Konvergenz eine bemerkenswerte und fiir manche Anwendungen 
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bequeme Formulierung geben: Aus jeder beschriinkten unendlichen Zahlen- 
menge lift sich eine unendliche Teilfolge ay, ay, a3,... herausgretfen, 
welche gegen einen Grenzpunkt € konvergiert. Hierzu brauchen wir 
nur eine Haufungsstelle € der gegebenen unendlichen Zahlenmenge zu 
nehmen, ae eine Zahl a, aus der Zahlenmenge auszuwahlen, die 


naher als ,~ an & liegt; sodann ae wir eine weitere Zahl a, aus 


fi 
der Zahlenmenge, die an & coger als 309 oo lest. eine dritte a3, deren 
Abstand von & kleiner als ——- a0 ist, usw. Man erkennt, daB diese Zahlen- 


folge tatsachlich gegen den Grenzwert & strebt. 

Kehren wir nunmehr zu den konvergenten Zahlenfolgen, d. h. den be- 
schrankten Folgen mit nur einer einzigen Haufungsstelle zuriick. Das frii- 
her in Kap. I, § 6 ausgesprochene Cauchysche Konvergenzkriterium wird 
nunmehr fast eine Selbstverstandlichkeit. Setzen wir namlich voraus, 
daB | a,,—a,| beliebig klein wird, wenn nur m und  hinreichend groB 
sind, dann liegen alle Zahlen a, in einem endlichen Intervall, be- 
sitzen also mindestens eine Haufungsstelle &. Gabe es noch eine andere 
Haufungsstelle 7, so miiBte diese von € einen Abstand |& — 7 | =« >0 


haben. Beliebig nahe an £, etwa weniger alee von & entfernt, miiBten 


noch unendlich viele Zahlen a,, liegen, d. h. auch Werte a,, fiir welche 
n > N ist, wie groB wir auch N vorgeben. Ebenso miissen in beliebiger 


Nahe der Haufungsstelle 7, jedenfalls also auch um weniger als = von 


7 entfernt, noch unendlich viele Zahlen a,, unserer Zahlenfolge liegen, 
also auch Zahlen a,,, deren Index m > N ist. iy diese Werte a, und 


a» gilt aber nunmehr sicherlich |a,,— a, | a , und diese Beziehung 


ist unvereinbar mit der Voraussetzung, daB | os —a,,| bei hinreichend 
groBem N beliebig klein wird. Mithin gibt es nicht zwei verschiedene 
Haufungsstellen, und das Cauchysche Kriterium ist bewiesen. 

Ebenso einfach erkennen wir, daB eine monoton zunehmende und 
eine monoton abnehmende beschrinkte Zahlenfolge einen Grenzwert 
besitzen mu. Denn, sei im ersten Falle & eine Haufungsstelle — eine 
solche gibt es ja sicher —, dann muB & gr6Ber sein als jede Zahl der Zah- 
lenfolge. Ware namlich eine Zahl a, der Zahlenfolge gréBer als &, dann 
wiirde auch fiir alle weiteren Zahlen a, mit n >J/ gelten a, >a,>&; 
alle Zahlen der Zahlenfolge, héchstens mit Ausnahme der / — 1 ersten, 
wiirden also auferhalb eines Intervalles von der Breite |&—a, | liegen, 
dessen linker Eckpunkt der Punkt & ist. Dies aber widerspricht der 
Voraussetzung, daB € eine Haufungsstelle ist. Oberhalb & kénnen daher 
keine Zahlen und um so mehr auch keine Haufungsstellen der Folge 
liegen. Damit ist unsere Behauptung bewiesen; eine ganz entsprechende 
Betrachtung gilt natiirlich fiir monoton abnehmende Folgen. 
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Wir kénnen tibrigens wie auf S. 30 unsere Aussage tiber monotone 
Folgen noch erganzen, indem wir bei einer solchen Folge auch den 
Grenzfall zulassen, daB aufeinanderfolgende Zahlen der Folge einander 
gleich sind. Wir sprachen dann besser von einer monoton nicht ab- 
nehmenden bzw. nicht zunehmenden Folge. Der Satz von der Existenz 
eines Grenzwertes bleibt fiir solche Folgen bestehen. 


3. Obere und untere Grenze, oberer und unterer Haufungspunkt 
einer Zahlenmenge. 

Wenn wir in der Konstruktion, die uns in Nr. 1 zu einer Haufungs- 
stelle € gefiihrt hat, die jeweilige Auswahl der Teilintervalle durch die 
Bedingung treffen, daB stets das letzte Teilintervall genommen werden 
soll, welches noch unendlich viele Punkte der Zahlenmenge enthalt, so 
werden wir auf einen bestimmten Haufungspunkt f# gefiihrt, den wir 
den ,,obersten Haufungspunkt oder ,,Limes superior’ der Zahlenmenge 


nennen und abgekiirzt mit lim sup oder lim bezeichnen. Er ist der am 
weitesten nach rechts liegende Haufungspunkt unserer Zahlenmenge; 
d. h. es kénnen zwar noch unendlich viele Zahlen der Menge ober- 
halb f liegen, aber, wie klein man auch die positive Zahl e wahlt, 
nicht mehr unendlich viele oberhalb f + «. 

Wenn wir in der Konstruktion aus Nr. 1 stets das erste Teilinter- 
vall herausgreifen, in dem noch unendlich viele Punkte der Menge liegen, 
so werden wir auf einen Haufungspunkt « gefiihrt, den ,,wntersten Hau- 
fungspunkt oder ,,Limes inferior der Zahlenmenge (abgekiirzt: lim 
inf oder lim), unterhalb dessen es keinen weiteren Haufungspunkt 


mehr gibt. Es kénnen zwar noch unendlich viele Zahlen unterhalb « 
liegen, aber wie klein auch die positive Zahl ¢ gewahlt wird, nicht 
mehr unter «—e. Den Beweis dieser Tatsachen kann ich Ihnen 
selbst tiberlassen. 


Der oberste Haufungspunkt 6 braucht ebenso wenig wie der unterste « 


: 1 
selbst zur Zahlenmenge zu gehéren. Fiir die Menge der Zahlen a,, =—~ ; 


Cel sae ist z. B. « = 0, B = 1, aber die Werte 0 und 1 befinden 


sich nicht in der gegebenen Zahlenmenge. 

Bei unserem Beispiel gibt es oberhalb 6 = 1 keine Zahl der Menge. 
Man sagt, es ist in diesem Falle 6 = 1 auch die obere Grenze G der Menge, 
indem man allgemein folgende Definition gibt: G heiBt obere Grenze einer 
Zahlenmenge, wenn es keine Zahl der Menge gibt, welcher grdBer als 
-G ist, aber wenn bei jedem noch so klein gewahlten positiven ¢ immer 
mindestens eine Zahl der Menge vorhanden ist, die oberhalb G—é liegt. 
Entsprechend wird die wntere Grenze g definiert. Die obere Grenze kann, 
wie wir sehen, mit dem oberen Haufungspunkt zusammenfallen. Aber 


] i 
das Beispiel der Zahlenmenge a,, = 1+ pale 1, 2,... zeigt unsschon, 
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daB dies nicht notwendig der Fall zu sein braucht. Hier ist G = 2 
wid f= 

Wir sehen jedenfalls, daB stets G = f sein muB und erkennen ferner, 
daB die obere Grenze, falls sie nicht mit dem oberen Haufungspunkt zu- 
sammenfillt, eine ,,isolierte“ zur Zahlenmenge wirklich gehérende Zahl sein 
mu, Entsprechend gilt fiir die untere Grenze g stets g <a; es 
muB, wenn g und « nicht zusammenfallen, g eine zsolierte, zur Menge 
gehérende Zahl sein. 


§ 2. Satze tiber stetige Funktionen. 


1. GroBter und kleinster Wert stetiger Funktionen. 


Eine beschrankte unendliche Zahlenmenge muB zwar eine obere 
Grenze G und eine untere Grenze g besitzen. Diese Zahlen G und g 
brauchen aber, wie wir sahen, nicht mehr selbst zu der Zahlenmenge 
zu gehdren oder, wie man sagt, die Zahlenmenge braucht keinen 
groBten Wert und keinen kleinsten Wert zu besitzen. So besitzt z. B. 


die Zahlenfolge 1 : .. die untere Grenze 0; aber 0 gehért nicht 


1 
oor oi 
zur Zahlenmenge, und die Zahlenmenge enthalt daher keine kleinste Zahl. 

Angesichts dieser Tatsache ist der folgende Satz iiber stetige 
Funktionen nicht so durchaus selbstverstandlich, wie er der naiven 
Anschauung nach erscheinen mag: Jede in einem abgeschlossenen 
Intervall a <x <b stetige Funktion f (x) nimmt in dem Intervall 
mindestens einmal einen gréfpten und mindestens einmal einen kleinsten 
Wert an oder, wie man sagt, ste besitzt einen groften und einen kleinsten 
Wert. 

Der Beweis ergibt sich leicht folgendermaBen. Jedenfalls stellt der 
Wertevorrat der stetigen Funktion f(x) im Intervall aX x< 6b eine 
beschrankte Zahlenmenge dar und besitzt daher eine obere Grenze G; 
sonst gabe es eine Folge von Zahlen &,,&,,...,&,... ftir die /(é,) 
unbeschrankt wachst. Diese Folge hatte wenigstens einen Haufungs- 
punkt §*. Dann gabe es aber in beliebiger Nahe von &* immer noch 
Zahlen €, unserer Folge, fiir die |/(&,) —/(é*)| > 1 (ja sogar beliebig 
groB) ware, d. h. die Funktion ware im Punkte &* unstetig. Da es 
also eine obere Grenze G gibt, muB es auch eine Folge von Zahlen 
X%y, %q,..., X%y,... des Intervalles geben, derart, daB 

Tima fee ie Ge 
ist. Die Zahlen x, miissen nach dem Haufungsstellenprinzip eine Hau- 
fungsstelle: € besitzen, und wir kénnen aus den x, eine Teilfolge aus- 
wiahlen, die gegen & konvergiert; nennen wir sie wieder Cite 
fon. edetarees dap 
lim &, = & 


nu—> @ 
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ist. Es wird nun sicherlich auch 


sein. Andererseits ist wegen der vorausgesetzten Stetigkeit der Funk- 
tion /(x), da € zum Intervall gehort, 
lim /(6,,) = (€). 

Somit ist {(€) = G. Der Wert G wird also an einer bestimmten Stelle & 
im Innern oder am Rande des Intervalles angenommen, was unsere 
Behauptung darstellt. Genau die entsprechende Betrachtung gilt 
natitirlich fiir den kleinsten Wert. 

Der Satz vom gréfiten und kleinsten Wert stetiger Funktionen wiirde 
ubrigens nicht allgemein richtig sein, wenn wir nicht ausdriicklich das 
Intervall als abgeschlossen voraussetzen, d.h. die Endpunkte in die 


Stetigkeitsvoraussetzung mit einbeziehen. Z. B. ist die Funktion y = 


in dem offenen Intervall 0 < x < © stetig, sie hat aber dort keinen 
gr6Bten Wert, sondern besitzt in der Nahe von x = 0 beliebig groBe 
Werte. Ebenso hat sie keinen kleinsten Wert, sondern wird fiir hin- 
reichend groBes x beliebig klein, ohne den Wert 0 anzunehmen. 


2. Die GleichmaBigkeit der Stetigkeit. 


Die Stetigkeit einer Funktion /(x) in einem abgeschlossenen Inter- 
valla <% <b 1aBt, wie wir schon gesehen haben (vgl. S.41) und 
wie wir noch weiter erkennen werden, einen so groBen Spielraum fiir 
verschiedenartige unanschauliche Vorkommnisse, da wir noch einige 
weitere, vom naiven Standpunkt aus sozusagen selbstverstandliche 
Dinge tiber stetige Funktionen aus dem Begriff der Stetigkeit heraus 
logisch streng beweisen wollen. Unser Begriff der Stetigkeit besagt 
lediglich, daB aus der Beziehung lim %,, = § die Beziehung lim /(x,,) = /(€) 


n—>0O n —>0O 
folgt. Wir kénnen dies auch so ausdriicken: Fiir jede Stelle € gibt es zu 
jeder noch so kleinen Genauigkeitsschranke e >0 eine Zahl 6>0, derart, 
daB |f(«) —f(€)|<¢ wird, wenn nur |*—é|< 6 ist, sobald alle 
betrachteten Zahlen x in dem gegebenen Intervall a < x < b liegen. 
Z. B. ist bei der Funktion y = cx ein solches Intervall 6 ohne weiteres 


durch die Relation 6 = a 
wir uns folgendermaBen ein solghes Intervall konstruieren: Wir nehmen 
z. B. an, daB a = 0 und 6 = 1 ist und fragen: Wie nahe sollen wir x 
an € wahlen, damit der Ausdruck |§?— x? | < e wird? Zu dem Zweck 
schreiben wir: |€2— x? |=|2—é€||*+é|<5-|*—é.| (1+). Wenn 
wir also 6 < [pe Wahlen, so werden wir sicher sein, daB |§%— x? |<e 
S 
wird. Wir sehen an diesem Beispiel, daB die gewonnene Genauigkeits- 


Courant, Differentialrechnung. 4. 


gegeben; bei der Funktion y = x? koénnen 
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grenze 6 nicht nur von e, sondern auch noch von der Stelle ¢ des Inter- 
valles, in welcher wir die Stetigkeit der Funktion betrachten, abhangt. 
Wir kénnen nun aber, wenn wir darauf verzichten, die Schranken- 
bestimmung besonders giinstig zu gestalten, diese Abhiangigkeit der 
GréBe 6 von € auch noch beseitigen, indem wir rechts € durch die 
GréBe 1 ersetzen, wodurch 6 wegen 0 < § < 1 héchstens verkleinert 
und gleich = wird. 

Es entsteht nun die Frage, ob etwas Ahnliches fiir jede in einem 
abgeschlossenen Intervall stetige Funktion gilt, d. h. ob man — unter 
Verzicht auf die jeweils giinstigste Bestimmung von 6 — fiir das ganze 
Intervall gleichzeitig oder, wie man besser sagt, gleichmafig in bezug 
auf € zu jedem € eine nur von € und nicht mehr von € abhangige 
Schranke 6 = 6(e) bestimmen kann, so daB die obige Beziehung 


[1(2)- Ha) |<e 
gilt, sobald |x—&|<6 ist. In der Tat ist dies nun méglich lediglich 
auf Grund der allgemeinen Stetigkeitsdefinition und ohne weitere spe- 
ziellere Voraussetzungen. Diese Tatsache, auf die sich erst spat im 
19. Jahrhundert die Aufmerksamkeit gerichtet hat, heiBt der Satz von 
der gleichmafigen Stetigkeit stetiger Funktionen. 

Sein Beweis wird folgendermafen unter Benutzung einer indirekten 
SchluBweise gefiihrt. Wir gehen von einer etwas anderen sprachlichen 
Formulierung der Behauptung aus, namlich: Die gleichmaBige Stetig- 
keit bedeutet: sobald zwei Werte u und v, die irgendwo im abge- 
schlossenen Intervall a < x <b liegen, um weniger als eine GréBe 6 
voneinander verschieden sind, muB die Differenz | f(u) —/f(v)| be- 
liebig klein sein, wenn nur 6 hinreichend klein ist, gleichgiiltig, 
wo wu und v liegen. Ware dies nicht der Fall, ware also bei 
beliebig klein gewahltem 6 diese ,,Schwankung‘ nicht fiir beliebige 
Wertepaare u, v beliebig klein, so gibe es eine positive feste 
(wenn auch méglicherweise sehr kleine) Zahl «, eine Folge von Zahlen 
61, Oo, Os,.--, On,---, die gegen 0 streben, und zur Zahl 6, ein 
Wertepaar w,,v, im Intervall, derart, daB fiir alle Werte von 7 gilt 
[u,—%,|<6, und |f(w,)—f(v,)|>«. Die Zahlen w,, miissen nach dem 
Haufungsstellen-Prinzip eine Haufungsstelle € besitzen und somit die 
Zahlen v,, dieselbe Haiufungsstelle. Grenzen wir um diese Haufungsstelle € 
ein beliebig kleines Intervall |§— x|< dab, so werden also unendlich viele 
Wertepaare 1,,, v, in dieses Intervall hineinfallen. Die ,,Schwankung“ der 
Funktion /(x) wiirde also innerhalb eines beliebigen solchen Intervalles 
noch immer gr6Ber als die feste Zahl « bleiben. Dies aber steht mit der 
vorausgesetzten Stetigkeit der Funktion f(x) in der Stelle € im Wider- 
spruch; denn diese verlangt, daB bei hinreichend groBem m zugleich 


[1 — Hen) |<y und | f()—f(,) |< > 
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also auch | / (#,)—f (v,,) |<. ist, und damit ist die behauptete Gleich- 
maBigkeitseigenschaft bewiesen. 

Bei unserem Beweis haben wir die Abgeschlossenheit des Inter- 
valles wesentlich beniitzt"). In der Tat ist der Satz von der Gleich- 
mdBigkeit der Stetigkeit fiir nicht abgeschlossene Intervalle auch gar 


nicht allgemein richtig. Z. B. ist die Funktion us in dem offenen Inter- 


vall 0< x* <1 stetig, aber nicht mehr gleichmaBig stetig. Denn wie 
klein man auch die Breite 6 (6 < 1) eines Intervalles wahlt, so wird 
doch die Schwankung der Funktion in diesem Intervalle immer gréBer 


als eine feste Zahl, z. B. 1 sein, wenn das Intervall nur nahe genug am 
C) 3 

Nullpunkt, etwa als 9 ie a8 gewahlt wird. Die UngleichmaBig- 

keit der Stetigkeit beruht natiirlich darauf, daB in dem abgeschlossenen 

Intervall 0 < x < 1 die Funktion eine Unstetigkeitsstelle im Anfangs- 

punkt besitzt. Hatten wir die obige Funktion y = x? im ganzen 

(offenen) Intervalle — o<x*< oo statt in einem abgeschlossenen 


Teilintervall betrachtet, ware auch sie nicht gleichmaBig stetig gewesen. 


3. Der Zwischenwertsatz. 


Ein weiterer in der Analysis standig benutzter Satz ist der folgende: 
Eine in einem abgeschlossenen Intervall a < x <b stetige Funktion { (x), 
welche fiir x =a negativ, fiir x =b positiv ist (oder umgekehrt), nimmt 
wm Intervall mindestens einmal den Wert 0 an. Dieser fiir die geometrische 
Anschauung triviale Satz, welcher besagt, da eine stetige Kurve, die 
am Anfang unterhalb, am Ende oberhalb der x-Achse liegt, dazwischen 
einmal die x-Achse schneiden mu, ist auch analytisch sehr einfach 
zu beweisen. Es gibt sicher im Intervall unendlich viele Punkte ~, fiir 
welche /(%) <0 ist — wegen der Stetigkeit der Funktion ist sie ja 
sicher in einem ganzen an den Anfangspunkt anschlieBenden Intervall 
negativ —. Die Menge dieser Punkte « mit /(«) < 0 besitzt eine obere 
Haufungsstelle €, die im Innern des Intervalles liegen mu8. Da in deren 
beliebiger Nahe Punkte « mit f(«) <0 liegen miissen, so ist jedenfalls 
wegen der Stetigkeit f(€) <0. Es kann aber nicht /(¢)~<0 sein, da 
sonst auch in einer passend klein gewadhlten Umgebung von & die 
Funktion /(x) negativ ware, also auch in Werten x fiir die x > € ist; 
dies aber widerspricht der Voraussetzung, daB € die gréBte Haufungs- 
stelle der Werte x mit f/(x) <0 ist. Also gilt f(€) = 0, und unsere 
Behauptung ist bewiesen. 

Wir kénnen unseren Satz leicht ein wenig verallgemeinern: Setzen 

wir voraus, dap f(a) =«, f(b) = B ist und sei w irgend ein Wert zwischen 
a und B, dann nimmt die stetige Funktion f(x) in dem Intervall den Wert 


1) Sonst brauchte namlich der Haufungspunkt € nicht zum Intervall zu ge- 


horen. 
4* 
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“a 


mindestens einmal an. Denn die stetige Funktion (x) sat A ie io 
wird an beiden Endpunkten des Intervalles verschiedene Vorzeichen 
haben, also im Intervall den Wert 0 annehmen. 


4. Umkehrung einer stetigen monotonen Funktion. 

Wenn die stetige Funktion y = f(x) in dem Intervall aX x <b 
monoton ist, so wird jeder Zwischenwert yw ein und nur einmal angenom- 
men; es gehdrt also, wenn y das abgeschlossene Intervall zwischen 
den Werten « = f(a) und B = f(b) durchlauft, zu jedem Wert von y 
genau ein Wert von x. Wir kénnen daher x in diesem Intervall auch 
als eindeutige Funktion von y betrachten, d. h. wir kénnen die 
Funktion y = /(x) eindeutig umkehren. Diese Umkehrfunktion x = p(y) 
ist wiederum eine stetige und monotone Funktion von y, wenn y im 
Intervall zwischen « und f variabel ist. 

Der monotone Charakter der Umkehrfunktion + = (x) versteht 
sich von selbst. Um den Beweis fiir ihre Stetigkeit streng zu fiihren, 
beachten wir, daB aus dem monotonen Charakter von /(x) folgt: 
| f (%) — f(x) | = |ve—41| > 0, sobald x, und x, verschiedene Zahlen 
unseres Intervalles sind. Ist nun / eine positive Zahl kleiner als b — a, 
so ist die Funktion |/(« + 4) —f(x)| im abgeschlossenen Intervalle 
a<x<b—h stetig, besitzt also an einer Stelle x = & einen kleinsten 
Wert |f(é + A) —f(é)| =a (hz), welcher unserer obigen Bemerkung 
zufolge nicht Null ist'). Wir schlieBen hieraus: Wenn x, und x, zwei 
Stellen des Intervalles sind, fiir welche |x,—x,|=/h gilt, so wird 
| f(x) — f(x) | 2 a(h). Daraus folgt aber sofort die Stetigkeit der Um- 
kehrfunktion. Denn sobald |v,—y.| unter die positive Zahl « (h) 
sinkt, muB |x,—x2| </ sein; ist also eine Genauigkeitsschranke ¢ 
vorgegeben, so brauchen wir nur 6 = «(g) zu wahlen, damit fiir alle 
Werte y, fiir die |y,—y|<6 ist, auch | (¥,) —(y)|<e wird. 


5. Weitere Satze uber stetige Funktionen. 

Ich iiberlasse Ihnen den Beweis der folgenden fast selbstverstand- 
lichen Tatsache: Eine stetige Funktion von einer stetigen Funktion ist 
wieder stetig: d.h. ist w(x) eine im Intervall a < x < bd stetige Funktion, 
deren Wertevorrat das Intervall « < py <f ausfiillt, ist ferner /(q) 
eine in diesem letzten Intervall stetige Funktion von @, so ist f(g (x)) 
auch eine im Intervall a< x <b stetige Funktion von x. (Satz von 
der Stetigkeit zusammengesetzter stetiger Funktionen.) 

Schon auf S.41 wurde der Satz erwahnt, daB Summe, Differenz, 
Produkt von stetigen Funktionen wieder stetig sind, und daB auch der 
Quotient stetiger Funktionen stetig ist, solange der Nenner von 0 ver- 
schieden blerbt. 


1) Ubrigens strebt «(h) wegen der gleichmaBigen Stetigkeit von /(*) mit 
unbegrenzt abnehmendem / selbst gegen Null. 
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§ 3. Bemerkungen iiber die elementaren Funktionen. 


Im ersten Kapitel haben wir stillschweigend angenommen, daB die 
elementaren Funktionen stetig sind. Der Beweis dafiir ist in der Tat 
nunmehr fast selbstverstandlich. Zundchst ist /(x) =x eine stetige 
Funktion, also auch x2 = x-x als Produkt zweier stetiger Funktionen 
und ebenso jede Potenz von x und daher jede ganze rationale Funktion 
als Summe von stetigen Funktionen; somit ist auch jede gebrochene 
rationale Funktion als Quotient stetiger Funktionen stetig in jedem 
Intervall, in welchem der Nenner nicht verschwindet. 

Die n-te Wurzel aus x ist als Umkehrfunktion der n-ten Potenz — die 
Funktion x” ist offenbar fiir x >0 monoton und stetig — stetig und 
monoton, und also nach der Regel von der Stetigkeit zusammengesetzter 
Funktionen auch die -te Wurzel aus einer rationalen Funktion. 

Die Stetigkeit der trigonometrischen Funktionen, die Ihnen ja von 
der Schule her gelaufig ist, kénnten wir jetzt unschwer unter Be- 
nutzung der oben gegebenen Begriffsbildungen beweisen; ich unterlasse 
das aber hier, weil sich im nachsten Kapitel §3 diese Stetigkeit ganz 
von selbst als Folge der Differenzierbarkeit mit ergeben wird. 

Einige Bemerkungen sind lediglich noch iiber die Definition und 
Stetigkeit der Exponentialfunktion a®, der allgemeine Potenz x* und 
des Logarithmus nétig. Wir setzen, wie im ersten Kapitel § 3 voraus, 


daB8B a eine positive Zahl etwa gréBer als 1 ist und verstehen, wenn 7 = & 


eine positive rationale Zahl bedeutet (p und g ganze Zahlen), unter 
PD 


a” =a®% den positiven Wert dieser GréBe. Ist « irgend eine irrationale 
Zahl und bedeutet 7, 72,..., %m eine Folge rationaler Zahlen, welche 
gegen a streben, so behaupten wir, daB lim a"m exstiert; wir nennen 
diesen Grenzwert dann a’. eR 

Um die Existenz dieses Grenzwertes zu zeigen, brauchen wir nach dem 
Cauchyschem Konvergenzkriterium nur nachzuweisen, daB at: —a'm 
beliebig klein wird, sobald nur ” und m hinreichend groB gewahlt sind. 
Wir nehmen etwa an 7,>71%m, d. h. %,—Y%m =6>0. Dann wird 


an — QA" m = atm (a°—1). 


'Wir brauchen also, da a’ beschrankt bleibt, nur noch zu zeigen, 
daB a®°—1 bei hinreichend groBem » und m beliebig klein ist. Es 
ist aber 6 eine rationale Zahl, die sicherlich, wenn m und u hinreichend 


: 1 ; 
groB sind, beliebig klein wird. Es ist also sicher 6 <-7, wo / eine 
ganze Zahl ist, die beliebig gro8 wird, sobald m und m hinreichend 

1 : 
groB sind. Nun ist!) wegen 6<-; und a@>1 


1) Diese Tatsache darf ich wohl aus der Schulmathematik als bekannt 
voraussetzen. 
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i 
und da a! mit wachsendem / gegen 1 strebt (vgl. S. 22), folgt unmittel- 


bar unsere Behauptung. 

Ich kann Ihnen wiederum selbst tiberlassen, zu zeigen, daB die 
so auch fiir irrationale Werte x definierte Funktion a® iiberall stetig 
ist, ferner, daB sie eine monotone Funktion von x darstellt. Fiir negative 
Werte von x wird diese Funktion naturgemaB durch die Gleichung 


Hp it 

a 
festgesetzt. Sie nimmt dann, wenn x von —oo bis + oo lauft, in 
monotoner Folge alle Werte zwischen 0 und + co an. Daher besitzt 
sie eine stetige Umkehrfunktion, die wir als Logarithmus zur Basis a 
bezeichnen. — Ganz ahnlich kann man die Stetigkeit der allgemeinen 
Potenz y = x“ in x beweisen, wobei « eine feste irrationale Zahl, x 
eine im reoccur 0 < x < @ laufende unabhingige Veranderliche ist. 
Die hier skizzierte ,,.elementar-mathematische Betrachtung“‘ der Ex- 
ponentialfunktion und des Logarithmus und der Potenz x*%, wie sie 
Ihnen zum groBen Teil schon von der Schule her gelaufig ist, werden 
wir im dritten Kapitel, § 16, durch eine prinzipiell viel einfachere Be- 

trachtungsweise ersetzen. 


§ 4. Polarkoordinaten. 


Wir haben im ersten Kapitel den Funktionsbegriff an die Spitze ge- 
stellt und ihn durch das geometrische Bild einer Kurve veranschaulicht. 
Es ist jedoch niitzlich, daran zu erinnern}), daB die analytische Geo- 
metrie den umgekehrten Weg einschlagt, namlich von einer geometrisch 
gegebenen Kurve ausgeht und dann diese Kurve durch eine Funktion 
darstellt, ‘etwa durch eine Funktion, welche die eine Koordinate eines 
Kurvenpunktes vermittelst der anderen ausdriickt. Diese Auffassung 
fiihrt ganz naturgemaB dazu, auBer den bisher von uns im ersten Ka- 
pitel allein benutzten rechtwinkligen Koordinaten auch noch andere 
zu betrachten, deren Einfiihrung der geometrisch gegebenen Kurve 
besser angepaBt sein kann. Das wichtigste Beispiel dafiir sind die 
Polarkoordinaten y, 3, welche mit den rechtwinkeligen Koordinaten x, y 
eines Punktes P durch die Gleichungen 


Hs D 9 y 
%=rcos?, y=rsind, r2=x24+ 2 tg = — 


verbunden sind und deren geometrische Bedeutung Ihnen durch Figur 24 
in ee gebracht wird. 


1) VAL yeah 5. 9: 
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Betrachten wir etwa die Lemniskate: sie ist geometrisch definiert 
als der Ort aller Punkte P, fiir welche das Produkt der Abstande ve 
und 7, von den festen Punkten F, und F, mit den rechtwinkeligen 


aN 


Hig. 24; Fig. 25. 


Koordinaten + =a, y =0 baw. x =—a, y =0 den Wert a? besitzt (vel. 
Fig. 25). Da 


Bie (a)? 1? re Pays 
ist, so ergibt sich nach einfacher Umrechnung als Lemniskatengleichung 
(427 y?)2-— 2a? (427 — v2) = 0. 
’ Fiihren wir nun Polarkoordinaten ein, so erhalten wir 
74 — 2a*r? (cos? #— sin? 3) =0 


oder schlieBlich nach Weglassung des Faktors 7? gemaB einer einfachen 
trigonometrischen Formel 


v2=2a%cos20. _ 
Wir sehen also, da8-die Gleichung der Lemniskate in Polarkoordinaten 
einfacher wird als in rechtwinkligen. 
« 
§ 5. Bemerkungen tber komplexe Zahlen. 


Die Gesamtheit der rellen Zahlen wird fiir uns die Grund- 
lage der Betrachtung abgeben. Ich méchte jedoch schon an dieser 
Stelle im Hinblick auf die Anwendungen im achten, neunten und 
zehnten Kapitel daran erinnern, daB®B die Aufgaben der Algebra 
noch zu einer umfassenden Erweiterung des Zahlbegriffes gefiihrt 
haben, namlich zur Einfiihrung der komplexen Zahlen. Ebenso wie die 
Erweiterung des Zahlbereichs der natiirlichen Zahlen zu dem aller 
reellen Zahlen dem Bestreben entspringt, Ausnahmeerscheinungen zu 
beseitigen bzw. gewisse Operationen, wie Division, Subtraktion, Zu- 
ordnung von Zahlen und Strecken ausnahmslos méglich zu machen, 
wird man zur Einfiihrung der komplexen Zahlen durch die Forderung 
genotigt, jeder quadratischen Gleichung und sogar jeder algebraischen 
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Gleichung eine Lésung zuschreiben zu kénnen. Will man z. B. er- 
reichen, daB die Gleichung 

x2+1=0 
Wurzeln besitzt, so ist man gezwungen, neue Symbole + 7 und —7 als 
Wurzeln dieser Gleichung einzufiihren (und dadurch erreicht man, 
wie in der Algebra gezeigt wird, gleichzeitig die Auflosbarkeit aller 
algebraischen Gleichungen)*). 

Sind a und b gewohnliche reelle Zahlen, so bedeutet die komplexe 
Zahl c =a-+ib ein Zahlenpaar (a,b), wobei das Rechnen mit sol- 
chen Zahlenpaaren einfach nach folgender allgemeiner Regel zu er- 
folgen hat: Man addiert, multipliziert, dividiert komplexe Zahlen 
(unter denen fiir 6 =O als Spezialfall auch die reellen Zahlen ent- 
halten sind), indem man das Symbol 7 wie eine unbestimmte Rechen- 
groBe behandelt, aber stets alle Ausdriicke durch die Benutzung der 
Beziehung 7? = — 1 so vereinfacht, da héhere Potenzen dieser GréBe 
als die ersten nicht stehen bleiben, und daB wieder ein Ausdruck 
der Form a-+ 67 entsteht. 

Ich darf voraussetzen, daB Sie eine gewisse Bekanntschaft mit 
diesen komplexen Zahlen mitbringen. Trotzdem will ich eine be- 
sonders wichtige Beziehung hier noch hervorheben, indem ich an die 
geometrische bzw. trigonometrische Darstellung der komplexen Zah- 
len ankniipfe. Ist c = x + 7¥y eine solche Zahl, so reprasentiert man 
sie in einem rechtwinkligen Koordinatensystem durch den Punkt P mit 
den Koordinaten x und y. Fiihren wir nun (vgl. Fig. 24, S.55) durch die 
Gleichungen x =rcos?, y =yrsin#? an Stelle der rechtwinkligen Ko- 
ordinaten Polarkoordinaten y und # ein, wobei wir 7 > 0 wiahlen, 


so wird ry = x? + y? der Abstand des Punktes P vom Koordinaten- 
anfangspunkte O, und ? ist der Winkel zwischen der positiven x-Achse 
und dem Strahl OP. Die komplexe Zahl c stellt sich dann in der 
Form dar 


c=r(cos#?+isin#). 


Wir nennen den Winkel # den zur Zahl c gehérigen Winkel oder Arcus, 
die GroBe 7 ihren absoluten Betrag, fiir den man auch |c | schreibt. Zur 
»konjugiert komplexen‘’ Zahl c = x —iy gehdrt offenbar derselbe abso- 
lute Betrag 7, aber der Winkel — 3. Es ist also 


y2==|c|®= c6= gq? +h? 
Mit Hilfe der obigen trigonometrischen Darstellung nimmt die Mul- 


tiplikation der komplexen Zahlen eine besonders einfache Form an; es 
ist namlich 


1) Die Tatsache, daB jede algebraische Gleichung reelle oder komplexe 
Wurzeln besitzt, ist die Aussage des ,,Fundamentalsatzes‘* der Algebra. 
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c-c’ =r (cos) + isin #)-7’ (cos # + isin 9) 
=rr' ((cos 0 cos # — sin # sin 9) + i (cos # sin 8’ + sin 3 cos #)) ; 


wenn man die bekannten Additionsgesetze fiir die trigonometrische 
Funktionen beachtet, ergibt sich hieraus 


cro’ = 4-9’ (cos (F + H) + isin (P+ 0’). 
Man multipliziert also komplexe Zahlen, indem man ihre absoluten 
Betrage multipliziert und ihre Winkel addiert. Die merkwiirdige Formel 
(cos # + 7 sin #) (cos # + isin 9) =cos(#+ H) + isin (0+ 0’) 


ptlegt man die Formel von Moivre zu nennen; sie fiihrt im iibrigen 
unmittelbar zu der Beziehung 


(cos? + 72sin #)"=cosn)+isinn?#, 


welche uns z. B. gestattet, die Gleichung x” = 1 fiir ganzzahliges posi- 
tives m aufzuldsen, indem man sofort ihre Wurzeln 


€ Say pe pes | pee = == ¢ gah L Si at 
1 . sarees eae COSt isi—-, «5 


Oe ene 


En—4 = €"—1=COS 


i = IVP? 
a » Eg=er"=1 


hinschreiben kann. 

Denkt man sich iibrigens in der Gleichung (cos # + 7 sin ?)" =cosnd 
-+24sinn@? den Ausdruck links nach dem binomischen Satz entwickelt, 
so liefert uns die Gleichung, wenn wir Reelles und Imaginares trennen, 
eine Darstellung von cos ”# und sin n# durch Potenzen und Potenz- 
produkte von cos#@ und sin@?. 


Zweites Kapitel. 


Grundbegriffe der Integral- und 
Differentialrechnung. 


Unter den Grenzwertbildungen der Analysis spielen zwei eine be- 
sonders wichtige Rolle, nicht nur weil sie immer wieder in den verschie- 
densten Zusammenhangen auftreten, sondern vor allem weil sie mit- 
einander in einer engen Wechselbeziehung stehen. Diese beiden Grenz- 
wertbildungen, das Integral und der Differentialquotient, wurden an 
Hand vereinzelter Beispiele schon seit langer Zeit, z. T. sogar schon im 
klassischen Altertum betrachtet ; aber erst die Tatsache, daB man ihren 
engen gegenseitigen Zusammenhang erkannte und sie, gestiitzt darauf, 
zur Grundlage ganz neuer methodischer Rechenverfahren machte, bildet 
den Beginn der eigentlichen systematischen Integral- und Differential- 
rechnung. Das Verdienst, diese Entwicklung angebahnt zu haben, ge- 
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bithrt gleichmaBig den zwei groBen Geistern des 17. Jahrhunderts Newton 
und Leibniz, die, wie man heute weiB, ihre Entdeckungen unabhangig 
voneinander machten. Wenn vielleicht Newton in seinen Untersuchungen 
zu gréBerer begrifflicher Klarheit durchdrang, so haben sich doch die 
Leibnizschen Bezeichnungen und Rechenmethoden in héherem Grade 
durchgesetzt als die Newtonschen; noch heute bilden diese formalen 
Seiten der Leibnizschen Gedankenentwicklung ein unentbehrliches 
Element in der Theorie. 


§1. Das bestimmte Integral. 


Als ersten Punkt behandeln wir das Integral, welches aus sachlichen 
und historischen Griinden bei jeder Darstellung der héheren Analysis 
viel mehr im Vordergrund stehen miiBte, als dies einer auf Zufallig- 
keiten beruhenden und bis heute fortwirkenden Lehrtradition ent- 
spricht. Das Integral tritt uns urspriinglich entgegen bei dem Problem, 
den Flacheninhalt eines krummlinig begrenzten Stiickes der Ebene aus- 
zumessen. Eine verfeinerte Betrachtung fiihrt dann sofort zu einer 
Loslésung des Integralbegriffes von der naiven anschaulichen Vor- 
stellung des Flacheninhaltes und zu einer rein auf dem Zahlbegriff 
aufgebauten analytischen Fassung. Die Bedeutung dieser analytischen 
Integraldefinition werden wir nicht nur darin erkennen, daB sie allein 
uns volle begriffliche Klarheit liefert, sondern ebenso sehr auch in der 
Méglichkeit zu mannigfachen, tiber die Flacheninhaltsbestimmung weit 
hinausgehenden Anwendungen. 

Wir beginnen mit einer anschaulichen Betrachtung. 


1. Das Integral als Flacheninhalt. 


Ist eine in einem Intervall stetige positive Funktion f(x) gegeben, und 
sind * = aund x = b (a < b) zwei Werte in diesem Intervall, so denken wir 
uns die Funktion durch eine Kurve repriasentiert und betrachten den 
Inhalt der Flache, welche von der Kurve einerseits, den beiden geraden 
Linien * =a und x =b andererseits und 
schlieBlich dem Stiick der x-Achse zwischen 
den Punkten a und b begrenzt ist (Fig. 26). 

DaB es einen bestimmten Sinn hat, von 
diesem Flacheninhalt zu sprechen, ist eine 
von der Anschauung inspirierte Annahme, 
welche wir hier ausdriicklich als Voraus- 
setzung formulieren. Wir nennen diesen 
Flicheninhalt F® das bestimmte Integral: 
der Funktion f(x) zwischen den Grenzen a’ 
und b. Wenn wir versuchen, diesen Flacheninhalt wirklich durch 
eine Mafizahl zu charakterisieren, so werden wir davon -ausgehen 


Fig. 26. 


» ¢ 
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miissen, da8 wir zwar nicht Flachenstiicke mit krummlinigen Randern, 
wohl aber gradlinig begrenzte Polygone ausmessen kénnen, indem 
wir sie in Dreiecke bzw. Rechtecke zerlegen. Dies ist im allgemeinen 
exakt bei unserem Flachenstiick nicht méglich. Wohl aber liegt es 
sehr nahe, den Flacheninhalt in folgender Weise als Grenzwert einer 
Summe von Rechtecksinhalten aufzufassen. Teilen wir die Strecke 
zwischen den beiden Punkten a und 6 der Abszissenachse in 1 
gleiche Teile und errichten in allen Teilpunkten die Ordinaten bis 
zur Kurve, so wird die ganze Flache ebenfalls in 1 Streifen zerlegt. 
Jeden dieser Streifen kénnen wir zwar im allgemeinen ebensowenig 
direkt mit Hilfe der Funktion /(*) berechnen wie den genannten Flachen- 
inhalt; aber wenn wir, wie in Figur 27 ersichtlich, in jedem Teilintervall 
jeweils den kleinsten und den gr6éBten 
Funktionswert von /(*) aufsuchen und den 
betreffenden Streifen einmal durch ein Recht- 
eck ersetzen, dessen Hohe gleich dem klein- 
sten Funktionswert ist, das andere Mal durch 
ein Rechteck, dessen Hohe gleich dem gréBten 
Funktionswert ist, so erhalten wir zwei trep- 
penformige Figuren; in der einen ist der 
treppenférmige Linienzug ausgezogen, in der 
anderen punktiert. Die erste treppenformige 
Figur besitzt offenbar einen Flacheninhalt, der kleiner ist als der 
zu bestimmende Flacheninhalt ie : die zweite einen Flacheninhalt, 
der gréBer ist als F®. Bezeichnen wir diese beiden Flacheninhalte 
aus der Summe der Rechtecke der in der einen bzw. in der anderen 
Art gebildeten Flacheninhalte mit FP, (,,Untersumme) baw. F,,(,,0ber- 
summe), so gilt die Beziehung 


Fig. 27. 


F, <FL<F,. 


Machen wir nun die Einteilung feiner und feiner, d. h. lassen wir 
n iiber alle Grenzen wachsen, so entnehmen wir der Anschauung, daB 


die beiden GréBen Ee und F,, sich einander immer mehr nahern und 
dem gemeinsamen Grenzwert F? zustreben werden. Wir kénnen also 
unser Integral als den Grenzwert 
Fo =lim F,, =limF,, 
IO %—>CO 
auffassen. 

Die anschauliche Betrachtung zeigt uns sofort die Méglichkeit einer 
Verallgemeinerung. Es war keineswegs notwendig, die einzelnen Teil- 
intervalle einander gleich lang zu machen. Sie diirfen vielmehr ver- 
schiedene Langen besitzen, wenn wir nur voraussetzen, daB bei wach- 
sendem » die Lange des langsten der Teilintervalle gegen 0 strebt. 
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2. Die analytische Definition des Integrales. 


Wahrend wir soeben das bestimmte Integral als eine durch den Flachen- 
inhalt gegebene, gewissermaBen von vornherein bekannte Zahl ange- 
sehen haben, die wir nur hinterher als Grenzwert darstellen konnten, 
wollen wir jetzt das Verhaltnis umkehren. Wir wollen uns nicht mehr 
auf den Standpunkt stellen, da8 wir aus der Anschauung schon wiiBten, 
daB und wie einer krummen stetigen Linie stets in der obigen Weise 
ein Flacheninhalt zugeordnet werden kann; sondern wir wollen um- 
gekehrt von rein analytisch gebildeten Summen, wie den vorhin defi- 
nierten Ober- und Untersummen, ausgehen und dann beweisen, daB 
diese Summen einem bestimmten Grenzwert zustreben. Diesen Grenz- 
wert betrachten wir als Definition des Integrals bzw. des Flachen- 
inhaltes. Wir werden dabei ganz von selbst auf diejenigen formalen 
Bezeichnungen gefiihrt, welche seit Leibniz fiir die Integralrechnung 
iiblich geworden sind. 

Es sei /(x) eine beliebige stetige Funktion im Intervall a<x <b. 
Denken wir uns also das Intervall von der Lange b—a durch n—1 
Teilpunkte 277"%,; Ge, 
%n—-1 in n beliebige 
gleiche oder ungleiche 
Teilintervalle  geteilt 
und auBerdem x) =a, 
%, = gesetzt; in je- 
dem Teilintervall wah- 
len wir einen ganz be- 
liebigen Punkt der im 
Innern oder am Rande 
des Intervalls liegen kann, etwa im ersten Intervall den Punkt &,, 
im zweiten den Punkt &,... im m-ten den Punkt &,,. Wir betrachten 
nunmehr statt der stetigen Funktion f(x) eine unstetige Funktion 
(Treppenfunktion), die im ersten Teilintervall den konstanten Wert 
/(€,), im zweiten Teilintervall den konstanten Wert /(é),... im 
n-ten den konstanten Wert / (&,,) besitzt. Das Bild dieser Treppenfunktion 
definiert auf die in der Figur 28 angegebenen Art eine Reihe von Recht- 
ecken, deren Inhaltssumme durch den Ausdruck 


Fy = (%1— Xo) f (€1) + (4. — 44) f ($2) -b+ + ++ (Fee) 


gegeben ist. Abgektirzt pflegt man sie unter Verwendung des Summen- 
zeichens &' in der Form 


Fig. 28. 


nm 


1 os di (X» ee Xy_4) (&,) 


y= 


zu schreiben oder schlieBlich, wenn wir zur weiteren Abkiirzung den 
Ausdruck 


A Xy ts XxX» ~*~, Xy—1 
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F,= SHé,) 4 

— Das Symbol A ist hier nicht etwa ein Faktor, sondern bedeutet 
,Differenz. — Unsere grundlegende Behauptung lautet nun folgender- 
mafen: Lassen wir die Anzahl der Teilpunkte diber alle Grenzen wachsen 
und daber zugleich die Linge Ax des lingsten Teilintervalles gegen 0 
streben, so strebt die obige Summe einem Grenzwerte zu. Der Grenzwert 
ist unabhingig davon, wie wir die Teilpunkte und die Zwischenwerte 
E14, &o,...,&, im den einzelnen Teilintervallen gewihlt haben. 

Diesen Grenzwert nennen wir das bestimmte Integral der Funk- 
tion /(x) zwischen den Grenzen a und b, und betrachten ihn, wie schon 
erwahnt, geradezu als Definition des Flacheninhaltes}). 

Wir kénnen und miissen diesen Satz von der Existenz des Integrales 
einer stetigen Funktion rein analytisch ohne Berufung auf die Anschau- 
ung beweisen. Ich will den Beweis jedoch hier noch tibergehen, und erst 
im Anhang, am SchluB des Kapitels nachholen, nachdem Sie durch den 
Erfolg unserer Begriffsbildung ein gréBeres Interesse an ihrer exakten 
Fundierung gewonnen haben. Einstweilen wollen wir uns damit be- 
gntigen, das die anschauliche Betrachtung aus Nr. 1 uns den Satz auBer- 
ordentlich plausibel macht. 


38. Erganzungen, Bezeichnungen und Grundregeln fiir das 
bestimmte Integral. 


Die eben gegebene Definition des Integrals als Grenzwert einer 
Summe hat Leibniz dazu veranlaBt, das Integral durch folgendes Symbol 
auszudriicken: 


f f(x) dx. 


a 


Das Integralzeichen ist dabei entstanden durch Stilisierung eines 
Summenzeichens, welches die Gestalt eines lateinischen S hatte. Der 
Grenziibergang von der Intervalleinteilung in endliche Differenzen A x, 
zu verschwindenden Differenzen ist angedeutet, indem statt des Sym- 
boles A das Symbol d geschrieben ist. Wir miissen uns aber davor hiiten, 
hier etwa das dx als ,,unendlich kleine GréBe und das Integral als 
,,summe aus unendlich vielen unendlich kleinen“ Summanden aufzu- 
fassen: eine solche Auffassung wiirde jedes klaren Sinnes entbehren ; 
was in ihr einem richtigen sachgemaBen Gefiihl entspricht, wird eben 
gerade durch den oben ausgefiihrten Grenziibergang prdazisiert. 


1) Man kann natiirlich den Flacheninhaltsbegriff auch rein geometrisch defi- 
nieren und dann die Aquivalenz einer solchen geometrischen Definition mit der 
obigen Grenzwertdefinition beweisen. Vegl. fiinftes Kap. Sd IN fie ake 


62 TI. Grundbegriffe der Integral- und Differentialrechnung. 


In unseren obigen Figuren hatten wir einmal vorausgesetzt, daB 
die Funktion f(x), der ,,Jntegrand“, in dem ganzen Intervall positiv 
ist und zweitens, daB b >a ist. Die Formel, welche das Integral als 
Grenzwert einer Summe definiert, ist aber von jeder solchen Voraus- 
setzung unabhingig. Ist zunachst f(x) in unserem Intervall oder in 
einem Teile desselben negativ, so sind eben einfach in unserer Summe 
die betreffenden Faktoren /(é) negativ. Wir werden dem betreffenden 
von der Kurve begrenzten Flachenstiick dann naturgemaB einen 
negativen Flacheninhalt zuschreiben, was ja mit dem von der analy- 
tischen Geometrie her bekannten Vorzeichenprinzip durchaus im Ein- 
klang steht. Der Gesamtflicheninhalt, der von einem Kurvensttick 
begrenzt ist, wird sich also im allgemeinen aus positiven und negativen 
Summanden zusammensetzen, je nach der Anzahl der Kurventeile, 
die oberhalb oder unterhalb der x-Achse verlaufen). 

Lassen wir auch noch die Voraussetzung a < b fallen und nehmen an, 
es sei a > b, so kénnen wir unsere arithmetische Integraldefinition doch 
beibehalten; nur werden die Differenzen 4 x,, wenn wir das Intervall 
von a bis b durchlaufen, negativ werden. Wir werden so ohne weiteres 
zu der fiir beliebiges a und 6 giiltigen Relation 


b a 
Ji(xjdx=—Jf(x)ax 


gefiihrt. Ihr entsprechend setzen wir fest: 


‘ Sigar= 


Ebenso ergibt sich aus unserer Integraldefi- 
nition ohne weiteres (vgl. Fig. 29) die grund- 
legende Beziehung 


a é c zx 


b 
Fig. 29, S f(x) ax + fice yax— fie yadx, 


fir a<b<c. Wegen der obigen Beziehungen gilt diese Gleichung 
ohne weiteres auch bei beliebiger Lage der drei Punkte a, b,c. 

Zu einer wichtigen einfachen Grundregel tiber das Integral ge- 
langen wir, wenn wir die Funktion c/(x) betrachten, wobei c eine Kon- 
stante ist. Aus der Definition des aes ergibt sich unmittelbar 


fet cf(x)dx=c fi f(x 
Weiter erwiahne ich noch die folgende Summenregel: Wenn 
I(x) = p(x) + p(a) 


1) Uber den durch beliebige geschlossene Kurven begrenzten Flacheninhalt 
vel. fiinftes Kap. § 2. 
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ist, so wird 
b b b 
Sidx=f p(ajdx+fy(a)dx. 


Ihr Beweis ergibt sich ebenfalls direkt aus der Integraldefinition. 
Endlich noch eine an sich selbstverstandliche aber doch fiir die 
Handhabung wichtige Bemerkung iiber die Bezeichnung der ,,Inte- 
b 


grationsvariablen‘.. Wir haben unser Integral in der Form f [(x)dx 


geschrieben. Fiir die Auswertung des Integrals ist es belanglos, ob 

wir die Abszissen des Koordinatensystemes, d.h. die unabhangige 

Verdnderliche mit x oder irgendwie anders bezeichnen. Es ist daher 

volistandig gleichgiiltig, wie wir diese Integrationsvariable nennen, 
b 


b b 
und wir kénnen ebensogut wie it {(x)dx auch fi {(t)dt oder if [(u)du 


oder ahnlich schreiben. 


§ 2. Beispiele. 


Wir konnen den Grenzproze8, den unsere Integraldefinition vor- 
schreibt, nun tatsachlich in vielen Fallen bis zu einer vollstandigen Be- 
rechnung des fraglichen Flacheninhaltes durchfiihren und wollen dies 
an einer Reihe von Beispielen erlautern, wobei wir uns iibrigens bald 
der Obersummen, bald der Untersummen bedienen werden }). 


1. Erstes Beispiel. 

Wir wollen zunachst die Funktionen /(*) = x*” betrachten, wo 

eine ganze Zahl => O ist. Fir n = 0, d. h. fiir {(~) = 1 ist das Ergebnis 
ohne jeden Grenziibergang so selbstverstand-  ,, 

lich, daB ich es einfach hinschreiben kann 


b b 
fl-dx=fdx=b—a. 


Auch fiir die Funktion f(*) = ist die 
Integration geometrisch eine Trivialitat. Das 
Integral der Funktion f(x) = x 


b 
fxdx 


Fig. 30. 


ist einfach der Flacheninhalt des in Figur 30 
angedeuteten Trapezes und besitzt somit nach einer elementaren Formel 
den Wert bta  b%—a? 
(b— a) Re ane 
1) Ich tiberlasse es Ihnen als eine niitzliche Ubungsaufgabe, sich in den nach- 


folgenden Beispielen selbst davon zu iiberzeugen, daB tatsachlich bei Benutzung 
von Obersummen und Untersummen derselbe Grenzwert entsteht. 
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Bestatigen wir, daB dieses Resultat auch auf Grund unserer Grenz- 
wertbildung herauskommt! Dabei kénnen wir uns zur Berechnung 
der Grenzwerte auf die Diskussion der Obersummen oder Unter- 
summen beschranken. Wir teilen das Intervall von a bis 6 in m gleiche 
Teile durch die Teilpunkte 


ath, a+2h,..., a+(n—lh, 


b—a 


wobei h = ist. Das Integral muB dann der Grenzwert der folgenden 


Untersumme sein 


h{a+(a-+h) + (a+2h)+-->+(a+(n—1)h)} 
=h{nath+2h+--++(n—1)h}. 
Nun ist 
{Ooh ey Se ee 
und unser Ausdruck geht daher tiber in 
nh a | 75} =(b a)(a ! A"). 


Bei wachsendem  strebt die rechte Seite offenbar gerade gegen den 
Grenzwert 


(b a) ates 


was bewiesen werden sollte. 


2. Zweites Beispiel. 

Nicht ganz so einfach ist das Beispiel der Funktion f(x) = x? oder 
geometrisch gesprochen, die Bestimmung des von einem Parabelseg- 
ment, einem Stiick x-Achse und zwei Or- 
dinaten begrenzten Flachenstiickes. Wir 
berechnen etwa das Integral 

b 


f x2dx, 
) 


(vgl. Fig. 31) und teilen das Intervall 
O<x<b in m gleiche Teile von. der 


b 
Linge h =~; dannist der gesuchte Flachen- 


inhalt der Parabel der Grenzwert des 
folgenden Ausdruckes (Obersummen) 
h(h? + 22h? + 32h? + «++ + m2fh2) = f3(12+4+ 924 ... 4 92) 
b3 
= — (1?4 224 -+- +n?), 


ns 
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Die Summe in der Klammer haben wir aber auf Seite 19 durch 
die folgende Gleichung ausgedriickt 


]2+4 92... Sik pp pes Ma AIR Se 1) 
6 . 


Setzen wir diesen Wert oben ein, so erhalt unsere Summe nach einer 
selbstverstandlichen Umformung die Gestalt 


b8 i i 
6 (1+ ~) (2 b=) 
Bei unbegrenzt wachsendem » ergibt sich also als Grenzwert , und 


wir erhalten die gesuchte Integralformel 


b 
63 
fedx=z. 
0 


3 


Hieraus ergibt sich sofort nach unseren obigen Relationen die all- 
gemeinere Formel 


b 
b3 — a 


ee ae a es 
0 0 


a 


8. Integration von x* bei beliebigen positivem ganzzahligen a. 


Als drittes Beispiel betrachten wir die Integration der Potenz 
y =} (%) = x", 


wo « eine beliebige ganze positive Zahl sei. Fir die Ausfiihrung des 


Integrales 
b 


futdn, 


a 


wobei wir 0 < a < } voraussetzen, wiirde es unpraktisch sein, das 
Intervall in  gleiche Teile einzuteilent). Der Grenziibergang voll- 
zieht sich aber sehr einfach, wenn man eine Einteilung in ,,geome- 


n 
: 4 : f b 
trischer Progression‘‘ folgendermaBen vornimmt: Wir setzen | mae 


und teilen das Intervall durch die Teilpunkte 


he UE LER Be VEAL UD: 


1) Wir miiBten die Ausfiihrung des Integrales dann auf die Bestimmung der 


Grenzwerte von (1¢-+ 2¢+----+n¢) fiir no stiitzen, was Sie nach 


1 
ner 
den Bemerkungen auf S.19, Anm. selbst durchfiihren mégen, 

Courant, Differentialrechnung. 5 
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Das gesuchte Integral ist dann der Grenzwert der folgenden Summe 
a*(aq-a) + (aq)*(aqg?—aq) + (aq?)*(ags—ag?) ++ + + +-(ag"-?)*(ag" —ag”*) 
_ a*+1(g—1){1+q¢t} + get) garth. ‘ «gitar at 

fiir unbegrenzt zunehmendes 1. 
In der letzten Klammer steht eine geometrische Reihe mit dem 


Quotienten g*+1. Summieren wir sie, so erhalten wir fiir den gesamten 
Ausdruck den Wert 
Gn ret Ly 1 
q¢etl G= 1) eyurleas fa 
bE 
Setzen wir hier g = cs ye ein, so ergibt sich fiir unsere Summe schlieB- 


lich den Ausdruck 
q—1 


| pec | i 


(b+ 1—aqet =) 


Lassen wir nun x iiber alle Grenzen wachsen, so behalt der erste Faktor 
links seinen Wert, der zweite Faktor, den wir nach der eben benutzten 
Formel fiir die geometrische Reihe in die Gestalt 
1 
ge + qa—1 vee 1 
1 
setzen kénnen, wird, da g wegen q = (=) mit 7—>oo gegen | strebt, 
1 

ce eal 
Wert unseres Integrales durch die Formel 

b 

fxedx = "4 (o¢+1_qget+}), 
Wir werden spater (vgl. Kap. III) sehen, daB wir diese zwar im Prinzip 
einfache, aber in der Durchfiihrung doch etwas umstindliche Rech- 
nung vollstandig vermeiden kénnen, wenn wir unser Integrationsproblem 
in einem etwas gréBeren methodischen Zusammenhang anfassen. 


den Grenzwert haben, und somit ergibt sich schlieBlich der gesuchte 


4, Integration von x“ fiir beliebiges rationales a. 
Das gewonnene Ergebnis 1aBt sich ohne wesentliche Komplikation 
der Uberlegungen erheblich verallgemeinern. Es sei « = = eine ratio- 


nale positive Zahl, y und s ganze positive Zahlen; dann andert sich an 
unserer eben durchgefiihrten Bestimmung des Integrales nichts als die 


Bestimmung des Grenzwertes von aa fiir g—>1. Dieser Ausdruck 
eee é —1 na ee ; ; : 
ist jetzt einfach - “ —. Setzen wir gs =t, so wird t zugleich mit ¢ 


ee 
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gegen 1 streben, und wir haben also den Grenzwert von ey fiir 


t — 1 aufzusuchen. Dieser Grenzwert ergibt sich, wenn wir Zahler und 
Nenner zunachst durch t — 1 dividieren und die vorhin angewandte 
algebraische Umformung sowohl fiir den Zahler als auch fiir den Nenner 
vornehmen, einfach als 


¥ welt qs-21...t] 
ae qr+se1 + et Sees 1 


und 148t sich unmittelbar bestimmen, indem wir in Zahler und Nenner, 
die peice in Tt stetig sind, einfach t = 1 einsetzen; so ergibt sich der 


1 : eee dr : 
MCs erm cela eo 8° daB wir auch fiir beliebiges positives rationales 
a die Integralformel 


b 
1 
a wee atl a+l 
fx dx—=— 1 (2 a ) 


a 


erhalten. Diese Formel bleibt aber auch fiir negatives rationales « 


giiltig, wenn wir nur « = —1 annehmen, wo offenbar die oben an- 
gewandte Summationsformel fiir die geometrische Reihe ihren Sinn 


: : : Y . . 
verliert. Um bei negativem « =—-— die Grenzwertbestimmung von 
1 


1 spe aa By ob 

Ge ey vorzunehmen, setzen wit g * =t; demgema8 ist g=7T~* und 
r Tuas, 

qn = Qe * gs =t’~8, und wir haben also jetzt den Grenzwert 


Lets 
ag Tt 


ae 
—- 


zu bestimmen. Ich kann ea selbst tiberlassen zu beweisen, daB dieser 


Grenzwert wiederum gleich —_¥ ist, und somit ergibt sich ganz allgemein 


= 1 
fiir positives oder negatives rationales «, mit Ausnahme des Wertes 


a =—T1 die Integralformel 


b 
1 
Jxtdx = (0841— a4). 


a 


Die Gestalt der rechten Seite zeigt uns im tibrigen deutlich, daB 
die Formel versagt, wenn « =— 1 ist, weil im Zaihler und Nenner 
des Quotienten dann Null stehen wiirde. 

Es liegt nahe, zu vermuten, daB sich der Giiltigkeitsbereich unserer 
letzten Formel auch auf irrationale Werte von « ausdehnt. In der Tat 
werden wir dies in §7 durch einen einfachen Grenziibergang be- 
statigen. 

5* 
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5. Integration von sinx und cosx. 


Als letztes Beispiel, das wir ebenfalls mit Hilfe eines speziellen Kunst- 
griffés behandeln wollen, betrachten wir die Funktion /(*) = sin x. 
Wir werden das Integral 


b 
ik sin x d% 
als Grenzwert der folgenden Summe auffassen: 
S,=h(sin (a+ h) + sin (a+ 2h) +++--+ sin (a+ nh)), 
wo h= ae ~ gesetzt ist. Multiplizieren wir die Klammer rechts mit 


2sin + und beriicksichtigen die bekannte trigonometrische Formel 


2sin usin v = cos (u— v)—cos(¥u+v), 


so erhalten wir die Formel 
ode cos(a +5 )- cos(a+5 ‘h) +cos (a + n)—cos (ae h) 
2sin g aa a ak +cos(a-+="=*h)—cos(a ee ) 


= aie {cos (a a= ue == (GOS (a aia 
2 


Das Integral wird also wegen a + nh = b der Grenzwert von 


bait 


Ah as hae (a+ 5-)—cos (6+ ‘| 


2 sin cot 
fiir h +0. 
Nun a wir aus dem ersten Kapitel, daB bei abnehmendem / 
eal 
der Ausdruck 5 |, Segen 1 strebt. Der gesuchte Grenzwert wird also 
sin’ —— 
: 


einfach cos a —cos 6 und wir erhalten die Inteomaeetat 
Jsinxdx=— (cos b— cosa). 


Ganz ebenso erhalten wir, wie Sie selbst iiberlegen mégen, die Integral- 


formel 
b 


ficos ade =Sin b=—sii at 
a 


Fast jedes der behandelten Beispiele haben wir auf Grund einer be- 
sonderen Uberlegung, eines besonderen Kunstgriffes durchfiithren miissen. 
Es wird nun gerade der wesentliche Punkt in der methodischen Integral- 
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und Differentialrechnung sein, da8 an Stelle solcher spezieller Kunst- 
griffe Uberlegungen allgemeinen Charakters treten, die ganz zwangs- 
laufig zu den gewiinschten Resultaten fiihren. Um zu diesen Methoden 
zu gelangen, mtissen wir uns dem anderen Grundbegriffe der héheren 
Analysis, dem des Differentialquotienten zuwenden. 


§ 3. Die Ableitung oder der Differentialquotient. 


Ebenso wie der Integralbegriff ist auch der Begriff der Ableitung 
oder des Differentialquotienten anschaulichen Ursprunges. Seine 
Quellen sind einmal die Aufgabe, an eine gegebene Kurve in einem 
Punkte die Tangente zu legen, und sodann die Aufgabe, fiir den Begriff 
der Geschwindigheit einer beliebigen Bewegung eine prazise Definition 
zu finden. 


1. Differentialquotient und Kurventangente. 

Ich kniipfe zunachst an das Tangentenproblem an. Ist P ein Punkt 
auf einer gegebenen krummen Linie (vgl. Fig. 32), so werden wir der 
naiven Anschauung gema$ die Kurventangente in P durch folgenden 
geometrischen Grenziibergang kennzeichnen: Wir betrachten auBer 
dem Punkte P einen zweiten Punkt P, 
auf der Kurve und legen durch die 
beiden Punkte P, P, eine gerade Linie, 
eine Sekante der Kurve. Lassen wir 
dann den Punkt P, langs der Kurve in 
den Punkt P hineinriicken, so strebt 
diese Sekante einer Grenzlage zu, welche 
ganz unabhangig davon ist, ob P, von 
links oder von rechts in P hineinriickt, 
Diese Grenzlage der Sekante ist die 
Tangente, und da tatsachlich eine solche Fig. 32. 
bestimmte Grenzlage der Sekante exi- 
stiert, ist gleichbedeutend mit der Annahme, da8 die Kurve im Punkte P 
eine bestimmte Tangente oder eine bestimmte Richtung besitzt. (Das 
Wort ,,Annahme“ soll uns dabei andeuten, daB wirklich eine Voraus- 
setzung zugrunde liegt, die selbst bei stetigen Kurven nicht immer 
erfiillt zu sein braucht — z. B. an jeder Ecke einer Kurve nicht.) 

Sobald wir nun die Kurve durch eine Funktion y =/(x) dar- 
gestellt haben, entsteht die Aufgabe, den geometrischen Grenziiber- 
gang analytisch mit Hilfe dieser Funktion f(x) darzustellen. Ver- 
stehen wir unter dem Winkel, den die positive x-Achse mit einer Ge- 
raden g bildet, denjenigen Winkel, um den man die positive x-Achse 
in positivem Sinne?) drehen muB, bis sie zum ersten Male der Geraden g 


1) D.h.in dem Sinne, bei welchem sie durch eine Drehung um r in die 
positive y-Achse tibergeht. 
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parallel wird, und bezeichnen wir den Winkel, den die Sekante PP, 
mit der positiven x-Achse bildet, mit «,, den Winkel, den entsprechend 
die Tangente mit der positiven x-Achse bildet, mit « (Vgl. auch Fig. 38 
auf S. 79.), dann wird offenbar in unmittelbar verstandlicher Bezeichnung 
lim «, =a. 
P\—P 
Wenn x, y =f(x) und %, y, =/f(x*,) die Koordinaten der Punkte P 
bzw. P, bedeuten, so erhalten wir unmittelbar 
Yi —Y __ 14) —T (4), 


A et ll ee ar. 
und somit stellt sich unser Grenziibergang durch die Gleichung 
tim LI) — ag, 
Hye 1S * 


dar. 
Den Ausdruck 


[Dei O) Sy ye ¥ 

4,—* 4,—x Ax 
bezeichnen wir als den Differenzenquotienten der Funktion y = f(x), 
indem wir durch die Symbole Ay und A x die Differenzen der Funktion 
y = f(x) und der unabhangigen Variabeln x bezeichnen. (4 bedeutet 
also hier, wie auch im vorigen Paragraphen nicht einen Faktor, 
sondern eine Abkiirzung fiir Differenz.) Es ist also der Tangens des 
Richtungswinkels der Kurve gleich dem Grenzwert des Differenzen- 
quotienten unserer Funktion, den man erhalt, wenn x, gegen ~x strebt. 
Diesen Grenzwert nennen wir die Ableitung oder den Differential- 
quotienten der Funktion y = f(x) an der Stelle « und bezeichnen ihn 
nach Lagrange durch das Symbol y’ = f(x) oder nach Leibniz durch 
das Symbol 5” oder“ oder * j(x). Die Leibnizsche Schreibweise 
werden wir ihrer Bedeutung nach in Nr. 7 noch niaher diskutieren; 
hier weise ich darauf hin, da8 wir durch die Bezeichnung /’ (x) zum 
Ausdruck gebracht haben, daB die Ableitung wiederum eine Funk- 
tion von x ist, entsprechend der Tatsache, daB sie fiir jeden Wert x 
des betrachteten Intervalles zu bilden ist. Ich schreibe noch einmal 

die Definitionsgleichung der Ableitung hin: 


Nek RT a ede 
AG 
oder 
Ey GEA) a) ye FE) oo Ak en) 
dai, ae |) = ee a ee ae 


wobei die letzte Schreibweise dadurch zustande kommt, daB man 
4%, = x+h setzt}). 


1) Gelegentlich findet man in der Literatur, insbesondere in der englischen, 
auch die auf Cauchy zuriickgehende Bezeichnung Df(*) (,,Derivierte’ von f). 
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Man kann den Differentialquotienten nicht etwa unmittelbar bilden, 
indem man in dem Ausdruck des Differenzenquotienten einfach x, = x, 
d.h. Zahler und Nenner gleich Null setzt, was zu dem sinnlosen Symbol 


a fiihren wiirde. Vielmehr beruht die wirkliche Ausfiihrung des Grenz- 


uberganges im Einzelfalle immer auf gewissen Vorbereitungen, z. B. 

darauf, da8 man zunachst eine Umformung des Differenzenquotienten 

VOrmimmt welsh Z.)b..] (¢)) =x) Sb wirg 1) See i = 
4,—* 4y—% 

Nach dieser Umformung steht rechts eine Funktion von x,, die auch 

fiir %; = % einen Sinn hat und dort stetig ist, und wir diirfen nun 

den Grenziibergang x, > x einfach ausfiihren, indem wir rechts x, = % 


setzen, wobei wir sofort erhalten: 


Die Ausfiihrung eines solchen Uberganges, d. h. die wirkliche Bil- 
dung des Differentialquotienten, nennt man die Differentiation oder 
das Differenzieren der Funktion f(x). Wir werden im Folgenden sehen, 
da8 und wie man diesen ProzeB des Differenzierens bei allen wich- 
tigen Funktionen tatsachlich durchfiihren kann. 

Es ist nun von groBer Bedeutung, daB die Aufgabe der Diffe- 
rentiation einer gegebenen Funktion f(x) losgelést von der geo- 
metrischen Anschauung der Tangente einen bestimmten Sinn besitzt, 
ganz ebenso wie wir bei der Integraldefinition uns von der urspriing- 
lichen geometrischen Anschauung des Flacheninhaltes losgelést und im 
Gegenteil den Flacheninhaltsbegriff auf die Integraldefinition gestiitzt 
hatten; entsprechend werden wir jetzt unabhangig von der geome- 
trischen Deutung einer Funktion y = f(x) durch eine Kurve als die 
Ableitung der Funktion y =f(x) die neue Funktion y’ = f’(x) ge- 
maB der obigen Gleichung definieren, vorausgesetzt, daB der Grenz- 
wert des Differenzenquotienten existiert, oder wie man auch sagt, 
daB die Funktion differenzterbar ist. Wir werden diese Voraussetzung 
der Differenzierbarkeit im tibrigen stillschweigend immer dort machen, 
wo nichts besonderes Gegenteiliges gesagt ist+). 

Man muB8 beachten, da8 fiir die Differenzierbarkeit der Funktion 
f(x) an der Stelle x der obige Grenzwert von pea) fiir h +0 
existieren muB, unabhangig davon, wie # gegen Null strebt, 
ob durch positive oder durch negative Werte oder ohne Vorzeichen 
beschrankung. 

Nachdem wir den Differentialquotienten /’(«) gewonnen haben, kénnen 


wir der Kurve als Tangentenrichtung im Punkte (%, y) diejenige Rich- 


1) Beispiele fiir Falle, wo die Voraussetzung nicht erfillt ist, werde ich spater 
geben (vgl. Nr. 5). 3 
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tung zuschreiben, fiir welche der Winkel « mit der positiven x-Achse 
durch die Gleichung tg « = /’(x) gegeben ist. Wir vermeiden so die 
Schwierigkeiten, welche sich aus der Unbestimmtheit der geometrischen 
Anschauung ergeben, indem wir die geometrische Definition auf die 
analytische stiitzen und nicht umgekehrt. 

Selbstverstandlich ist immer die Veranschaulichung des Differen- 
tialquotienten durch die Kurventangente ein wichtiges Hilfsmittel 
fiir das Verstindnis auch bei rein analytischen Uberlegungen. So 
halten wir von vornherein die anschauliche Vorstellung fest: Wenn f" (x) 
positiv ist und man die Kurve in Richtung wachsender x durchlauft, so west 
die Tangente nach oben; es steigt also die Kurve an der betreffenden Stelle 
bei wachsendem x an; wenn dagegen f' (x) negativ ist, weist die Tangente 
nach unten, die Kurve fallt also. Vgl. Fig. 38. Analytisch ergibt 
sich diese Tatsache aus der Bemerkung, daB bei positivem h der 


h)— Ane ; ‘ : 
Grenzwert von Nana nur positiv sein kann, wenn die Funktion 


an der Stelle x wachst, d. h., wenn wenigstens fiir hinreichend kleines h 
auch f(x +h) —f(x) positiv ist. (Entsprechendes gilt natiirlich fiir 
negatives /’ (x).) 


2. Der Differentialquotient als Geschwindigkeit. 


Ebenso wie die naive Anschauung uns ein unmittelbares Gefiihl fiir 
den Begriff der Richtung und damit den der Tangente einer in einem 
bestimmten Sinne durchlaufenen Kurve gibt, fordert sie von uns 
auch, einer Bewegung eine Geschwindigkeit zuzuschreiben. Die 
Definition dieser Geschwindigkeit fiihrt uns ebenfalls genau auf den- 
selben Grenziibergang, den wir soeben als Differentiation bezeichnet 
haben. 

Betrachten wir z. B. die Bewegung eines Punktes auf einer geraden 
Linie, auf welcher die Lage des Punktes durch die Koordinate y, seinen 
mit einem Vorzeichen versehenen Abstand von einem festen Anfangs- 
punkt, gemessen wird. Die Bewegung ist gegeben, wenn wir y = f(t) 
als Funktion der Zeitt kennen. Ist diese Funktion /(¢) eine lineare Funk- 
tion /(?) = ct + 6, dann nennen wir die Bewegung eine gleichférmige 
Bewegung mit der Geschwindigkeit c, und kénnen fiir beliebige 
Werte ¢ und ¢, schreiben 


c=- 


(4) — f(t) 
REST He 

Die Geschwindigkeit ist also der Differenzenquotient der Funktion 

ct + 6, und dieser Differenzenquotient ist ganzlich unabhangig davon, 

welche beiden Zeitmomente ¢, und ¢ wir herausgreifen. Was aber werden 

wir unter der Geschwindigkeit der Bewegung im Zeitmoment ¢ zu ver- 

stehen haben, wenn die Bewegung nicht mehr gleichformig ist ? 
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Wir betrachten, um zu dieser Definition zu gelangen, den Differenzen- 
: f(t) — fe : : nae : 

quotienten AG Visti) = s , den wir als Durchschnittsgeschwindigkeit im Zeit- 
intervall zwischen ¢, und ¢ bezeichnen wollen. Wenn nun die Durch- 
schnittsgeschwindigkeit einem bestimmten Grenzwert zustrebt, sobald 
wir den Zeitmoment ¢, immer mehr an den Zeitmoment ¢ heranriicken 
lassen, so werden wir diesen Grenzwert als die Geschwindigkeit im Zeit- 
moment ¢ zu definieren haben. Mit anderen Worten: Die Geschwindig- 
kewt am Zeitmoment t wird durch den Differentialquotienten 


ri) — yen, fA) — Fé) 
fit) =i aay 


t,t 
gemessen. 

Wir sehen an dieser neuen Bedeutung des Differentialquotienten, 
welche an und fiir sich mit dem Tangentenproblem nichts mehr zu tun 
hat, daB es tatsachlich sachgemaB ist, den Grenziibergang des Diffe- 
renzierens als analytische Operation unabhangig von der geometrischen 
Anschauung zu definieren. 

Die Differenzierbarkeit der Bewegungsfunktion y = f(t) ist auch 
hier wieder eine Voraussetzung, die wir stets stillschweigend machen 
‘werden, und die durchaus notwendig dafiir ist, daB der Geschwin- 
digkeitsbegriff einen Sinn erhalt. 

Ein einfaches Beispiel fiir den Zusammenhang zwischen Bewegung 
und Geschwindigkeit gibt uns der freie Fall. Gehen wir von dem durch 
Beobachtungen gewonnenen Fallgesetz aus, daB die beim freien Fall 
von einem Massenpunkt in der Zeit ¢ durchfallene Strecke proportional 
der GréBe ¢? ist, daB also diese Strecke durch eine Funktion der Form 


y= f(t) = at? 
mit konstantem a dargestellt wird, so gewinnen wir sofort, wie in 
Nr. 1, fiir die Geschwindigkeit den Ausdruck / (¢) =2at, welcher 
uns zeigt, daB die Geschwindigkeit beim freien Fall proportional der 


Zeit wachst. 
3. Beispiele. 

Wir wollen nun die Differentiation von Funktionen an einer Reihe 
von Beispielen wirklich durchfiihren und betrachten als erstes die Funk- 
tion y = { (x) =c, wo c eine Konstante ist. Es wird f(x + h) —f(x) 
—c—c=0, also auch lim ides # ems) 0, d. h. der Differential- 

h—-0 
quotient einer Konstanten ist Null. 
Fiir eine lineare Funktion y =cx + 6 ergibt sich 
Soest Oe (Ae on eh 
lim —————— =lim — 
h—0 h h—-0O h 


Weiter differenzieren wir die Funktion 
y=f(x) =x", 


==6 . 
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wobei wir zunachst voraussetzen, daB o eine positive ganze Zahl ist. 
Es wird 

ies Ye seo 

ty —- % iy * 
und die rechte Seite ist nach einer bekannten elementaren Formel der Al- 
gebra (vgl. auch §1, Beispiel 3) gerade gleich x,°—1-+ 24°?” +--+ ++ 4%71. 
Nach dieser Umformung kénnen wir wegen der Stetigkeit des erhal- 
tenen Ausdruckes unmittelbar den Grenziibergang x, > x ausfiihren, 
indem wir in dem letzten Ausdruck einfach iiberall die GréBe x, durch x 
ersetzen, so daB jeder Summand gleich x*~1 wird. Da die Anzahl der 
Summanden genau « ist, so erhalten wir 


dx” 
yy’ =f’ (x) = eee , 


Genau zu demselben Resultat gelangen wir, wenn « = — f# eine ne- 
gative ganze Zahl ist; dabei machen wir aber ausdriicklich die Voraus- 
setzung, daB x von O verschieden ist. Es wird dann 


1 1 
yy a = % PF — xf 1 ie ao ze lel e ve Ets xe 
4#,—% %4—%* 4— xX, Pe x8 xP ; 


Nunmehr k6énnen wir wiederum den Grenziibergang x, — x ausfiihren, 
indem wir tiberall x, durch x ersetzen. Wir erhalten dann genau wie 
oben fiir den Grenzwert den Ausdruck 


Gps. 
Y= Bape ease 
Mithin wird auch fiir negatives ganzzahliges 4 = — B fiir die Funktion 


y = x* der Differentialquotient 
[a=y =a. 
Endlich wollen wir dieselbe Formel fiir den Fall beweisen, daB 
% positiv und « eine beliebige rationale Zahl ist, etwa «% = £ -, wo p 


und g ganze rationale Zahlen sind, die wir etwa beide als positiv voraus- 
setzen. (Wenn eine von ihnen, etwa #, negativ ware, so wiirde sich in 
der Betrachtung nichts Wesentliches Andern.) 

Es ist jetzt 


L 1 
Setzen wir «“ = & und entsprechend x,7 = £,, so wird 


W—y PRS tA ea eee 


ot a cel SS es at 
Nach dieser letzten Umformung kénnen wir den Grenziibergang x, > x, 
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oder, was jetzt auf dasselbe herauskommt, €, >& unmittelbar wieder 
vornehmen und erhalten fiir den Grenzwert den Ausdruck 
D—4a 


See a a pe __ a 
q 


ay) 
oder schlieBlich 


(ace a, q Pegs 
f= =axt-1 

also formal genau dasselbe Resultat wie oben. Ich iiberlasse es Ihnen, 
selbst zu bestatigen, da8 auch fiir negative rationale Exponenten « 
dieselbe Differentiationsformel besteht. Im iibrigen kommen wir auf 
die Differentiation der Potenz spadter noch einmal in mehr systemati- 
schem Zusammenhange zuriick. 

SchlieBlich behandeln wir als weiteres Beispiel die Differentiation 
der trigonometrischen Funktionen sin x und cos x. Es wird unter Be- 
nutzung einer elementaren trigonometrischen Formel 


sin (¥ +h) —sinx _ sinxcosh+ cos# sinh — sin x 
h h 7 


cosh — 1 sin h 
aa + COs % ia 


Nun wissen wir aus dem ersten Kapitel, § 7, daB 


= Sin % 


: in / : h— 
lim = =1 ita 22 wt =0 

h—0 h—0 h 
wird. Somit erhalten wir unmittelbar als den gesuchten Differential- 
quotienten 


Ganz ahnlich erfolgt die Differentiation der Funktion 


y= COS%. 
Es wird 


cos (¥ + h) — cos ¥ ‘ cosh —1 a sinh 


i OS 4 —| in x 
und der Grenziibergang h 0 liefert uns sofort die Ableitung 


An ECOL é 
VV = We =—smn%. 


4. Einige Grundregeln ftir die Differentiation. 


Ebenso wie beim Integral ergeben sich auch fiir den Differential- 
quotienten einige einfache Grundregeln unmittelbar aus der Definition: 


Ist p(x) = f(x) + g(x), so wird (x) = f(x) + '(x). Ist p(x) =ef(#) 
(c eine Konstante), so wird y’(*) = 7 (oe Denn esist ja 


ple +h—9) _ fe +h ie) | ee +h) — 8) 


h h h 


p(x + h)—yl*) __ , t(# + 4) — f(#) 
ae ie h 


bzw. 
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und nunmehr ergeben sich unsere Behauptungen unmittelbar durch 
Grenziibergang. 

Nach diesen Regeln ist z.B. der Differentialquotient der Funk- 
tion p(x) = f(x) + ax + 6 bei konstantem a und b durch die Gleichung 
g(x) =f'(x) +a 

gegeben. 


5. Differenzierbarkeit und Stetigkeit der Funktionen. 


Es ist niitzlich, zu bemerken, da8 wir von einer Funktion, die 
wir differenzieren kénnen, die Stetigkeit niemals besonders zu be- 
weisen brauchen. Vielmehy ist die Stetigkeit einer Funktion eine 
Folge ihrer Differenzierbarkeit. Wenn namlich der Differenzenquotient 


AG see) *) einem bestimmten Grenzwert zustrebt, sobald die GrodBe A 


gegen 0 riickt, so muB notwendig mit / zugleich auch der Zahler des 
Bruches, d. h. die Zahl f(x + 4) —f(«*) gegen 0 streben; und durch 
diese Tatsache driickt sich gerade die Stetigkeit der Funktion /(*) an 
der: Stelle a aus. 

Es ist aber keineswegs umgekehrt 
so, daB eine stetige Funktion sich 
auch iiberall differenzieren laBt. Das 
einfachste Gegenbeispiel gegen eine 
solche Annahme gibt uns die Funk- 
tion 9/(%) 4.4 yor: hy eee 
fiir x < 0, {(x) =x fiir x20, wel- 
che in Figur 73 gezeichnet ist. An 
der Stelle x = 0 ist diese Funktion 
zwar stetig, hat aber keinen be- 
f(¥ +h) —f(#) 

h 
wird namlich gleich 1, wenn # durch positive Werte gegen Null strebt, 
und — 1, wenn # von negativen Werten her gegen 0 strebt. Man sagt: 
unsere Funktion besitzt an der Stelle « = 0 einen verschiedenen vor- 
deren und hinteren Differentialquotienten, indem man allgemein als vor- 


; F : : h) — 
deren bzw. hinteren Differentialquotienten den Grenzwert von Baal het” 


definiert, wenn das eine Mal / durch positive Werte, das zweite Mal durch 
negative Werte gegen Nullriickt. Differenzierbarkeit einer Funktion 
verlangt dann neben der Existenz die Gleichheit von vorderem 
und hinterem Differentialquotienten. Die Verschiedenheit der 
beiden bedeutet geometrisch das Auftreten einer Ecke der Kurve. 

Als weitere Beispiele von Stellen, wo eine stetige Funktion nicht 
differenzierbar ist, betrachte ich die Unendlichkeitsstellen des Differen- 
tialquotienten, d.h. solche Stellen, wo weder der hintere noch der vordere 
Differentialquotient existiert, sondern wo fiir h->+0 der Differenzen- 


Fig. 33. 


stimmten Differentialquotienten. Der Grenzwert von 
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oi aor INES ett Ce 
quotient pee tiber alle Grenzen wachst. Beispielsweise ist die 


: oe i 

Pumiktion “ya='/ (4) = yx = x* fiir alle Werte von x definiert und 
stetig — tibrigens eine ungerade Funktion —. Ihr Differentialquotient 
jst fiir x + 0 nach Nr. 3 durch y’ = + a gegeben. An der Stelle x = 0 


al 
a heya (0) ne ae ‘ 
wird oe oe i h * und wir erkennen hieraus sofort, daB fiir 


h->9% kein Grenzwert existiert, vielmehr der Differenzenquotient 
gegen co strebt. Die Funktion besitzt dort, 
wie man kurz sagt, einen unendlich groBen 
Differentialquotienten oder den Differential- 


Yh 


yh 
ik 
UR Ce 


4 
3 
ye 


Y 


&y 


Fig. 34. Fig. 35. 
quotienten oo. Geometrisch bedeutet dies das Auftreten einer senk- 
rechten Tangente an die Kurve bei glattem Verlauf (vgl. Fig. 34). 

Auch die Funktion y = f(x) = |x, die ja fiir x > 0 definiert und 
stetig ist, wird im Punkte x = 0 nicht mehr differenzierbar sein. Wir 


sind hier, da y fiir negatives x nicht definiert ist, auf die Bildung des 

; 3 ‘ : ; i Ot 
vorderen Differentialquotienten angewiesen; wegen F Ti 
wird auch dieser unendlich sein: Die Kurve wird im Nullpunkt die 
y-Achse beriihren (vgl. Fig. 35). 


Endlich erkennen wir in der 


2 
Funktion vy = jx =x° das Bei- 
spiel eines Falles, wo der vordere 
Differentialquotient fiir die Stelle 
x = 0 positiv unendlich, der hintere 
dagegen negativ unendlich wird, 
wie aus der Beziehung 
f(hy— #(0)__ 1 
= 
h / 5 , 
sofort hervorgeht. Die stetige Kurve y = x° selbst, eine sog. Neilsche 
Parabel, setzt im Nullpunkt des Koordinatensystemes mit einer Spztze 
senkrecht zur x-Achse auf (Fig. 36). 


Fig. 36. 
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6. Hohere Ableitungen und ihre Bedeutung. 


Der Differentialquotient /’(«) einer Funktion ist selbst wieder eine 
Funktion von x, deren Bild man als die ,,Differentialkurve“‘ der gegebenen 
Kurve bezeichnet. Beispielsweise wird die Differentialkurve der 
Parabel y =? eine 
gerade Linie, darge- 
stellt durch die Funk- 
tion y=2-x, und die 
Differentialkurve der 
Sinuskurve y = sin x, 

die Cosinuskurve 
y =cos x, sowie die 
Differentialkurve der 
Kurve y =cos #, die 
Kurve y =—sin x. 
(Diese letzteren Kur- 
ven gehen, wie Fi- 
gur 37 zeigt, durch Par- 
allelverschiebungen in 
Richtung der x-Achse 
Fig. 37. auseinander _hervor.) 
Es liegt nun nahe, 
zu diesen Differentialkurven wieder die Differentialkurven zu bilden, 
d. h. den Differentialquotienten der Funktion /’ (x) = (x) aufzusuchen. 
Diesen Differentialquotienten 


fi (@ +h) —f (2) 
h 


gy’ (x) = lim 

h—0 

nennen wir dann, vorausgesetzt, daB er wirklich existiert, den zwetten 

Differentialquotienten oder die zweite Ableitung der Funktion f(x) und 
bezeichnen ihn mit /”’ (x). 

Ebenso kénnen wir den Differentialquotienten von 7” (x) zu bilden 
versuchen, den sog. dritten Differentialquotienten von /(x), den wir 
dann mit f’’’(x) bezeichnen. Bei den meisten wichtigen Funktionen 
hindert uns nichts, diesen ProzeB beliebig weit fortgesetzt zu denken 
und auf diese Weise einen -ten Differentialquotienten oder eine n-te Ab- 
leitung {™ (x) zu definieren. Zuweilen wird es zweckmaBig sein, als den 
0-ten Differentialquotienten die Funktion f(x) selbst zu bezeichnen. 

Wenn man die unabhingige Veranderliche x als Zeit ¢ deutet, 
und wie oben durch die Funktion f(t) die Bewegung eines Punktes 
reprasentiert, so ergibt sich die physikalische Bedeutung des zweiten 
Differentialquotienten oder der zweiten Ableitung als die Geschwindig- 
keit, mit der sich die Geschwindigkeit /’ (¢) andert oder, wie man 
sagt, die Beschleunigung. Die geometrische Bedeutung des zweiten 
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Differentialquotienten werden wir spater noch eingehend diskutieren. 
Schon hier aber erkennen wir unmittelbar folgendes: An einer Stelle, 


F(a) 


Fig. 38. 


an welcher /’’ (x) positiv ist, wird bei wachsendem x auch /’ (x) wachsen; 
ist dagegen /’’(x) negativ, so wird /’(x) abnehmen. 


7. Differentialquotienten und Differenzenquotienten; 
Bezeichnungen von Leibniz. 


Die Tatsache, daB bei unseren die Ableitung definierenden Grenz- 
libergangen die Differenz 4x gegen 0 strebt, pflegt man auch durch 
die Formulierung auszudriicken: Die GréBe Ax wivd unendlich klein. 
Man will mit dieser Bezeichnung andeuten, daB man den Grenziibergang 
als einen ProzeB empfindet, wahrend dessen die GréBe A x niemals Null 
ist, aber sich doch der Null beliebig nahert. Im Anschlu8 an Ledbniz 
hat man symbolisch den Grenziibergang bei der Bildung des Differential- 
quotienten, das Differenzieren, dadurch zum Ausdruck gebracht, daB 
man das Symbol A durch das Symbol d ersetzte, so daB wir dieses 
Leibnizsche Symbol durch die Gleichung 


definieren kénnen. Seit Leibniz hat man fiir die Ableitung, welche ja 
als Grenzwert eines Differenzenquotienten definiert ist, das Wort 
Differentialquotient eingefiihrt. Wenn wir aber den Sinn der Differen- 
tialrechnung klar erfassen wollen, miissen wir uns davor hiiten, in 
dem Differentialquotienten einen Quotienten zweier tatsdchlich ,,un- 
endlich kleiner GréBen‘‘ zu erblicken. Es ist durchaus so, daB wir 


stets den Differenzenquotienten a bilden miissen mit Differenzen 


Ax, die von 0 verschieden sind. Nach Bildung dieses Differenzen- 
quotienten mu8 man auf Grund von Umformungen oder sonst 
irgendwie, den Grenziibergang ausgefiihrt denken. Man hat aber kein 
Recht dazu, erst so etwas wie einen Grenziibergang von Ax zu 
einer unendlich kleinen GrdBe, welche doch nicht 0 ist, auszufihren, 
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etwa von Ax bzw. Ay zu dx bzw. dy und sodann diese ,,unendlich 
kleinen GréBen‘: durcheinander zu dividieren. Eine solche Auffassung 
des Differentialquotienten ist mit der Forderung mathematischer Klar- 
heit der Begriffe unvereinbar, ja véllig sinnlos. Sie hat unzweifelhaft 
fiir manchen naiven Menschen einen gewissen Reiz, eben den Reiz 
des Geheimnisvollen, der mit dem Wort ,,unendlich“ stets verbunden 
ist, und in den Anfangen der Differentialrechnung, insbesondere auch 
bei Leibniz selbst, mischt sich eine solche unklar-mystische Auffassung 
mit einer durchaus klaren Erfassung des Grenziiberganges. Zwar hat 
dieser Nebel, der iiber den Grundlagen der neuen Wissenschaft schwebte, 
Leibniz, wie seine groBen Nachfolger nicht an dem Auffinden der rich- 
tigen Wege gehindert. Aber wir sind dadurch nicht von der Pflicht 
entbunden, in der Begriindung der Differential- und Integralrechnung 
jede solche nebelhafte Vorstellung zu vermeiden. 

Der Grund, warum die Leibnizsche Bezeichnung nicht nur eine 
solche Anziehungskraft ausiibt, sondern tatsachlich von dauBerstem 
Nutzen und groBer Geschmeidigkeit ist, beruht darauf, daB man in 
vielen Rechnungen und formalen Umformungen mit den Symbolen 
dy und dx so umgehen kann, als ob sie einfach RechengréBen 
waren wie irgendwelche Zahlen. Viele Rechnungen gewinnen auf diese 
Weise, wenn sie sich prinzipiell stets auch ohne diese Symbolik durch- 
fiihren lassen, wesentlich an Ubersichtlichkeit. Wir werden diese Tat- 
sache im folgenden immer wieder bestatigt finden und die Berech- 
tigung begriinden, von ihr ausgiebig Gebrauch zu machen, wenn wir 
uns nur des symbolischen Charakters der Zeichen dy und dx bewuBt 
bleiben. 

Auch fiir die zweiten und héheren Differentialquotienten hat Leib- 
niz eine Bezeichnung von suggestiver Kraft und von groBer praktischer 
Niitzlichkeit geschaffen. Er faBt namlich den zweiten Differential- 
quotienten als Grenzwert des ,,zweiten Differenzenquotienten‘ auf 
folgende Art auf. Wir betrachten neben dem Argument x das Argu- 
ment *,=%*-+A/ und x, =*-+2h. Dann verstehen wir unter dem 
zweiten Differenzenquotienten den ersten Differenzenquotienten des 
ersten Differenzenquotienten, d. h. den Ausdruck 
i! eA A 
h (2: h “37 h 4 oa x (42% + y), 
wo y =f(*), ¥y =f (*1), Ye =f (%2) gesetzt wird. Schreiben wir noch’ 
h= Ax und yy— 4, = Ay, 4) —y =Ay, so werden wir sinngemaB 
den Ausdruck in der letzten Klammer als die Differenz der Differenz 
von Ay oder die zwette Differenz von y bezeichnen und symbolisch 
schreiben 


Ja 29 9A A oe 


1) AA = A®* bedeutet also hier nicht ein Quadrat, sondern nur ein Symbol 
fiir ,,Differenz von Differenz‘‘ oder ,,zweite Differenz“, 
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Der zweite Differenzenquotient wird in dieser symbolischen Schreib- 


: ; A*y : 
weise dann einfach (axe geschrieben werden, wobei im Nenner wirklich 


das Quadrat von Ax steht, wihrend im Zahler die Zahl 2 symbolisch 
die Wiederholung des Differenzenprozesses bezeichnet. Diese Schreib- 
weise des Differenzenquotienten!) veranlaBte Leibniz dazu, auch fiir den 
zweiten und ebenso fiir die héheren Differentialquotienten die symbo- 
lische Bezeichnung 


d*y a3 

Pn a LET, wee 

yy f(x) an? ao) (4) = as usw. 
einzuftihren, eine Bezeichnung, die sich ebenfalls, wir wir spater sehen 
werden, formal sehr bewahrt. 


8. Der Mittelwertsatz. 


Zwischen dem Differentialquotienten - == /-(), und! dem) Ditte= 


renzenquotienten besteht eine einfache, fiir viele Zwecke wichtige Be- 
ziehung, der Mittelwertsatz, zu dem wir folgendermaBen gelangen: Wir 
betrachten den Differenzenquotienten 

t(¥1) — f(#2) _ Af 


41 — % Ax 


einer Funktion /(x), von der wir voraussetzen, daB sie iiberall in dem 
betrachteten Intervall einen Differentialquotienten besitzt, deren Kurve 
also iiberall eine bestimmte Tangente 
haben soll. Unser Differenzenquotient 
wird uns in Figur 39 durch die Richtung 
der Sekante reprasentiert, und zwar als 
der Tangens des in der Figur angegebenen 
Winkels « Denken wir uns nun diese 
Sekante parallel zu sich verschoben, so 
wird dabei mindestens einmal eine Lage 
eintreten, bei welcher diese Gerade die 
Kurve in einem Zwischenpunkte zwischen 
den Abszissen x, und x, beriihrt, nam- 
lich gewiB in einem solchen Punkte des 
Kurvenbogens, der von der Sekante méglichst weit entfernt ist. Es 


1) Ich mochte nicht einen Hinweis darauf unterlassen, daB die Darstellbarkeit 
des zweiten Differentialquotienten als Grenzwert des oben hingeschriebenen 
zweiten Differenzenquotienten eines Beweises bedarf. Denn wir haben vorher 
die zweite Ableitung nicht auf diese Weise definiert, sondern als Grenzwert des 
ersten Differenzenquotienten der ersten Ableitung. Den Nachweis, da beide 
Definitionen bei stetiger zweiter Ableitung aquivalent sind, kann ich hier um so 
eher iibergehen, als er sich spater im sechsten Kapitel, von selbst ergeben und im 
iibrigen fiir uns keine Bedeutung gewinnen wird. 

Courant, Differentialrechnung. 6 


82 Il. Grundbegriffe der Integral- und Differentialrechnung. 


wird also einen solchen Zwischenwert £ geben, so daB 


(4%) —f(¥2) 

Sree ated AC 
wird. Diese Tatsache heiBt der Mittelwertsatz der Differentialrechnung. 
Wir kénnen ihm noch eine etwas andere Form geben, indem wir beachten, 
daB die Zahl & sich in der Gestalt & = x, + 0(*%,— %,) darstellen 1aBt, 
wobei # eine gewisse Zahl zwischen Null und 1 bedeutet, die man im 
allgemeinen nicht naher bestimmen kann, aber — und das ist fiir die 
Handhabung des Mittelwertsatzes besonders wichtig — auch nicht 
naiher zu kennen braucht. Der Mittelwertsatz lautet dann genau for- 
muliert: Wenn f(x) in dem abgeschlossenen Intervall x, < x < Xs 
stetig und wenigstens an jeder Stelle des offenen Intervalles x1< % < %g 
differenzierbar ist, so gibt es mindestens einen Wert 3 zwischen 0 und 1, 


Ose 
derart, dab La) = Ha) (sy + 8 (%q — 24) 
Tem Af 
ast. 
Ersetzen wir x, durch x und x, durch x +h, so kénnen wir den 
Mittelwertsatz auch durch die Formel 


Het aM) 1 (g) =f (w+ Oh), O<E<a+th 


reprasentieren. 

DaB man zwar die Stetigkeit von /(x) bis in die Randpunkte des 
Intervalles hinein voraussetzen muB, aber die Existenz der Ableitung 
in den Randpunkten nicht vorauszusetzen braucht, ist eine zundchst 
unscheinbare Bemerkung, die jedoch fiir manche Anwendungen niitzlich 
sein wird. 

Wenn die Ableitung an einer Stelle im Inneren nicht mehr exi- 
stiert, so braucht iibrigens der Mittelwertsatz nicht mehr richtig zu 
sein wie bei dem obigen Beispiel /(x) =|x| auf Seite 76. 

Unsere anschauliche Begriindung kén- 
nen wir durch folgende Betrachtung er- 
ganzen: Wenn nicht in dem ganzen In- 
tervall x; <x*x< x, die Kurve mit ihrer 
Sekante zusammenfallt, so daB iiberall in 
diesem Intervall der Differentialquotient 
gleich dem Differenzenquotienten ist, so 
Tz « gibt es auf der Kurve sicherlich einen 

Fig. 40. Punkt P, der eine gréBtmégliche Entfer- 

nung von der Sehne hat (vgl. Fig. 40). In 

diesem Punkte hat die Kurve nach Voraussetzung eine bestimmte 
Tangente, und diese Tangente mu® der Sehne parallel sein; denn die 
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Tangente ist die Grenzlage einer Sekante, die wir erhalten, wenn wir P 
mit einem Punkt Q des Kurvenbogens verbinden und Q gegen P riicken 
lassen. Da nach Voraussetzung P nicht weniger weit von der Sehne 
entfernt ist als Q, muB jedesmal die Verlangerung der Strecke PQ in 
Richtung von P nach Q die Sekante schneiden oder ihr parallel laufen; 
und da dies der Fall sein muB, auf welcher Seite von P der Punkt 
Q auch liegt; so ist dies nur méglich, wenn die Grenzlage parallel zu der 
Sehne, die f(x.) mit /(%,) verbindet, liegt. Die oben mit ¢ bezeichnete 
Zahl erweist sich einfach als die Abszisse des Kurvenpunktes P. 
Gewohnlich pflegt man den Beweis des Mittelwertsatzes in folgender 
Form zu fiihren. Man schickt den Hilfssatz von Rolle voraus, der 
einen Spezialfall des allgemeinen Mittelwertsatzes darstellt: ,,Wenn 
eine Funktion w(x) im abgeschlossenen Intervall x, < x < x, stetig 
ist, wenn ferner p(x.) =0 und (x) = 0 ist, wenn endlich w(x) im 
Innern differenzierbar ist, so gibt es sicherlich mindestens eine Stelle & 
im Innern des Intervalles, fiir welche p’ (&) = 0 ist. In der Tat muB es 
gewi im Innern mindestens einen Punkt & geben, fiir welchen die Funk- 
tion w(x) einen gréBten oder einen kleinsten Wert annimmt (vgl. erstes 
Kapitel, Anhang § 2); wir setzen etwa voraus, daB é eine solche Stelle 
ei, fiir welche w(é) nicht kleiner ist als alle andern im Intervall 


angenommenen Funktionswerte g(x). Dann ist fiir kleines / sicher 


ji ok 
p(€) — v(E + hk) = 0: Lassen wir nun in dem Ausdruck Gas eae vs) 


die GréBe h von positiven Werten her gegen Null streben, so folgt 
durch Grenziibergang g’(&) <0. Da aber ebenso, wenn h durch 
h) — : 
negative Werte gegen Null strebt, eee = 0 ist und 
also der Grenzwert nicht negativ sein kann, so muB q’(&) = 0 sein, 
wie zu beweisen war. 
Den Rolleschen Satz wenden wir nun auf die Funktion 4) 


Pp (x) =H (*)— 1 1) py (1 (a) )—f(%)) 


an, welche offenbar den Bedingungen p(x.) = p(%2) = 0 geniigt und 
die Form g(x) =/(x) + ax-+ 6 mit den konstanten Koeffizienten 


=— =I) na b besitat. Nach Nr. 4 wird (x) =f (#) + 
und sats eee des Rolleschen Satzes fiir einen geeigneten Zwischen- 


wert & 


0=9'()=/ (6) +4 
was mit der Aussage des Mittelwertsatzes gleichbedeutend ist. 
1) Diese stellt tibrigens, wie Sie leicht selbst tiberlegen kénnen, bis auf einen 


von # unabhangigen Faktor den Abstand des Kurvenpunktes von der Sekante dar. 
6* 
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9. Angenaherte Darstellung beliebiger Funktionen durch lineare. — 


Differentiale. 
h) — ; : 
Die Definitionsgleichung lim “@+*—™) _ (x) des Differential- 
h—0 
quotienten ist gleichbedeutend damit, daB 


{(x+h)— f(x) =hf' (x) + eh 


oder 
f(xtAx)=ytAy=f(x)+A4xf' (x) +eAx 


wird, wobei ¢ eine mit h = Ax zugleich gegen Null strebende GréBe ist. 
Denken wir uns fiir den Augenblick die Stelle x festgehalten und den 
Zuwachs h = Ax verinderlich, so ist durch diese Formeln der Zuwachs 
der Funktion, d. h. die GréBe Ay in zwei Summanden zerlegt, namlich 
einen zu h proportionalen ,,linearen“ Anteil //’ (x) und einen ,,Fehler”, 
welcher im Verhaltnis zu / um so kleiner wird, je kleiner der Zuwachs h 
selbst bleibt. Die Funktion f(x + h) wird also bei festem x in ihrer 
Abhangigkeit von hf durch den linearen Anteil f(x) + hf’(x) um so 
besser dargestellt, auf ein je kleineres Intervall um den Punkt x herum 
wir uns beschranken. Dieser angenaherten Darstellung der Funk- 
tion {(x +h) durch die angegebene lineare Funktion von / entspricht 
geometrisch die Ersetzung der Kurve durch ihre Tangente im Punkte x. 
Wir kommen auf die praktische Anwendung dieser Uberlegung zur 
Ausfiihrung von Naherungsrechnungen noch spater im siebenten Ka- 
pitel zuriick. 

Hier will ich nur beilaufig die Bemerkung anschlieBen, da8B man 
an diese genaherte Darstellung des Zuwachses 4y durch den linearen 
Ausdruck hf’ (x) eine logisch einwandfreie Definition des Begriffes 
, Differential‘ anschlieBen kann, wie es nach dem Vorgange von Leibniz 
vor allem Cauchy getan hat. 

Wenn auch der Begriff eines Differentials als unendlich kleine GréBe 
keinen Sinn hat, und wenn es ebenso unsinnig ist, den Differential- 
quotienten als den Quotienten zweier solcher GréBen zu definieren, so 


; d 
kann man dennoch eine Deutung der Gleichung /’ (x) = 7 erstreben, 


‘ d 
bei welcher der Ausdruck _ nicht bloB symbolisch zu verstehen ist, 


sondern als wirklicher Quotient zweier GréBen dy und dx. Man defi- 
niert zu diesem Zwecke zundchst die Ableitung /’ (x) durch unseren 
Grenziibergang, denkt sich x festgehalten und betrachtet den Zuwachs 
h = Ax als Veranderliche. Diese GréBe nennt man jetzt das Diffe- 
rential von x und schreibt 4 = dx. Nunmehr definieren wir als Diffe- 
rential der Funktion y den Ausdruck dy=y'dx =hf'(x), also 
wiederum eine Zahl, die mit unendlich kleinen GréBen nichts zu 
tun hat. Jetzt ist wirklich der Differentialquotient y’ = f’(x) der 
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Quotient der beiden Differentiale dy und dx; aber in dieser 
Aussage steckt nichts Merkwiirdiges mehr, sondern eine bloBe Tauto- 
. logie, eine Umschreibung der Wortdefinition. Das Differential d y ist 
also der lineare Anteil des Zuwachses Ay (vgl. Fig. 41). 

Wir werden von diesen Differentialen zunachst keinen Gebrauch 
machen. Ich méchte jedoch der Voll- y 
standigkeit halber noch erwdhnen, daB 
man nun auch zweite und hoéhere Diffe- 
rentiale bilden kann. Denkt man sich 
ndmlich jetzt h irgendwie gewahlt, und dy 
zwar denselben Wert h fiir verschiedene 4 | 
x, so wird dy=hf'(x) eine Funktion 
von x sein, von der man wieder das 
Differential bilden kann. Diese Gr6Be 
wird man zweites Differential von y 
nennen und durch das Symbol d? y = d?f (x) 
bezeichnen. Sie ist der lineare Anteil des Zuwachses hf’ (x + h)— hf’ (x), 
d. h. es wird d?y = h?}’’(x). Ebenso kann man natiirlich beliebig 
weiter gehen und gelangt zu dritten, vierten Differentialen von y usw., 
welche durch die Ausdriicke h?/’’’(x), h4f'Y(x),... definiert werden 
k6nnen. 


YZ) 


0 oe xr+h Sr aeic 
Fig. 41. 


10. Bemerkungen iiber die Anwendungen unserer Begriffe in der 
Naturwissenschaft. 


In den Anwendungen der Mathematik auf Naturerscheinungen 
haben wir es niemals mit scharf definierten Groen zu tun. Ob eine 
Lange exakt gleich einem Meter ist, das ist eine Frage, welche durch 
kein Experiment entschieden werden kann, und welche infolgedessen 
keinen ,,physikalischen Sinn“ hat. Ebensowenig hat es einen 
unmittelbaren physikalischen Sinn, von einem materiellen Stabe 
zu sagen, seine Lange sei rational oder sie sei irrational; wir 
werden sie immer mit jeder wiinschenswerten Genauigkeit durch ratio- 
nale Zahlen messen kénnen, und was hauptsichlich interessiert, ist, ob 
wir bei einer solchen Messung durch rationale Zahlen mit verhaltnis- 
maBig kleinen Nennern auskommen oder nicht. Ebenso wie die Frage 
nach Rationalitat oder Irrationalitat in der strengen Bedeutung der 
,,Prazisionsmathematik‘‘ keinen physikalischen Sinn hat, wird auch 
sonst in den Anwendungen die wirkliche Durchfiihrung von Grenziiber- 
gingen gewohnlich nur eine mathematische Idealisierung darstellen. 
Die Bedeutung solcher Idealisierungen fiir die Anwendungen beruht 
vor allem darin, daB durch sie alle analytischen Ausdriicke wesentlich 
einfacher und handlicher werden. Z. B. ist es auBerordentlich viel 
einfacher und bequemer, mit dem Begriff der Momentangeschwin- 
digkeit zu arbeiten, die Funktion nur eines bestimmten Zeit- 
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momentes ist, als mit dem Begriff der Durchschnittsgeschwindigkeit 
zwischen zwei verschiedenen Zeitmomenten. Jede rationelle Natur- 
betrachtung ware ohne derartige mathematische Idealisierungen zu _ 
hoffnungsloser Komplikation verurteilt und miiBte in den ersten 
Anfangen stecken bleiben. Ich will mich jedoch hier nicht in eine Be- 
trachtung iiber das Verhaltnis der Mathematik zur Wirklichkeit ein- 
lassen; ich méchte lediglich fiir unsere gegenwartige Begriffsbildung 
hervorheben, daB man bei den Anwendungen das Recht hat, einen 
Differenzenquotienten an die Stelle eines Differentialquotienten zu setzen 
und umgekehrt, sobald die betrachteten Differenzen nur klein genug sind, 
um bei der Annaherung eine geniigende Genauigkeit zu gewahrleisten. 
Der Physiker oder der Biologe oder der Techniker oder wer sonst mit 
diesen Begriffen praktisch zu tun hat, wird dann das Recht haben, 
innerhalb seiner Genauigkeitsgrenzen den Differenzenquotienten mit 
dem Differentialquotienten zu identifizieren. Er wird dann fiir den 
Zuwachs h der unabhiangigen Veranderlichen (nach der Ausdrucksweise 
von Nr. 9 das Differential h = dx) den Zuwachs Ay = f(x + h) —f (x) 
um so genauer durch die GréBe hf’ (x) (das Differential dy) dar- 
stellen kénnen, je kleiner # ist. Solange er bei dieser Ersetzung 
innerhalb der Genauigkeitsgrenzen bleibt, die ihm bei der Aufgabe 
jeweils gesteckt sind, pflegt er die Zuwachse dx = h und dy = hf (x) 
als ,,unendlich kleine GroBen“ zu bezeichnen. Diese ,,phystkalisch un- 
endlich kleinen‘‘ Gréfen haben einen prazisen Sinn. Es sind durch- 
aus endliche, von Null verschiedene Gr6éBen, nur fiir die betreffende 
Betrachtung klein genug gewahlt, z. B. kleiner als der Bruchteil einer 
Wellenlange oder kleiner als der Abstand zweier Elektronen im Atom 
oder dgl., allgemein kleiner als der verlangte Grad der Genauigkeit. 


§ 4. Das unbestimmte Integral, die primitive Funktion und 
die Fundamentalsatze der Differential- und Integralrechnung. 


Wie schon erwahnt, ist gerade der Zusammenhang zwischen dem 
Problem der Integration und dem Problem der Differentiation der Angel- 
punkt der Differential- und Integralrechnung. Diesen Zusammenhang 
wollen wir nunmehr entwickeln. 


1. Das Integral als Funktion der oberen Grenze. 


Das bestimmte Integral einer Funktion /(x) hangt in seinem Wert 
von der Wahl der beiden Integrationsgrenzen a und b ab. Es ist eine 
Funktion sowohl der unteren Grenze a als auch der oberen Grenze b. 
Um diese Abhangigkeit naéher zu studieren, stellen wir uns zunichst 
einmal die untere Grenze a als eine bestimmte feste Zahl vor, bezeichnen 
die Integrationsvariable nicht mehr mit x, sondern mit “, was ja doch 
vollstandig gleichgiiltig ist (vgl. S. 63), und bezeichnen die obere Grenze 
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statt mit 0 mit x, um anzudeuten, da®8 wir die obere Grenze variabel 
lassen und den Wert ‘des Integrales als Funktion der oberen Grenze 
untersuchen wollten. Wir setzen demgemaB 


x 

Ji(u)du= P(x): 
Diese Funktion ®(x) nennen wir ein unbestimmtes Integral der Funk- 
tion f(x). Wenn wir von einem und nicht von dem unbestimmten 
Integral sprechen, so deuten wir damit 
an, daB wir statt der unteren Grenze a 
auch irgend eine andere hatten wahlen 
und so einen anderen Wert fiir das In- 
tegral erhalten kénnen. Geometrisch wird 
fiir jeden Wert von x das unbestimmte 
Integral durch den aus Figur 42 ersicht- 
lichen Flacheninhalt gegeben, der zur 
Kurve y= f(u) gehdrt und von den 
Ordinaten #=a- und “=x begrénzt 
wird; das Vorzeichen des Flacheninhaltes 
ist dabei natiirlich nach den  friiher 
(§ 1, Nr. 3) angegebenen Regeln zu bestimmen. 

Wenn wir statt der unteren Grenze a eine andere untere Grenze « 

wahlen, so erhalten wir das unbestimmte Integral 


Fig. 42. 


P (x)= JSi(w)du. 
Die Differenz ® (x) — Y (x) wird offenbar durch das Integral 


i f(u)du 
gegeben, ist also, da « und a als jeweils fest gegebene Zahlen zu be- 
trachten sind, eine Konstante. Es ist also 
W (x) = ®(x%) + const , 


d.h. unsere verschiedenen unbestimmten Integrale derselben Funktion unter- 
scheiden sich ledighich durch eine additive Konstante. 

Man kénnte auch ebenso das Integral als Funktion der unteren 
Grenze betrachten, indem man die Funktion 


b 
p(*)= J f(u)du 


einfiihrt, wobei die Zahl b fest gewahlt ist. Auch hier unterscheiden 
sich zwei Funktionen mit verschiedenen oberen Grenzen } und 6 ledig- 


B 
lich um die additive Konstante Hi f(u)du. 
b 
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2. Der Differentialquotient des unbestimmten Integrals. 


Wir wollen nun das unbestimmte Integral ® («) nach der Variablen x 
differenzieren. Das Ergebnis dieser Differentiation wird der folgende 
Satz sein: 

Das unbestimmte Integral 


P (x) = ff(u)du 


einer stetigen Funktion f(x) besitzt stets einen Differentialquotienten ®' (x), 
und zwar ist 

@’ (x) = f(x), 
d.h. die Differentiation des unbestimmten Integrales der gegebenen 
stetigen Funktion liefert wieder diese Funktion. 

Diese Tatsache bildet den Kernpunkt der ganzen Differential- und 
Integralrechnung. Uhr Beweis ergibt sich auBerordentlich einfach an 
Hand der Bedeutung des Integrales als Flacheninhalt. Wir bilden 

D(x +h) — D(x). 
h 


> 


und deuten den Zahler 
x+h % x+th 


P(x +h) — ®(x) =Jt(udu—f f(uj)du=J f(u)du 


als Flacheninhalt von der Ordinate, die zu x gehGrt, bis zur Ordinate, 
y die zu x +h gehort 
Ist ¥)in dem Intervall zwischen 
x und x + feine Stelle, fiir welche 
/(%o) den gréBten, und x, eine 
Stelle, fiir die /(x,) den kleinsten 
Wert annimmt (vgl. Fig. 43), so 
. wird der fragliche Flacheninhalt 
IL, Igrxh va : 
Fig. 43. zwischen den Werten //(x9) und 
hf (x1) liegen, welche die Inhalte 
von Rechtecken mit diesem Intervall als Grundlinie und den Héhen 
[ (Xo) bzw. f(*,) darstellen. Analytisch ausgedriickt ist also sicherlich 


Lia) P(% ake @ (x) > f(a), 


wie man auch ohne Berufung auf die geometrische Deutung des Integrales 
aus der Definition des Integrales als Grenzwert folgendermafen ent- 
nimmt!). Es sei 


teh n—1 


J f(w)du=lim Sf (uy) Au,, 
<2 n> v=0 


1) Vergleiche hierzu iibrigens auch die spiteren Betrachtungen. S. 102. 
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bedeuten und sadmtliche Differenzen Au, = u,,,—u, mit wachsendem n 


siomet pA tho oe : 
gegen Null streben. Dann wird a sicherlich positiv sein, gleichviel 
ob A positiv ist oder negativ. Da nun /(x,) > f(w,) = f(x,) gilt und da 
die Summe der GréBen Au, gleich h ist, so folgt 
1 
I (Xo) = 5 SH) Au > fl) 


und somit durch Grenziibergang 1 > oo zum Integral die oben behaup- 
x+h ; 


3 tl 
tete Relation fiir a} fe) du = 


®D (x +- h) — G(x) 
i ‘ 

Wenn jetzt # gegen 0 strebt, muB f(x») gleichzeitig mit {(x,) wegen 
der Stetigkeit der Funktion gegen den Wert /(x) streben. Wir erkennen 
also unmittelbar, daB 

@’ (x) = lim 
h—-0 
ist, eine Gleichung, die genau den Inhalt unserer Behauptung ausmacht. 

Aus der so bewiesenen Differenzierbarkeit der Funktion ® (x) folgt mit 
Riicksicht auf §3 Nr. 5 sofort: Das Integral einer stetigen Funktion f (x) 
ist wiederum eine stetige Funktion der oberen Grenze. 

Als Erganzung zu unserem Ergebnis sei bemerkt, daB, wenn man 
das bestimmte Integral nicht als Funktion der oberen Grenze, sondern 
als Funktion (x) der unteren Grenze auffaBt, der Differentialquotient 
nicht gleich /(x), sondern gleich — f(x) wird; in Formeln: Wird 


O(x +h) —@ 


Ja OM) — 7 (2) 


b 
p(x) =J f(u)du 
gesetzt, so gilt 
yp (x) =— f(x). 
Der Beweis dieser Tatsache folgt sofort aus der Bemerkung, da8 


b x 
fiw) du =— ff) du 
ist. . 


8. Die primitive Funktion (Stammfunktion); allgemeine 
Definition des unbestimmten Integrales. 


Der eben bewiesene Satz zeigt uns, da8 das unbestimmte Integral 
@ (x) ganz von selbst die Lésung des folgenden Problemes gibt: Zu 
einer gegebenen Funktion f(x) ist eine Funktion F(x) zu bestimmen, 
derart, dag 
F(x) = f(x) 
wird. Dieses Problem verlangt von uns, den ProzeB der Differentiation 
umzukehren. Es ist eines der typischen Umkehrungsprobleme, wie sie 
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in der Mathematik an vielen Stellen vorkommen und wie wir sie in 
dieser Vorlesung schon mehrfach als fruchtbares mathematisches Er- 
zeugungsprinzip kennen gelernt haben. (Z. B. geschah die erste Er- 
weiterung des natiirlichen Zahlbegriffes unter dem Drucke der Forde- 
rung, gewisse einfache Rechenprozesse umzukehren. Die Bildung der 
Umkehrfunktionen fiihrte uns zu neuartigen Funktionen und wird uns 
zu neuen Funktionen fiihren.) 

Eine solche Funktion F (x), fiir welche F’ (x) = /(x) ist, nennen wir 
eine zur Funktion f(x) gehérige primitive Funktion oder Stammfunk- 
tion; man will mit dieser Bezeichnung andeuten, daB aus ihr die Funk- 
tion f(x) durch Ableitung oder Differentiation entsteht. 

Dieses Problem der Umkehrung der Differentation oder der Auf- 
findung einer primitiven Funktion zu f(x) tragt zunachst einen ganz 
andersartigen Charakter als das Problem der Integration. Das Resultat 
aus Nr. 2 sagt uns nun jedoch: Das unbestimmte Integral ® (x) der 
Funktion f(x) ist eine zu f(x) primitive Funktion. 

Wir haben mit diesem Ergebnis aber das Problem der Auffindung 
primitiver Funktionen noch nicht vollstandig gelost. Denn wir wissen 
noch nicht, ob wir damit alle Lésungen der Aufgabe gefunden haben. 
Die Frage nach der Gesamtheit aller primitiven Funktionen wird 
nun durch den folgenden, gelegentlich ebenfalls als Fundamentalsatz 
der Differential- und Integralrechnung bezeichneten Satz beantwortet: 
Es 1st 

Et (4%) =F, (x) =e, 
d. h. die Differenz zweier verschiedener primitiver Funktionen F(x) und 


F’,(x) zu f(x) ist stets eine Konstante. Wir erhalten also zu einer beliebigen 
primitiven Funktion F(x) alle anderen in der Gestalt 
F(x) +c, 

ber geeigneter Wahl der Konstanten c. Umgekehrt stellt der Ausdruck 
Fy (x) =F (x) +c ftir jeden Wert der Konstanten c eine primitive 
Funktion von f(x) dar. 

DaB fiir jede beliebige Wahl dieser Konstanten die Funktion F (x) + c 
zugleich mit der Funktion F(x) eine primitive Funktion zu f(x) wird, 
ist fast selbstverstandlich. Denn es ist 


F(x +h) -+6—(F(x) +0) _ F(x +h) — P(x), 


h h 
und da der Grenzwert der rechten Seite bei abnehmendem / nach Vor- 
aussetzung gleich f(x) wird, so gilt dies auch fiir den Grenzwert der 
linken Seite, d.h. es ist 
ad 
+ (F(x) +e) =F’ (x) =f (x). 


Wir brauchen nun zum Beweise unserer obigen Behauptung ledig- 
lich zu zeigen, daB die Differenz zweier beliebiger primitiver Funk- 
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tionen F(x) und F,(«) auch stets eine Konstante ist. Zu dem Zwecke 
betrachten wir die Differenz 


und bilden 
G' (x) =lim ee + h)—F(*) File +h)— t0| 
h—>0 h h . 


Beide Ausdriicke auf der rechten Seite haben bei abnehmendem / nach 
Voraussetzung den Grenzwert f(x), d.h. es gilt fiir jeden betrachteten 
Wert von x, da G(x) = 0 ist. Eine Funktion aber, deren Ableitung 
durchweg 0 ist, mu durch eine Kurve reprasentiert werden, deren 
Tangente itiberall parallel zur x-Achse verlauft, d.h. sie mu8 selbst 
eine Konstante sein; es ist also G(x) =c, wie wir behaupteten. 

Ohne Berufung auf die Anschauung leitet man diese letzte Tat- 
sache mit Hilfe des Mittelwertsatzes folgendermaBen ab: Es wird 

G (45) —G(%,) = (43 — *,) GE) ; EIS Ste 

Da die Ableitung G’(x) nach Voraussetzung fiir jeden betrachteten 
Argumentwert, also auch fiir jeden Zwischenwert & verschwindet, so 
folgt sofort G(*.) = G(x,), und da x, und x, beliebige Werte von x in 
dem betrachteten Intervall sind, so mu8 G(x) dort konstant sein. 

Man kann also jetzt, wenn man das Resultat von Nr. 2 heranzieht, 
sagen: Jede primitive Funktion F(x) zu f(x) laBt sich in der Form 


F(x)=c+@(x)=c+ff(u)du 


darstellen, wo c und a Konstante sind, und umgekehrt stellt unser Aus- 
druck bei beliebig fest gewahltem a und beliebigem Wert von c eine primi- 
tive Funktion dar. 

Es liegt nahe zu vermuten, daB man die Konstante c allgemein 
weglassen kann, da ja durch Anderung der unteren Integrationsgrenze a 
sich das unbestimmte Integral um eine additive Konstante verandert. 
Man wiirde jedoch bei Weglassung von c in vielen Fallen tatsachlich 
nicht alle primitiven Funktionen erhalten, wie schon das Beispiel der 
Funktion {(x)=0 zeigt. Hier ist das unbestimmte Integral ®(«) aus Nr.1 
immer Null, unabhangig von der unteren Grenze a; primitive Funktion 
von } (x) =0 ist aber jede beliebige Konstante. Ein zweites Beispiel liefert 
die Funktion /(*) = V x; sie ist nur fiir positive Werte von x definiert, 
und wir wollen uns auf den Funktionszweig f(x) > 0 beschranken. Es 


wird dann 


2 Seer G19) 
D(x) = Sh? nd 


und wir sehen, daB, wie wir auch immer die untere Grenze a wahlen, 


| 09 


io Re tie 
stets das unbestimmte Integral ® (x) aus 4 x? durch Addition einer nega- 
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hy Fe r 
tiven Konstanten, naimlich der Konstanten Seay a2 entsteht, wahrend 
3 x 
z. B. auch a x + 1 eine primitive Funktion von |x ist. Daher kénnen 
wir in dem allgemeinen Ausdruck der primitiven Funktion die additive 
Konstante nicht entbehren. Der gefundene Zusammenhang legt es 
nahe, nunmehr den Begriff des unbestimmten Integrales ein wenig 


zu erweitern. Wir wollen namlich von nun an jeden Ausdruck der 
x 


Form c + @®(x) =c + fi (u) du als ein unbestimmtes Integral von 


/(x) bezeichnen. Mit anderen Worten, wir wollen keinen Unterschied 
zwischen den primitiven Funktionen und den unbestimmten Integralen 
mehy machen. Trotzdem aber ist es fiir das Verstandnis der Zusammen- 
hange unbedingt erforderlich, sich dariiber klar zu sein, da zunachst 
Umkehrung der Differentiation und Integration zwei vollstandig von- 
einander verschiedene Dinge sind, und daB erst die Erkenntnis ihres 
Zusammenhanges uns das Recht gibt, fiir die primitive Funktion auch 
das Wort ,,unbestimmtes Integral“ zu verwenden. 

Es ist iiblich, das unbestimmte Integral durch eine an und fiir 
sich vielleicht nicht ganz klare Bezeichnungsweise symbolisch dar- 
zustellen. Man schreibt namlich 

x 
C+ Sf (w) du == Si(adx é 

d.h. man 1aBt die obere Grenze x fort, ebenso wie die untere Grenze a 
und die additive Konstante c und schreibt fiir die Integrationsvariable 
den Buchstaben x, den man konsequenterweise eigentlich vermeiden 
sollte, um eine Verwechselung mit der oberen Grenze x auszuschlieBen. 
Bei der Bezeichnung f f(x) dx fiir das unbestimmte Integral miissen 
Sie sich stets der damit verbundenen Unbestimmtheit bewuBt bleiben, 
ndmlich der Tatsache, da8 dieses Symbol immer nur ein unbestimmtes 
Integral bedeutet. 


4. Die Verwendung der primitiven Funktion zur Ausfiihrung 
bestimmtér Integrale. 


Nehmen wir an, daBwir irgend eine primitive Funktion F (x) = hr, (x) dx 
b 
von /() kennen und daB wir das bestimmte Integral fi (u) du berechnen 


wollen. Dann wissen wir, da’ das unbestimmte Integral 


x 


D(x) =f f(wdu 


a 


sich von einer anderen primitiven Funktion F(x) nur um eine additive 
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Konstante unterscheiden kann. Es ist also 
O(x) =F (x)+e 


und die additive Konstante c bestimmt sich sofort durch cea Nay 
gung der Tatsache, da8 das unbestimmte Integral © (x =f f(u 


fiir « =a den Wert 0 haben mu8. Es ist also O=@ (a is F (a ae 
und daher c=—F (a) und ® (x) =F (x)—F (a), speziell also fiir 
x=) 

b 


J t(u)du =F (bt) —F(a), 


und somit ergibt sich die wichtige Regel: man erhalt das bestimmte 
Integral der Funktion f(x) zwischen den Grenzen a und b, indem man 
mit wrgend einer primitiven Funktion F(x) die Differenz F (b) — F (a) 
bildet. 
Wir konnen die eben gefundene Regel unter Benutzung der Be- 
ziehung F’ (x) = f(x) auch folgendermaBen schreiben 
b b 


F (b) — F(a) =| F’ (x) dx =/(—2 dx 


a 
Diese Formel 148t sich nun sehr einfach direkt verstehen und beweisen. 


Ersetzen wir rechts den Differentialquotienten etd durch den 
F 
Differenzenquotienten ae al das Symbol dx durch Ax, das Integral 


durch die Summe ye eS Df %,, so erhalten wir gerade die Summe der 
Differenzen AF, und es ist klar, daB diese Summe den Wert F (b)—F (a) 
besitzt. 
ee ‘ AF ' 
Andererseits ist nach dem Mittelwertsatz fag F’(é;), wo &; ein 


-Zwischenwert zwischen x; und x;,, bedeutet. Unsere Summe ist also 
gleich S Ax;F’ (&,); sie geht also zufolge der Lessee bei Ver- 


feinerung der Einteilung tatsachlich in das Integral i F’ (x) dx tiber, 


womit unsere Formel bestatigt ist. 

Bei der Handhabung unserer Regel bedient man sich oft des 
symbolischen Zeichens |, um die Differenz (6) — F (a) auszudriicken. 
Man schreibt namlich 


b 
fi(dx= 


und deutet also mit dem Strich an, daB in dem davorstehenden Ausdruck 
fiir x einmal der Wert 0, dann der Wert a einzusetzen ist und schlieBlich 
beide so entstehenden Zahlen voneinander zu subtrahieren sind. 


| 
hy 
Ss 

I 
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5. Einige Beispiele. 

Wir sind ohne weiteres in der Lage, den dargelegten Zusammenhang 
zwischen bestimmtem Integral, unbestimmtem Integral und Dif- 
ferentialquotienten an einer Reihe einfacher Beispiele zu verfolgen. 
Vermége des Satzes von Nr. 2 kénnen wir aus jeder der in § 2 direkt 
bewiesenen Integralformel eine Differentiationsformel ableiten. 

In § 2 waren wir fiir beliebige von —1 verschiedene rationale « 
und positive a, b zu der Integralformel 

. 1 

a pe a+1__ye4+1 
fx ax = ey (b qo) 
gelangt, die wir, indem wir die Integrationsvariable mit # und die 
obere Grenze mit x bezeichnen, in die Form 

furaw a (x#+1_qa+1) 
a+ 1 


a 


setzen kénnen. Daraus folgt nach unserem Fundamentalsatz, daB die 
rechte Seite eine primitive Funktion des Integranden ist, d. h. daB die 
Differentiationsformel 


ad 
Fry ale 


gilt, und zwar fiir alle rationalen Werte von «, mit Ausnahme des Wertes 
a=-—lI1. Das gewonnene Resultat stimmt genau mit dem iiberein, 
das wir in § 3 durch direkte Durchfiihrung der Differentiation erhalten 
haben. Wir hatten uns also, gestiitzt auf den Fundamentalsatz, die 
besondere Miihe dieser Differentiation sparen kénnen, nachdem wir 
einmal die Integration ausgefiihrt haben. 

Weiter folgt aus der in §2 bewiesenen Integralformel 


x 
f cos u du =sinx—sina 
a 


die Differentiationsformel q_sin ¥ =cos* in Ubereinstimmung mit 


dem in §3 gewonnenen Ergebnis. 

Wir kénnen aber auch umgekehrt jede direkt bewiesene Differen- 
tiationsformel F’(x) = f(x) als Verkniipfung zwischen primitiver 
Funktion F(x) und abgeleiteter Funktion /(x) ansehen, also als Formel 
der unbestimmten Integration auffassen und dann gem&B Nr. 4 hieraus 


das bestimmte Integral von /(x) erhalten. — Gerade von dieser 
letzten Methode macht man, wie wir im Kapitel IV sehen werden, 
auBerordentlich haufig Gebrauch. — Insbesondere kénnen wir von 


den Resultaten aus § 3 ausgehen und aus ihnen vermége des Fun- 
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damentalsatzes die Integralformeln des § 2 beweisen. Es ist z. B. 
Ge ' ged oe 

Bart § 3 ax” FP (a~-+1)%%. Also. ist adi eine primitive Funk- 

tion oder ein unbestimmtes Integral von x* und somit ergibt sich 


jetzt nach Nr. 4 die obige Integralformel. 


§ 5. Einfachste Methoden zur graphischen Integration. 


Ein unbestimmtes Integral oder eine primitive Funktion zu / (x) ist 
eine Funktion y = F(x), die man zweckmaBigerweise nicht nur durch 
Flacheninhalte veranschaulichen wird, sondern fiir die man auch 
ebensogut wie fiir jede Funktion eine graphische Darstellung durch 
eine Kurve geben kann. Aus der Definition unserer Begriffe ergibt 
sich unmittelbar die Méglichkeit, diese Kurve in einfacher Weise ge- 
nahert zu konstruieren und sich so ein anschauliches Bild von der 
Integralfunktion zu machen. 

Man mu zunachst bedenken, daB diese letztere Kurve nicht ein- 
deutig, sondern wegen der willkiirlichen additiven Konstanten nur 
bis auf eine willktirliche Parallelverschiebung in Richtung der y-Achse 
bestimmt ist. Man kann also von der Integralkurve noch verlangen, 
daB sie durch einen bestimmten, willkiirlich vorgeschriebenen Punkt 
geht, z. B. wenn x =1 dem Definitionsintervall von f(x) angehért, 
durch den Punkt mit den Koordinaten x =1,y =0. Dann ist die 
Integralkurve durch die Forderung bestimmt, da8 ihre Richtung fiir 
jeden Wert von x durch den zugehérigen Wert von f(x) gegeben wird. 
Um eine angendherte Konstruktion einer diesen Bedingungen genitigen- 
den Kurve zu geben, versucht man, statt der krummen, durch y = F(x) 
dargestellten Linie einen aus geraden Stiicken bestehenden Polygon- 
zug zu konstruieren, dessen Eckpunkte tiber 
vorgegebenen Teilpunkten der x-Achse 
liegen und dessen Seiten jeweils ein Sttick 
weit die Richtung der gesuchten Kurve 
annahern. Hierzu teile man das betrach- 
tete Intervall der x-Achse durch die 
Punkte =a, von. 2 + inleime gewisse 
Anzahl von Teilen ein, welche tibrigens 
nicht. notwendig alle gleich sein miissen, 
und errichte in jedem Teilpunkt die Par- Fig. 44. 
allele zur y-Achse. Dann lege man (vgl. 

Fig. 44) durch den Punkt x = 1, y =0 die gerade Linie deren Rich- 
tungstangens gerade gleich f(1) ist; im Schnittpunkt dieser Geraden 
mit der Linie x = x, lege man die Gerade mit dem Richtungstangens 
/(x,) schneide sie wieder mit der Linie + = x, und setze dies Ver- 
fahren fort. Um die Geraden mit den vorgegebenen Richtungen prak- 


Yi 
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tisch zu konstruieren errichte man in jedem Teilpunkt die Ordinate 
der Kurve y = f(x). Diese Ordinate projiziere man auf irgend eine 
Parallele zur y-Achse, z. B. auf diese selbst. Dann erhalt man die 


Fig. 45. 
Richtung der Integralkurve, indem man — bei der letzten Annahme 
— den Punkt mit den Koordinaten x =0 und y =/f(x) mit dem 
Punkt x =— 1, y = 0 verbindet (vgl. die Figuren 45 und 46). Indem 


man diese Richtungen parallel zu sich selbst iibertragt, konstruiert 
man einen Polygonzug, dessen Eck- 
punkte tiber den gegebenen Teilpunk- 
ten der x-Achse liegen und dessen 
Richtungen jeweils in den Anfangs- 
punkten mit den dortigen Richtungen 
der Integralkurven tibereinstimmen. 
Macht man die Intervalleinteilung hin- 
reichend fein, so werden die Polygone 
eine beliebig genaue Annadherung an 
die Integralkurve darstellen. Man kann 
haufig die Genauigkeit der Konstruk- 
tion noch etwas verbessern, indem 
man fiir jede Polygonseite diejenige 
Richtung wahlt, welche nicht zum An- 
fangspunkt des betreffenden  Inter- 
valles, sondern zum Mittelpunkt des betreffenden Intervalles gehért 1). 


Fig. 46. 


') Beilaufig méchte ich erwahnen, daB die graphische Integration, d.h. die 
zeichnerische Ermittlung einer primitiven Funktion F (x) zu einer durch eine 
Kurve gegebenen Funktion f(x), auch durch mechanische Apparate, die sog. 
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In Figur 46 ist die geschilderte Konstruktion fiir die Funktion 
f(x) =x durchgefiihrt. Wir erhalten so durch graphische Integration 


2 
als Integralkurve die Parabel y= > Weiter ist in Figur 45 die 


x 
Integralfunktion F(x) fiir die Funktion f(x) == gezeichnet, eine 


Funktion, die wir spiater (vgl. drittes Kapitel, § 6) noch eingehend 
untersuchen werden — sie wird sich namlich als die Logarithmus- 
funktion erweisen. Endlich rate ich Ihnen, selbst weitere Beispiele 
durchzuftihren, etwa die graphische Integration der Funktionen sin x 
und cos x. 


§ 6. Weitere Bemerkungen tiber den Zusammenhang 
zwischen Integral und Differentialquotient. 


Bevor wir zu einer systematischen Verfolgung der im § 4 ge- 
fundenen Zusammenhange iibergehen, will ich diese noch von einem 
anderen Gesichtspunkte aus beleuchten, der in engster Beziehung 
mit der anschaulichen Vorstellung von Massendichte und anderen phy- 
sikalischen Begriffen steht. 


1. Die Massenverteilung und Dichte; Gesamtquantitat und 
spezifische Quantitat. 


Denken wir uns auf einer geraden Linie, der x-Achse, irgendwelche 
Massen verteilt, und zwar stetig, aber nicht notwendig gleichférmig. 
Stellen wir uns etwa eine Luftsdéule von gegebenem Querschnitt vor, 
welche vertikal iiber dem Erdboden steht — als x-Achse nehmen wir 
dabei die senkrecht nach oben weisende Grade, als Nullpunkt * = 0 
den Punkt am Erdboden. Die Gesamtmasse zwischen zwei Abszissen 
o—*, und) % = 7, wird durch eine sog. Summenfunktion F(x) 
folgendermaBen charakterisiert. Man geht von dem Anfangspunkt der 
Massenverteilung langs der Geraden, dem Punkte x = 0, aus und versteht 
unter F (x) die Gesamtmasse zwischen der Abszisse 0 und der Abszisse *. 
Der Massenzuwachs zwischen den Abszissen x, und %, wird dann ein- 
fach durch 


F (%) —F (x4) 
gegeben, wobei diesem Zuwachs ein Vorzeichen zugeschrieben wird, 
welches sich bei Vertauschung von x, und x, andert. 


Integraphen ausgefiihrt werden kann, bei denen ein Stift langs der gegebenen 
Kurve y = f (x) gefihrt wird, und ein Zeichenstift automatisch eine der Kurven 
y = F (#) beschreibt, fiir welche F' (x) = f (#) ist. Die unbestimmt bleibende 
Integrationskonstante driickt sich in einer gewissen Willkiirlichkeit bei der Wahl 
der Anfangsstellung des Apparates aus. Naheres vgl. z. B. bei A. Galle, Mathe- 
matische Instrumente. Leipzig 1912, IX. Abschnitt. 
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Der Durchschnittswert der Masse pro Langeneinheit in dem Inter- 
vall x, bis %, ist 
F (#2) — F (%) 


ene 


Nehmen wir an, daB die Funktion F(x) differenzierbar ist, so strebt 
fiir x,->x, dieser Wert gegen die Ableitung F’ (x,) = /(x,). Und diese 
GréBe ist gerade das, was man als spezifische Masse oder spezi- 
fische Dichte oder lediglich Dichte unserer Verteilung an der Stelle x, zu 
bezeichnen pflegt — sie ist natiirlich im allgemeinen mit dem Ort ver- 
anderlich —. Zwischen der Dichte f(x) und der Summenfunktion 
F(x) besteht also einfach die Beziehung 


F (=f i(wau; ] (x) =F’ (x). 


Die Summenfunktion ist eine primitive Funktion der Dichte, oder gleich- 
bedeutend: Die Masse ist das Integral der Dichte und umgekehrt: Die 
Dichte tst der Differentialquotient der Summenfunktion. 

Genau das entsprechende Verhaltnis finden wir auch sonst viel- 
fach in der Physik vor. Bezeichnen wir z. B. die gesamte Warmemenge, 
die man braucht, um eine gegebene Einheit eines Stoffes von der Tempe- 
ratur ¢, auf die Temperatur ¢ zu bringen, mit Q(¢), so wird fiir eine 
Temperaturerh6hung von der Temperatur ¢, auf die Temperatur ¢, 
die Warmemenge 


Q (t2) — Q (4) 
gebraucht. Die durchschnittliche fiir die Erhdhung um die Temperatur- 
einheit aufgewandte Warmemenge ist 


Q (4) —Q(4) . 


te — ty : 


wenn wir wiederum die Differenzierbarkeit der Funktion Q(t) voraus- 
setzen, erhalten wir in der Grenze eine Funktion 


Q(t) — (4) 


q (t) =lim ENCGeE 


sr: 
die wir als spezifische Warme des Stoffes bezeichnen. Diese spezifische 
Warme ist allgemein eine Funktion der Temperatur ¢ anzusehen. 
Auch hier besteht zwischen spezifischer Warme und gesamter Warme- 
menge die fiir das Verhaltnis von Integral zum Differentialquotienten 
charakteristische Relation 


Ja (at =O) —Q (a). 


Ganz ahnliche Verhiltnisse treffen wir iiberall dort, wo man einer 
gesamten Quantititat eine spezifische Quantitat gegeniiberstellen kann, 
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wie der elektrischen Ladung die elektrische Ladungsdichte, einer Ge- 
samtkraft auf eine Flache die Kraftdichte oder der Druck in jedem 
Punkt usw. 

In der Natur liegt die Sache gewohnlich so, daB uns von vornherein 
nicht etwa die spezifischen GréBen, d.h. die Dichte, sondern vielmehr 
die Gesamtquantitat gegeben ist; daB also die Integrale das Primare 
sind (was ja auch durch die Bezeichnung ,,primitive Funktion’ zum 
Ausdruck kommt) und daB erst ein Grenziibergang, namlich die Diffe- 
rentiation uns zu den spezifischen GréBen fiihrt. 

Beilaufig bemerke ich iibrigens, daB bei unserer Auffassung, wenn 
wir die Massen als von Natur positiv ansehen, die Summenfunk- 
tion F(x) eine mit x mcnoton zunehmende Funktion sein muB, und daB 
dementsprechend die spezifische GréBe, die Dichte f(x), positiv ist. 
An und fiir sich aber hindert uns nichts, auch die Vorstellung negativer 
Massen heranzuziehen (wie z. B. negative Elektrizitat); dann sind 
unsere Summenfunktionen F(x) durch keine Monotoniebedingung mehr 
eingeschrankt. 


2. Gesichtspunkte der Anwendungen. 


Das Verhaltnis der primitiven Summenfunktion zu der spezifi- 
schen Verteilungsdichte wird vielleicht noch deutlicher, wenn man sich 
wieder vergegenwartigt, daB vom Standpunkte der physikalischen Tat- 
sachen aus sowohl der Grenziibergang bei der Integration als auch 
der bei der Differentiation eine Idealisierung darstellt und da8 diesen 
Grenziibergangen exakt in der Natur nichts entspricht, daB man viel- 
mehr an Stelle des Integrals in der physikalischen Wirklichkeit genau 
genommen nur eine Summe sehr vieler kleiner Summanden, und an 
Stelle eines Differentialquotienten einen Differenzenquotienten aus sehr 
kleinen GréBen bilden muB. Die GréBen Ax bleiben von 0 verschieden; 

‘der Grenziibergang 4 «—>0 hat lediglich die mathematische Bedeutung 

einer weitgehenden Vereinfachung, bei welcher dennoch die Genauig- 
keit der mathematischen Darstellung der Wirklichkeit nicht merklich 
beeintrachtigt wird. 

Beispielsweise werden wir uns entsprechend der atomistischen 
Struktur der Materie die Masse in einer Luftsdule nicht wirklich stetig 
als Funktion von x verteilt denken kénnen; wir wollen uns vielmehr 
(was allerdings wiederum eine idealisierende Vereinfachung ist) vor- 
stellen, daB die Masse in Form von sehr vielen, sehr dicht beieinander- 
liegenden, aber punktférmigen Molektilen tiber die x-Achse verteilt sei. 
Dann wird die Summenfunktion F(x) keine stetige Funktion sein; 
sie wird vielmehr in dem Intervall zwischen zwei Molekiilen einen 
konstanten Wert haben und plétzlich springen, wenn wir mit der 
Variablen den Ort eines neuen Molekiiles passieren; die GréBe dieses 
Sprunges ist gerade gleich der Masse des Molekiiles, die durchschnitt- 

q* 
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liche Entfernung zweier Molekiile wird dabei nach den Ergebnissen der 
Atomtheorie die GréBenordnung von 10-8cm haben. Wenn wir unsere 
GréBen Ax, zwar sehr klein, aber doch noch groB genug gegentiber 
der Lange 10-8cm machen, etwa 10-4cm, dann Jiegen in jedem Inter- 
vall zwischen x und x + Ax noch so viele Molekiile, naémlich der 
GroBenordnung nach 104, da man auch von ihnen noch den Ein- 
druck einer stetigen Verteilung behalt und sich das Recht nimmt, 
diese Verteilung durch eine stetige und differenzierbare Funktion zu 
idealisieren. Als Verteilungsdichte wird man dann einfach den Diffe- 
renzenquotienten ae =e bears seeded betrachten ; selbstverstand- 
lich ist es dabei eine wesentliche physikalische Annahme, daB die Bil- 
dung dieses Differenzenquotienten nicht zu merklich verschiedenen 
Ergebnissen fiihrt, wenn wir die GréBe 4x innerhalb gewisser Grenzen 
verdndern, etwa innerhalb der Grenzen 10-4cm und 10-°cm. 

Man sieht unmittelbar, daB diese Dichte mit der Gesamtverteilung 
durch die jetzt selbstverstandliche Gleichung 


Kin) aA» 


zusammenhangt. 

Es ist vielleicht angebracht, noch ein weiteres Beispiel fiir die Be- 
griffe: Summenfunktion und Verteilungsdichte zu besprechen. In der 
Statistik, z. B. in der kinetischen Theorie der Materie oder in der stati- 
stischen Biologie treten diese Begriffe haufig in einer Form auf, bei der 
der Charakter der mathematischen Idealisierung besonders deutlich wird. 
Betrachten wir etwa die Molekiile eines in einem GefaB eingeschlos- 
senen Gases. Ihre Anzahl sei N. Die Anzahl derjenigen, welche eine 
Geschwindigkeit kleiner als x haben, sei N@®(x). Dann bedeutet @ (x) 
das Verhaltnis der Anzahl derjenigen Molekiile, welche sich mit einer 
zwischen 0 und « gelegenen Geschwindigkeit bewegen, zur Gesamt- 
zahl (die ganze Betrachtung bezieht sich auf einen bestimmten Zeit- 
moment). Diese Summenfunktion ist natiirlich nicht stetig, sondern 


sie wird wieder stiickweise konstant sein und jeweils um die Zahl Het 


sprunghaft anwachsen, wenn bei wachsendem x gerade ein x-Wert er- 
reicht wird, dem ein Molekiil mit der Geschwindigkeit x entspricht. 

Die mathematische Idealisierung, die wir vornehmen, ist nun die, 
daB wir die Zahl N in der Idee iiber alle Grenzen wachsen lassen. Wir 
nehmen an, da bei diesem Grenziibergang N —oo die Summen- 
funktion @(x) gegen eine bestimmte stetige Grenzfunktion F (x) 
strebt. Daf dies wirklich der Fall ist (d. h. da8 man mit hinreichender 
Genauigkeit ®(x) durch eine solche stetige Funktion F(x) ersetzen 
darf) stellt selbstverstandlich eine wesentliche physikalische Annahme 
dar; und eine weitere solche Annahme ist es, wenn wir voraussetzen, 
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dab diese Summenfunktion F (x) einen Differentialquotienten F’ (x) =f (x) 
besitzt, den wir dann als Verteilungsdichte bezeichnen werden. Die 
Summentunktion hangt mit dieser Verteilungsdichte durch die Gleichung 


F(a) =f fy au; F (b)—F (a) = f f(x) dx 


zusammen. 

Man nennt diese Verteilungsdichte gelegentlich auch die spezifische 
Wahrscheinlichkeit dafiir, daB ein Molekiil die Geschwindigkeit x be- 
sitzt. Die eben durchgefiihrte Idealisierung, welche in der auf Maxwell 
zurtickgehenden kinetischen Gastheorie eine groBe Rolle spielt, stellt 
sich in mathematisch genau derselben Form bei zahlreichen Fragen 
der mathematischen Statistik ein. 


§ 7. Integralabschatzungen und Mittelwertsatz der 
Integralrechnung. 


Wir schlieBen dieses Kapitel mit einigen Betrachtungen tiber eine 
Frage von allgemeiner Bedeutung, deren ganze Wichtigkeit allerdings 
erst etwas spdter zutage treten wird. Es handelt sich um die Ab- 
schatzung von Integralen. 


1. Der Mittelwertsatz der Integralrechnung. 


Die erste und einfachste dieser Abschatzungsregeln lautet: Wenn 
die stetige Funktion /(x) in einem Intervall a<x%<6 iiberall nicht 
negativ ist, d.h. iiberall entweder positiv oder Null ist, so ist auch 
das bestimmte Integral 


b 
Ji(aax 


nicht negativ. Ebenso ist dieses Integral nicht positiv, wenn die Funk- 
tion in dem Intervall nirgends positiv ist. Der Beweis dieser Tatsache 
ergibt sich ohne weiteres aus der Definition des Integrales. 

Hieraus entspringt der folgende Satz: Wenn in dem ganzen Inter- 
valle tiberall 


/(x) 2 g(x) 


ist, so ist auch 
b b 
Stedx= Ja(xdx. 


Denn das Integral der Differenz (x) — g(x) ist nach der ersten Be- 
merkung nicht negativ, und nach unserer Summenregel (S. 62) ist 
b 


b 6 
Si) —gle))dx= fi(max— Jean. 


a 
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Es sei nun M der gréBte, m der kleinste Wert der Funktion f (x) 
in dem Intervall abis ’. Dann ist die Funktion M—/(x) in dem Inter- 
vall nicht negativ, und dasselbe gilt fiir die Funktion f(*)—m. Es 
ergibt sich also nach den obigen Bemerkungen sofort die doppelte 
Ungleichung: 


Jax < fiw jax < [tax 


b b b 


und da {mdx =m |dx=m(b—a) und ebenso J Max=M(b—a) 


b 
ist, folgt m(b—a) < [f(x)dx <M(b—a). 


Das betrachtete Integral la8t sich daher darstellen als das Produkt 
von 6—a mit einem we f zwischen m und M 


Fro u(b—a). 


Die genaue GréBe dieses Tener: # brauchen wir nicht allge- 
mein anzugeben. Wir kénnen aber aussagen, daf er an einer gewissen 
Stelle € des Intervalles ax § <6 von der Funktion angenommen wird, 
da eine stetige Funktion in einem Intervalle alle Werte zwischen ihrem 
groBten und ihrem kleinsten Wert annimmt (vgl. S. 51). Wie beim 
Mittelwertsatz der Differentialrechnung ist bei vielen Anwendungen 
die genaue Angabe des Wertes € unwichtig. Wir diirfen also uw = f(&) 
setzen, wo & ein solcher Zwischenwert ist, und kénnen dann schreiben 
b 


Jixjdx= (b—a) f(E). 


In dieser letzteren Formulierung bezeichnen wir unsere Abschatzungs- 
formel als Mittelwertsatz der Integralrechnung. Wir kénnen diesen Mittel- 
wertsatz noch ein wenig verallgemeinern, indem wir an Stelle des Inte- 
granden f(x) einen Integranden der Form f(x) p(x) betrachten, wobei 
p(x) eine beliebige positive Funktion bedeutet, die wir, ebenso wie f(x), 
als stetig annehmen. Da M(x) = f(x) p(x) = mp(x) ist, so erhalten wir 
sofort die Beziehung: 


b b 
m J p(x)dx < fii) piydx <M fp(xydx 


oder, in eine Gleichung zusammengefapt: 


b 
Jie) B(a)dx= 118) Slade 


a 


wo & wieder ein Mittelwert ist. 
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2. Anwendungen. Die Integration von x* fiir beliebiges irrationales a. 


Der Mittelwertsatz bzw. die mit ihm gleichbedeutenden Integral- 
abschatzungen liefern uns sofort eine sehr wichtige Einsicht in eine 
anschaulich iibrigens sofort einleuchtende Tatsache: Der Wert eines In- 
tegrales andert sich nur wenig, wenn die Funktion selbst iiberall wenig 
geandert wird. Prazis ausgedriickt: Die Integrale zweier Funktionen f(x) 
und g(x), welche sich in dem ganzen Intervall a < x <b absolut ge- 
nommen um weniger als eine Zahl ¢ unterscheiden, unterscheiden sich 
selbst voneinander absolut genommen um weniger als ¢(b—a). In 
Formeln: Wenn in unserem Intervall | f(x) — g(x)| <e gilt, so ist 


b b 
Jt (e)dx —Jg(x)dx| <2 (b—a) 


oder, was damit gleichbedeutend ist, 


b b b 
—e(b—a) + fg(x)dx< Jf (x)dx< fg(xjdx+e(b—a). 


Figur 47 zeigt uns diese Tatsache sehr deutlich. Wir ziehen zu 
der Kurve y = f(x) die Parallelkur- 
View 7 (ies und, VY =f (x)=. J 


In dem durch diese beiden Parallel- Del he ae ee 
kurven gebildeten Streifen verlauft Vat aes s 
nach Voraussetzung die Funktion S| 
g(x). Es wird hieraus sofort klar, 

daB die Flacheninhalte, die von den 
Kurven /(x) und g(x) begrenzt sind, 


sich nicht um mebr als den halben 
Streifeninhalt voneinander unter- 


scheiden kénnen, und dieser Streifen- 4 & ce a. 
inhalt ist gerade die Zahl ra 
b b 
S (fe) 4e)dx— J (f(%) —2)dx = 28(b—a). 


Ohne Berufung auf die Anschauung folgt sofort aus den Betrach- 
tungen in Nr. 1 und aus den Ungleichungen — ¢ +-g (x) </(%)<e + g(x) 
die Beziehung 


b 


b b 
S(—et+g(a)dx< Si(xdx < Jig) edn, 


a 


welche sofort infolge der Grundregeln iiber Integrale die Gestalt 


b b b 
—e(b—a) + fg(xjdx<Ji(xdx<Jg(x)dx+e(b—a) 


— &(b—a)+- 
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annimmt — wir haben dabei nur das Integral einer Summe durch die 
entsprechende Summe der Integrale ersetzt und beachtet, daB 


b 
f edx=e(b—a) 
ist. 
Zur Erlauterung der eben bewiesenen Tatsache will ich zeigen, 


da8 man mit ihrer Hilfe imstande ist, die Funktion «* fiir irgend 
einen irrationalen Wert von « zu integrieren, genauer, das _be- 


b 
stimmte Integral fi x*dx za bilden. Wir setzen dabei voraus, daB 
a 


Ved = DASt. 
Den Exponenten « stellen wir als Grenzwert einer Folge von ratio- 
nalen Zahlen «@, %,...,%,,... Gar, « =lima,, wobei wir voraus- 


t-—>0O 
setzen diirfen, daB keiner dieser Werte «, mit —1 zusammenfallt ; 
denn « selbst ist ja von — 1 verschieden. Fiir die Potenz x* benutzen 
wir dann die Definition 
a% = lint 4s 
n—->CO 

und beachten folgendes: Wie klein auch immer wir die positive Zahl e 
wahlen, stets kénnen wir den Index » so gro8 hinzubestimmen, daB 
in dem ganzen Intervalle a<x<b gilt: |x*—x%|< ¢.}) 

Nunmehr brauchen wir nur unsere obige Beziehung auf die Funk- 
tionen /(x) = x* und g(x) = x anzuwenden und erhalten 


b b b 
—e(b—a)+ fumndx< f xtdx =< Jxendx+e(b—a). 


Rechts und links aber kénnen wir die Integrale gemaB dem Resultat 
aus §2 Nr. 4 ausfiihren und erhalten 


1 
an +1 


Ly Orrt tate) 4 66a), 


n 


b 
(btn +1— unt) < [xtdx< 
a 


Lassen wir nunmehr die Zahl ¢ immer kleiner werden und gegen 0 streben, 
so miissen wir 2 immer gréBer und gréBer wahlen; da die Zahlen «,, 


1) Der Beweis ergibt sich, wenn wir der Kiirze halber voraussetzen, daB 
a, «> O ist, 6, = a%,—a > 0 also, sehr einfach folgendermaBen: Unter 
Beriicksichtigung des monotonen Charakters von #@ wird 
| 4% — xn | — %] 1 yon = pal es aon | 
EG Mek s : on 
Da lim a" = 1, also lim| 1— a 
n-—>CO 


| = 0 ist, so strebt die von der Lage von x 


im Intervall gar nicht mehr abhangige Zahl «, = b“| 1 — a | mit wachsendem 
n gegen Null, was zu beweisen war. 
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gegen « und a%n bzw, bn gegen a* bzw. 0% konvergieren, erhalten 
wir unmittelbar das Resultat 

b 

1 
a ae ee feel 74+ 1 

fx ae | (b Go saa): 
Mit anderen Worten: Auch fiir irvrationale Exponenten « gilt dieselbe 
Integralformel wie fiir rationale. Beilaufig bemerkt folgt hiernach aus 
dem Fundamentalsatz von § 4, da auch fiir irrationale « die Diffe- 
rentiationsformel 


d 
A ata © ate) gilt. 
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§ 1. Die Existenz des bestimmten Integrales einer stetigen 
Funktion. 


Ich bin noch den analytischen Beweis der Tatsache schuldig, daB 
das bestimmte Integral einer stetigen Funktion f(x) zwischen den 
Grenzen a und b (a<6) stets existiert; hierzu betrachten wir in der 
Bezeichnung: des zweiten Kapitels, § 1 die Summe 


F,, = Sf (&) 4%. 


id 


Es ist sicherlich 


F,= S'f(v,) An <F, < SH (uy) 4m =F,, 


n — 
v?=1 el fl 


wo f(v,) den kleinsten, f(u,) den gr6Bten Funktionswert im v-ten Teil- 
intervall bedeutet. Die Aufgabe ist, zu beweisen, daB F,, gegen einen 
bestimmten, von der speziellen Art der Intervalleinteilung und der 
Wahl der &, unabhangigen Grenzwert konvergiert, wenn bei wachsen- 
dem x die Lange des langsten Teilintervalles A x, gegen 0 strebt. Offen- 
bar ist es zu diesem Zwecke notwendig und hinreichend zu zeigen, 
daB die Ausdriicke F,, und F,, beide gegen ein und denselben Grenzwert 
konvergieren. ey 

Wenn die Intervalleinteilung so fein gewahlt ist, daB in jedem Inter- 
vall die Schwankung | / (u,)—/(v,)| der stetigen Funktion kleiner als 
eine im tibrigen beliebig klein vorgegebene Zahl ¢ wird (was wegen 
der GleichmaBigkeit der Stetigkeit der Funktion /(x) stets méglich ist), 
dann ist gewiB 


0<F,—F,= 341% (f(m)—i(%))<e(b—a), 


py) 


y= 
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und wir sehen also, daB diese Differenz bei wachsendem 1 gegen 0 
strebt, so daB wir uns damit begniigen kénnen, z. B. die Konvergenz 
von F,, zu beweisen. Diese Konvergenz ist bewiesen, sobald gezeigt ist, 
daB ie —F.,| beliebig klein wird, wenn nur die beiden entsprechenden 
Einteilungen, die wir als ,,Einteilung m‘‘ bzw. ,,Einteilung ~“ bezeichnen 
wollen, einen bestimmten Grad der Feinheit tibersteigen. Wir setzen 
also voraus, daB fiir beide Einteilungen die Schwankung der Funk- 
tion {(«) in jedem Teilintervalle kleiner als ¢ bleibt. Dann gehen wir 
zu einer dritten Einteilung iiber, deren Teilpunkte wir erhalten, wenn 
wir samtliche Teilpunkte der beiden Einteilungen, die zu den Zahlen 
und m gehéren, zusammennehmen. Diese Teilung, welche / Teilpunkte 
haben mége, bezeichnen wir durch den Index / und betrachten den 


zugehorigen Wert F,. Wir kénnen nun die Differenz [ay ios | ab- 


schatzen, indem wir erst fiir die Differenzen | F,,, —F F, | und |F, —F;| 
Abschatzungen gewinnen. Ich behaupte, daB folgende beiden Beziehun- 
gen gelten: 


FE, Sf Fed ie Bask 


eee 


m* 


Der Beweis folgt sofort aus der Bedeutung unserer Ausdriicke. Be- 
trachten wir etwa das y-te Teilintervall der zu  gehérigen Einteilung, 
dann entsprechen diesem Teilintervall ein oder mehrere Teilintervalle 
der zu / gehoérigen Einteilung ; simtliche Summanden bei dieser letzteren 
Einteilung bestehen aus zwei Faktoren, deren erster eine Differenz A x 
und deren zweiter sicherlich nicht gr6Ber als f/(u,) und nicht kleiner 
als f(v,) wird. Die Summe der Differenzen Ax bei der feineren Ein- 
teilung J, die zu dem betrachteten v-ten Intervall der gréberen Ein- 
teilung 1 gehéren, ist aber gerade 4x,. Wir sehen also, daB der be- 
treffende Beitrag zu dem Ausdruck F, zwischen den Grenzen A x, / (u,) 
und A x,/f(v,) liegt. Indem wir jetzt die Summe tiber samtliche  Teil- 
intervalle bilden, erhalten wir sofort die erste der beiden obigen Un- 
gleichungen und die zweite ergibt sich genau so, wenn wir statt von 
der Einteilung 1 von der Einteilung m ausgehen. 


Wir haben vorhin gesehen, daB F,, —F,<e(b—a) ist; ebenso 
gilt Fans Hee e(b —a). Nach den eben bewiesenen Ungleichungen 


fiir F, folgt also 0 < F,, —F,<e(b—a) und OXF, —F, <e(b—a). 
Mithin gilt sicherlich auch 


\F,-F)—@,—F) |=|Fa —Fu|<2e (6-2). 


Diese Beziehung lehrt, da ¢ beliebig klein vorgegeben werden kann, 
tatsachlich nach dem Cauchyschen Konvergenzkriterium die Konver- 


genz unserer Zahlen F,,. Gleichzeitig erkennen wir aus unserer Betrach- 


“ 
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tung unmittelbar, daB der Grenzwert von der Art der Einteilung voll- 
standig unabhingig ist 4). 

Der Existenzbeweis fiir das bestimmte Integral einer stetigen Funk- 
tion ist damit gefiihrt. 

Unser Beweisverfahren lehrt noch mehr. Es zeigt uns, daB man 
in vielen Fallen auch durch etwas allgemeinere Grenzwertbildungen 
zum Integral gefiihrt wird. Wenn z. B. f(x) = p(x) p(x) ist und das 
Integrationsintervall von a bis b durch die Teilpunkte x, in  Teile 
geteilt ist, so betrachten wir jetzt statt der Summe //(&,) Mx, die 
allgemeinere Summe 

LP (55) Y (Sr) Ax, 
wo nunmehr &, und & zwei nicht notwendig zusammenfallende Punkte 
des y-ten Teilintervalles sind. Auch diese Summe wird bei wachsendem 
n gegen das Integral 


streben, wenn dabei die Intervallangen gegen Null konvergieren. 
Entsprechendes gilt fiir alle analog gebildeten Summen, z. B. wird 
die Summe 


SV EP + vrs, 
y= 1 


gegen das Integral 


b ——— eS 
JV e@r+ p (x)2dx 


konvergieren. Der Beweis fiir diese Tatsachen verlauft vollstandig 
ebenso wie der oben gefiihrte und braucht daher nicht besonders aus- 
gefiihrt zu werden. 


§ 2. Zusammenhang des Mittelwertsatzes der 
Differentialrechnung mit dem Mittelwertsatz 
der Integralrechnung. 


Zwischen dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung und dem der 
Integralrechnung besteht eine einfache Beziehung, welche durch den 
Fundamentalsatz gegeben wird und die ich als lehrreiches Beispiel fiir 
seine Handhabung hier ausfiihren will. Nehmen wir zunachst den 
Mittelwertsatz der Integralrechnung in seiner speziellen Form 


J f(*) dx = (b—a) f(8), 


1) Vgl. hierzu Anm. 1 auf S. 36. 
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dann erhalten wir, wenn wir ft (x) dx =F (x), also {(%) =’ (x) setzen, 
unmittelbar als Ausdruck des eben hingeschriebenen Mittelwertsatzes 
die Gleichung 
F (b) — F (a) = (b— a) F’ (&) 
oder 
F(b)—F +o 
F ( ) BG ha (e) 


b—a 


Hierbei kénnen wir fiir F(x) offenbar eine beliebige Funktion wahlen, 
deren erste Ableitung F’ (x) =/(x) stetig ist, und damit ist der Mittel- 
wertsatz der Differentialrechnung fiir solche Funktionen bewiesen. 

Die allgemeinere Fassung des Mittelwertsatzes der Integralrechnung 


6 
f i(x) B(x) dx=1(8) SP) ae, 


a 


wo f(x) eine in unserem Intervall positive, / (x) eine dort beliebige stetige 
Funktion bedeutet, fiihrt entsprechend zu einem verallgemeinerten 
Mittelwertsatz der Differentialrechnung. Setzen wir 


Ji) p(x) dx=F(x) db. f(a)p (x) = P(x), 
Jp(x)dx=G(x) dh. p(x) =G'(x), 
so nimmt die obige Mittelwertformel die Gestalt an 
F (b) — F (a) = (G0) —G(a)) 7 (€) 


oder, da 7/(z) = 


#(b) — F(a) _ F’(é) 
G(b) —G(a) G’(&)* 


Diese Formel, in welcher & wieder einen gewissen Zwischenwert 
zwischen a und 6 bedeutet, nennt man den verallgemeinerten Mittelwert- 
satz der Differentialrechnung. Fiir seine Giiltigkeit braucht offenbar 
lediglich vorausgesetzt zu werden, daB F und G stetige Funktionen 
mit stetigen Differentialquotienten sind, und daB iiberdies G’ (x) iiberall 
positiv (oder auch tiberall negativ) ist. Man kann namlich unter diesen 
Voraussetzungen die ganze Betrachtung unmittelbar umkehren. 

Es sei schlieBlich darauf hingewiesen, daB wir bei den hier gegebenen 
Herleitungen fiir die Mittelwertsatze der Differentialrechnung engere 
Voraussetzungen machen miissen, als es an sich nétig ist. (Vgl. hierzu 
zweites Kapitel, § 3, Nr 8 und spater S. 165.) 
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Differential- und Integralrechnung der 
elementaren Funktionen. 


§ 1. Die einfachsten Differentiationsregeln und ihre 
Anwendungen. 


In der héheren Anlysis und ihren Anwendungen ist die Sachlage 
gewohnlich die, daB die Probleme des Integrierens wichtiger sind 
als die des Differenzierens, daB jedoch die Differentiation weit weniger 
Schwierigkeiten bietet. Demgem4&B erscheint es im Aufbau der In- 
tegral- und Differentialrechnung als das naturgem&Be Verfahren, zu- 
nachst méglichst weite Klassen von Funktionen differenzieren zu lernen 
und die gewonnenen Resultate vermége der Fundamentalsatze des § 4 
vom zweiten Kapitel zur Lésung von Integrationsproblemen nutzbar 
zu machen. Die Durchfiihrung dieses Programmes wird die Aufgabe 
der nachsten Paragraphen sein. Wir wollen dabei gewissermaBen noch 
einmal von vorn anfangen, indem wir die wichtigsten Differentiationen 
und Integrationen ohne Berufung auf die Resultate des vorigen Kapitels 
in systematischem Zusammenhange ausfiihren. Dabei spielen einige 
Differentiationsregeln, von denen wir die ersten tibrigens schon kennen 
gelernt haben (drittes Kapitel, § 3), eine wichtige Rolle. 


1. Differentiationsregeln. 


Wir setzen voraus, da8 in dem betrachteten Intervalle die Funk- 
tionen {(%) und g(x) differenzierbar sind; dann lauten unsere Regeln: 

1. Regel. Multiplikation mit ener Konstanten. Ist c eine Konstante 
und p(x) =cf(x), so ist p(x) difterenzierbar und es wird 


y (x) =cf' (x). 
Der Beweis folgt unmittelbar aus der Beziehung 
sate al Mota ae 


h h 


und dem Grenziibergang h — 0. 
2. Regel. Differentialquotient einer Summe. Ist p(x) = f(x) + 
so ist (x) differenzierbar und es wird 
gp’ (x) = f(x) + g(x), 
d.h. wir kénnen den Proze8 der Differentiation und Addition mitein- 
ander vertauschen. Dasselbe gilt bei einer Summe aus einer beliebigen 
Anzahl, etwa » Summanden 


(%), 


Wie} 


W 
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Es ist dann 


y=l 
Den Beweis kann ich nach dem zweiten Kapitel, § 3 als fast selbst- 


verstandlich tibergehen. 
3. Regel. Differentialquotient eines Produktes. Ist 


p (x) = f(x) g(x), 
so ist (x) Pees und es wird 

x) = f(x) g(x) + 9’ (x) f(x). 
Der Beweis folgt aus on Gleichung 

p(x +h)—pl(*)_ e+ ee ee 
h 1 
_ fe + Alex +h) — Ha + Ade (*) + tl + Ae *) — F(*) 8 (#) 
h 


Se yet Nate) (yee DIG) 
In dem letzten Ausdruck laBt sich aber der Grenziibergang h—0 
ohne weiteres ausfiihren und fiihrt unmittelbar zu der behaupteten 
Formel. 

Diese Formel gewinnt eine noch iibersichtlichere Gestalt, wenn wir 
sie durch p(x) = f(x) g(x) dividieren!). Wir erhalten dann 

gp (*)_f (*) , 8’(*) 
p(*) F(z) © B(x)" 

Wendet man diese Produktregel mehrfach an, so erhalt man fiir den 
Differentialquotienten des Produkts von mehreren, etwa ” Funktionen 
einen Ausdruck aus » Summanden, deren jeder aus dem Produkt der 
Ableitung eines der Faktoren mit den iibrigen Faktoren des urspriing- 
lichen Produktes besteht. Als Formel geschrieben: 


yp (x*) = = (f(a ) fa (x yee rte) 7, ioe) mo 


ee 


oder iibersichtlicher nach Division durch (x) = f, (x) fo (x)... fy (x) 
of) _ HO) KO). hi AL) 
p@) h@) the) the) — hey’ 
4. Regel. Differentialquotient eines Quotienten. Fir den Quotienten 


_ f(*) 
DO res 


1) Wobei wir allerdings annehmen miissen, daB gp (%¥) nirgends verschwindet, 
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gilt die folgende Differentiationsregel: An allen Stellen, an denen g(x) 
nicht verschwindet, ist g(x) differenzierbar, und es ist 


ry) — 8(*)f (#) — 8(4) f(*) 
Py) a aaa 
Fr Dati ee is hee en\2) 
ee ele) ix) ala) 
Setzen wir die Differenzierbarkeit von w(x) schon voraus, so kénnen 
wir nach der Produktregel aus f(x) = p(x) g(x) schlieBen: 


f (x) = p(x) g(x) + g(x) p(x). 


Setzt man hier rechts fiir g(«) den Quotienten Ao ein und rechnet aus 
der gewonnenen Gleichung ’ («) aus, so erhalt man ohne weiteres die 
obige Regel. Um jedoch die Differenzierbarkeit von g(x) gleichzeitig 
mit zu beweisen, geben wir dem Beweise folgende Wendung: Wir 


schreiben: 
f(w+h)_ t(*) f(w+h) —f(%)  g(v+h)— g(x) 
ol +h)—ols) _e@ta ga) 8 mie 
h h g(x) g(x +h) 


Lassen wir jetzt h gegen Null streben, so erhalten wir das behauptete 
Resultat; denn nach Voraussetzung existieren die Grenzwerte der 
beiden nach Ausfiithrung der Division sich ergebenden Summanden 

4 “(x) f (# 
oe bzw. gleich a ae 
Existenz des Grenzwertes der linken Seite und die Differentiations- 
formel folgt. 


rechts und sind gleich , womit dann auch die 


9. Differentiation der rationalen Funktionen. 


Wir leiten zunachst noch einmal fiir jedes ganzzahlige positive n 
die Differentiationsformel 


ee prt ace pene 
ax 


ab, indem wir uns auf die Produktregel stiitzen. Wir fassen x” auf als 
ein Produkt von m Faktoren: x” = x---x und erhalten daraus 


a ee Fe oe ae SE oppo a a ggu—= ™ 
x 


Der zweite Differentialquotient der Funktion x” ergibt sich nun- 
mehr unter Benutzung der eben gewonnenen Formel und der ersten 
Differentiationsregel sofort 

q2 


und ebenso hieraus 
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a3 : 
Gan n(n—1)(n— 2)x"—-8, 


d” 
dx” 
Man erkennt, daB der x + 1-te Differentialquotient von x” tiberall 


verschwindet. 
Mit der Differentiation der Potenzen ist auf Grund unserer zweiten 


Regel sofort auch die Differentiation einer beliebigen ganzen ratio- 
nalen Funktion 


xM™—=1-2---n=n! 


Y= Ay + a % + AgK® + > ++ + a,x” 
moglich. Es wird einfach 
yy" = dy + 2a,% + 3agx® + +--+ a,x"? 
und weiter 
"= 2a,+3:2a,%+4:3a,x2+ ---+n-(n—1)a,x"—2, usw. 

Die Differentiation der gebrochenen rationalen Funktion ergibt 
sich nun mit Hilfe der Quotientenregel. Speziell wollen wir noch 
einmal die Differentiationsformel fiir die Funktion x” ableiten, 
wenn ” =—m eine ganze negative Zahl ist. Die Anwendung der 
Quotientenregel ergibt, unter Beriicksichtigung der Tatsache, daB der 
Differentialquotient des Zahlers gleich Null ist, das Resultat 
d ( 1 )= mam—1 m 


dx \x™ ylam amt. 4 


oder wenn wir m = —vun einsetzen 


d ‘ies n—-1 
Ss OS 
ax 


in genauer formaler Ubereinstimmung mit der Formel fiir positives 1 
und ebenso wie diese im Einklang mit dem friither (zweites Kapitel, 
§ 3, Nr. 3) gewonnenen Resultat. 


3. Differentiation der trigonometrischen Funktionen. 
Fiir die trigonometrischen Funktionen sin x und cos x hatten wir 
schon friiher (S. 75) die Differentiationsformeln 


Cie d 2 
— sin % = x 5%x=— x 
ax Sin ¥ = Cos x und dx COS * sin x 


gewonnen. Wir kénnen nunmehr mit Hilfe der Quotientenregel auch 


die Funktionen 
sin ¥ cos ¥ 
SSL Et Sein Und: ei Ol ae 


Os ¥ sin * 


differenzieren. Der Differentialquotient der ersten Funktion wird nach 
dieser Regel 


, cos? “+ sin? x 1 


Vo ——| 


cos2 x ~ cos? ¥ 
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und wir erhalten als Resultat 
ad 
Gas ae Neer ie aie te 
fp eed 1 tg? % COS4ey 
und ganz ebenso ergibt sich 


1 
sin? # 


d 
gy ote x =— (1+ ctg? x) = — 
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1. Allgemeine Integrationsregeln. 

Der Fundamentalsatz des § 4 vom zweiten Kapitel bzw. die Defini- 
tion des unbestimmten Integrales erdffnet uns die Méglichkeit, jeder 
Differentiationsformel eine entsprechende Aquivalente Integralformel 
gegentiberzustellen. Mit den ersten drei Differentiationsregeln des 
vorigen Paragraphen sind offenbar die folgenden z. T. schon im 
zweiten Kapitel, § 1 erwahnten Integrationsregeln vollstandig 4quivalent. 

Multiplikation mit einer Konstanten: Ist c eine Konstante, so ist 


fcf(x)dx =c ff(x)dx 


Integration einer Summe: Es ist stets 


Sie) + elm)dx=JSi(adx+ fe(aax 
Der dritten Differentiationsregel entspricht die Regel der Produkt- 
integration oder Teilintegration (partielle Integration). Durch Integra- 
tion erhalten wir aus der Ss 


Sieg nydx= fice’ (max + Sexi ae. 
Das unbestimmte av Sead auf ve linken cate ist offenbar gerade 
f(x) g(x), und wir kénnen daher die Regel der Produktintegration in 
der folgenden Gestalt schreiben: 


Silage’ (dx=] — fg(x) 


Ich habe diese cane nur a et ee halber als Gegen- 
stiick zu der Produktregel der Differentiation angegeben; von Wichtig- 
keit wird sie fiir uns erst im nachsten Kapitel werden (siehe dort § 4). 


2. Integration der einfachsten Funktion. 
Den oben gewonnenen Differentiationsformeln fiir spezielle Funk- 
yionen stellen wir nun die inhaltlich gleichbedeutenden Integrations- 
formeln gegeniiber. Die Formel 


LE ey pie 1 
dx 


lautet als Integralformel 
[wtdsae. n == 0 


Courant, Differentialrechnung. 8 


114 III. Differential- und Integralrechnung der elementaren Funktionen. 


Denn diese Formel besagt nichts anderes, als da der Differential- 
quotient der rechten Seite gleich dem links unter dem Integralzeichen 
stehenden Integranden ist. Ersetzen wir m durch 1 + 1, so gewinnen 
wir die Integralformel 


1 
fundx = 
nN 


Diese Formel hat fiir jeden ganzzahligen Exponenten m ihre Giil- 
tigkeit, ausgenommen fiir » =— 1, wo der Nenner 7 + 1 verschwinden 
wiirde. Dieser Ausnahmefall »=—1 soll uns spater im § 6 noch 
ausfiihrlicher beschaftigen. 

Der Fundamentalsatz der Integralrechnung erlaubt uns sofort, 
unsere Integralformeln zur Flacheninhaltsbestimmung, d.h. zur Be- 
rechnung bestimmter Integrale auszuniitzen. Wir erhalten un- 
mittelbar nach Kap. II, § 4, Nr. 4 


b 


1 
Jade ay), n=-—1 


eae ee n= —1. 


a 


wobei wir, wenn  negativ ist, a und 0 beide als gleichen Vorzeichens 
voraussetzen, weil sonst der Integrand im Integrationsintervall unstetig 
wird. 

Den Differentiationsformeln fiir sin x, cos #, tg x und ctg x ent- 
sprechen als Integralformeln die folgenden 


J cosxdx=sin x fsin xdx=—cos x 
Eat i | dx =—ctg x 
les Eh sn) ae 


Aus diesen Formeln erhalten wir sofort nach der Grundregel vom 
zweiten Kapitel, §4, die Werte des bestimmten Integrales zwischen 
irgendwelchen Grenzen, z. B. 
b b 
Jcosxdx=sinx|=sinb—sina. 
~ a a 
DaB es mit Hilfe der ersten beiden Integrationsregeln nunmehr 
moglich ist, beliebige ganze rationale Funktionen zu integrieren, sowie 
mit beliebigen konstanten Koeffizienten gebildete lineare Kombina- 
tionen der iibrigen hier integrierten Funktionen, brauche ich hier kaum 
noch besonders zu betonen. Ich méchte aber noch auf den folgenden 
Punkt hinweisen. Integrationsregeln und Differentiationsregeln miissen 
nach dem Fundamentalsatz einander aquivalent sein; man kann daher 
auch die allgemeinen Integrationsregeln dieses Paragraphen zuerst be- 
weisen und aus ihnen die Differentiationsregeln des vorangehenden 


Paragraphen ablesen. Ich méchte Ihnen raten, diesen Gedanken allein 
durchzufiihren. 
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§ 8. Die Umkehrfunktion und ihr Differentialquotient. 


1. Die allgemeine Differentiationsformel. 


Wir haben frither (S. 14 und 52) erkannt, daB eine stetige Funktion 
y = f(x) sich in einem Intervall, in welchem sie monoton ist, ein- 
deutig umkehren laBt. Genauer: Ist a < x <b ein Intervall, in welchem 
die. stetige Funktion y = f(x) monoton verliuft und wird f(a) =«% und 
entsprechend {(b) = B gesetzt, so ist x eine in dem Intervall zwischen « 
und B eindeutig bestimmte stetige und monotone Funktion x = p(y) von y. 

Der Begriff des Differentialquotienten gibt uns ein sehr einfaches 
Mittel, um den monotonen Charakter und damit die Umkehrbarkeit 
einer Funktion zu erkennen. Eine differenzierbare Funktion ist namlich 
sicherlich stets dann monoton zunehmend, wenn in dem betreffenden 
Intervall tiberall /’ (*) > 0 ist und entsprechend monoton abnehmend, 
wenn dort tiberall /’ (x) <Oist. Diese anschaulich einleuchtende Tat- 
sache folgt analytisch sofort aus dem Mittelwertsatz f(x + h)—f(x) 
=hf' (x + Bh), (0<@< 1). Ist f(x) tiberall positiv bzw. negativ und 
liegt x sowie x + h im Intervalle, so wird also f(x + h) — f(x) stets 
das gleiche bzw. das entgegengesetzte Vorzeichen wie / besitzen. 

Wir zeigen nun folgenden Satz: Ist y = {(x) in Intervalla<x<b 
differenzierbar und tiberall dort entweder f’ (x) > 0 oder f(x) <0, dann 
besitzt in diesem Intervall auch die Umkehrfunktion x = p(y) einen Dif- 
ferentialquotienten, und zwischen dem Diufferentialquotienten der gege- 
benen Funktion y = f(x) und dem der Umkehrfunktion x = y(y) besteht 
die Beziehung f' (x)-y'(y) =1, welche wir auch 


ay ik 
dx dx 
dy 


schreiben konnen. 

In der letzten Schreibweise kommt wieder die Schmiegsamkeit der 
Leibnizschen Bezeichnung zum Ausdruck. Es ist eben tatsdchlich so, 
als ob die Symbole dy und dx RechengréBen waren, mit denen man 
operieren kann wie mit wirklichen Zahlen. Entsprechend einfach ergibt 
sich auch der Beweis dieser Formel unmittelbar, wenn man die 
Differentialquotienten als Grenzwerte von Differenzenquotienten auf- 
faBt: 


a HAL ; — 
y’ = f’ (x) = lm Ae = Jim oe ) 
Ap Sys 


wobei x und y=/(x) bzw. x, und y;= /(%,) zusammengehorige Werte- 

paare bedeuten. Da nach Voraussetzung der erste dieser Grenzwerte 

nicht Null ist, und da die Gleichung lim 4% = 0 mit der Gleichung 

lim Ay = 0 wegen der Stetigkeit von y = f(x) und x = p(y) gleich- 

bedeutend ist, also auch die Beziehungen y,—> y und x, > * gleich- 
g* 
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bedeutend sind, so existiert auch der Grenzwert 


; 1 : 
und dieser Grenzwert ist gleich F(x)" Andererseits bedeutet er nach 


Definition den Diferentialquotienten g’ (vy) der Umkehrfunktion 9 (¥), 
und damit ist unsere Formel bewiesen. 
Ubrigens hat diese Formel eine ein- 
fache geometrische Bedeutung, welche 
an Figur 48 unmittelbar klar wird. Die 
Tangente an die Kurve y = f(x) oder 
x =q/(y) bildet mit der positiven x-Achse 
einen Winkel «, mit der positiven y-Achse 
einen Winkel f, und zufolge der geometri- 
schen Bedeutung der Differentialquotienten 
ist 
Fig. 48, [{@)=tga, 9 (9) tes: 


Da aber die Winkel « und f sich gerade zu ~ er anzen, so isttg «tgfP—l, 
§ 9 STS § “tg 


und diese Relation driickt genau unsere Differentiationsformel aus. 

Wir haben bisher ausdriicklich 
vorausgesetzt, daB entweder /’ (x)>0 
oder /’ (x) < 0 sei, daB also nirgends 
f' (~) = 0 wird. Was geschieht nun, 
wenn diese Gleichung doch besteht ? 
Gilt tiberall in einem Intervalle 
f' (x) = 0, so ist die Funktion dort 
konstant, also gewiB nicht umkehr- 
bar, weil demselben Werte von y 


ws 


Fig. 49. Fig. 50. 


alle Werte x dieses Intervalles entsprechen miiBten. Gilt jedoch 
die Gleichung /(«)=0 nur an einzelnen Stellen, so hat man zu 
unterscheiden, ob beim Durchgang durch diese Stellen /’(x) sein 
Zeichen wechselt oder nicht. Im ersten Falle trennt diese Stelle ein 
Intervall, wo die Funktion monoton zunimmt, von einem solchen, wo 
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sie monoton abnimmt. In der Umgebung einer solchen Stelle ist eine 
eindeutige Umkehrbarkeit nicht vorhanden. Im zweiten Falle stért 
die Nullstelle der Ableitung den monotonen Charakter der Funktion 
y = f(x) nicht, also auch nicht die eindeutige Umkehrbarkeit. Nur 
wird die Umkehrfunktion an der betreffenden Stelle nicht mehr diffe- 
renzierbar sein, vielmehr wird dort ihre Ableitung unendlich werden. 

Beispiele fiir beide Vorkommnisse liefern die Funktionen y = x? 
bzw. y = x an der Stelle x =0. Die Figuren 49 und 50 veranschau- 
lichen uns das Verhalten der beiden Funktionen beim Durchgang durch 
den Nullpunkt und zeigen zugleich, daB man im zweiten Falle die 
Funktion y = x3 in der Umgebung des Nullpunktes eindeutig umkehren 
kann, im ersten Falle aber nicht. 


2. Die Umkehrfunktionen der Potenzen und der trigonometrischen 
Funktionen. 


Das einfachste Beispiel bieten die Funktionen y = x” fiir ganzes 
positives m und, wie wir zuniachst allgemein voraussetzen wollen, 
auch fiir positives x. Es ist dann y’ immer positiv, so da8 wir iiberall 
fiir positives y in eindeutiger Weise eine positive Umkehrfunktion 

1 
ok 
bilden kénnen. Der Differentialquotient dieser Umkehrfunktion ergibt 
sich nach der obigen allgemeinen Regel nunmehr unmittelbar durch 
die folgende Rechnung 
1 
Rs ee as gad aie es 2 ae 
dy dy dy nx® ln n-1 y 3 
dx View 


und wir kénnen als SchluBresultat, indem wir jetzt wieder die abhan- 
gige Variable mit y und die unabhangige mit x bezeichnen, schreiben 
=1 


“dx ax 


ae ue L 
d\x _@ (x)= ae 
nN 


iibrigens in Ubereinstimmung mit dem in Kap. II, § 3, Nr. 3 direkt 
abgeleiteten Ergebnis. 
Eine besondere Beachtung verlangt nur der Punkt x = 0. Nahert 
1 
: d n 
sich x von positiven Werten her der Null, so wird — fiir 1 >1 offenbar 
iiber alle Grenzen wachsen, was der Tatsache entspricht, daB die Ab- 


leitung der n-ten Potenz f(x) = x” fiir m > 1 im Nullpunkt verschwindet. 
i 


Geometrisch bedeutet dies, daB die Kurven y =x" fir n> 1 im Null- 
punkt alle die y-Achse bertihren (vgl. Fig. 17 von S. 25). 
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Erginzend sei bemerkt, daB wir fiir ungerades die Voraussetzung 
x > 0 aufgeben und die Funktionen y = x” fiir alle Werte von x be- 


trachten diirfen, ohne da8 ihr monotoner Charakter und ihre eindeutige 
1 


Umkehrbarkeit durch die Funktion * = y” verloren geht. Auch die 
1 1 


d aoe : 5 : 
Differentiationsformel 7_ y"=7 y® bleibt dann fiir negative y be- 
aa :; ' 
stehen: fiir x = 0 wird _— — 0, was einem unendlich groBen Diffe- 
d : : 
rentialquotienten = an der Stelle y=0O bei der Umkehrfunktion 
entspricht. 

Um die trigonometrischen Funktionen umzukehren, betrachten wir 
nochmals die Kurven von sin x, cos x, tg x, ctg x. Wir erkennen sofort aus 
Figur 14 und 15 (S. 17), daB fiir jede dieser Funktionen ein bestimmtes 
Intervall ausgewahlt werden muB, wenn man von einer eindeutigen 
Umkehrung sprechen will; denn die Parallelen y=c zur x-Achse 
schneiden diese Kurven, wenn iiberhaupt, in unendlich vielen Punkten. 

Fir y =sin x wird die Ableitung y’ =cos x z. B. im Intervall 


—+F EAU + positiv sein. In diesem Intervall kénnen wir also den 


Sinus eindeutig umkehren; wir schreiben diese Umkehrfunktion des 
Sinus in der Form 

x= arc sin y 
(gesprochen arcussinus y, womit man den Bogen meint, dessen Sinus 
den Wert y hat). Diese Funktion lauft monoton von —F bis + = 


wenn y ebenso das Intervall von —1 bis + 1 durchlaéuft. Will man 
besonders betonen, dal} man die Umkehrung des Sinus gerade fiir dieses 
Intervall meint, so spricht man von dem Hauptwert des arcussinus. 
Fiihrt man die Umkehrung fiir ein anderes Intervall aus, in welchem 


‘ 3 
sin x monoton verlauft, z. B. das Intervall bi <2 Y ae vig SOser aly 


man ,,einen andern Zweig‘‘ des arcussinus; ohne genaue Angabe des 
Intervalles, in dem die Funktionswerte liegen sollen, ist der arcussinus 
eine mehrdeutige Funktion von y. 

Allgemein kommt die Mehrdeutigkeit von are sin y dadurch zum 
Ausdruck, daB zu demselben Wert y des Sinus zugleich mit dem 
Bogen x auch der Bogen 2k + x, sowie der Bogen (2k + 1)2—~x 
gehort, wie auch immer die Zahl k als positiver oder negativer ganz- 
zahliger Wert gewahlt wird (vgl. Fig. 51). 

Die Differentiation der Funktion x = arcsin y vollzieht sich nunmehr 
ohne weiteres vermége unserer allgemeinen Regel durch die folgende 
kleine Rechnung: 

deal l 1 l 
dy y ~ cos¥ Vi—sintz yl—yt’ 
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wobei die Quadratwurzel positiv zu nehmen ist, wenn wir uns in dem 
angegebenen Intervall befinden 4). 


Schreibt man schlieBlich wieder fiir die abhangige Verinderliche x 
Ay=sinc i 


Fig. 51, 


statt y, so erhalt man die Differentiationsformel der Funktion arc sin x 
in folgender Form 


d : 1 
SOL SX, = 
dx yl — # 

Dabei ist vorausgesetzt, daB arc sin x zwischen —+ und + + liegt, 


und das Vorzeichen der Quadratwurzel ist positiv zu wahlen. 
Genau ebenso ergibt sich fiir die Umkehrfunktion von y = cos x, 
die wir mit arc cos x bezeichnen, die Differentiationsformel 


d 1 
ae OL COS... = 
ax yl — x2 


Hier ist das Vorzeichen der Wurzel positiv zu nehmen, wenn man 


Fig. 52. 


die Werte von arccos im Intervall zwischen 0 und az (nicht wie 
: Ag 2 
beim arc sin zwischen —F und + a wablt. 


Noch ein Wort ist tiber die Endpunkte x =—1 und *=+1 
des Intervalles fiir « zu sagen. Die Differentialquotienten werden bei 
Ann&herung an diese Endpunkte unendlich, entsprechend der Tatsache, 
daB die Kurven, welche den arcsin bzw. den arc cos darstellen, an 


: : z : It : 

diesen Stellen vertikale Tangenten besitzen miissen da ja cos-5 = 0 ist. 
: Tt 3 

1) Wirden wir statt dessen das Intervall = LTR 9% zugrunde legen, was 

der Ersetzung von x durch x + 2% entspricht, so hatten wir das negative Vor- 


zeichen der Wurzel zu wahlen, weil dort cos v negativ ist. 
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Ganz analog kénnen wir die Umkehrfunktion des tg und ctg behan- 


it 
deln. Die Funktion y = tg x, deren Differentialquotient —, > tiberall 


positiv ist, ]aBt sich im Intervalle — > ae > offenbar eindeutig 


umkehren. Wir nennen diese Umkehrfunktion x = arc tg y bzw. 
y =arctg x unter Vertauschung der Buch- 
Y staben x und y und erkennen sofort aus 
Figur 53, daB die urspriinglich, d.h. ohne 
genaue Festlegung eines Intervalles fiir 
die Werte der Funktion arctg x vorhan- 
dene Mehrdeutigkeit bei der Umkehrung 
zum Ausdruck kommt, indem wir zu 
jedem x an Stelle eines Wertes y in 
unserem Intervall auch einen beliebigen 
Wert y+ kz fiir beliebiges ganzzahliges k 
hatten wahlen kénnen. Fiir die Funk- 
tion y =ctg x wird die Umkehrfunk- 
’ tion x =arcctg y bzw. y=arc tg x unter 
Vertauschung von x und y eindeutig 
bestimmt sein, wenn wir fiir deren 
Bee: Werte das Intervall von 0 bis a fest- 
legen; die Mehrdeutigkeit von arc ctg x 

ist im tibrigen dieselbe wie bei arc tg x. 
Die Differentiationsformeln ergeben sich wieder in der folgenden 

Art 


es are tas te ee eee 
= gy; ne Coats ame ERE EOP, SA Boe 
dx 
d ; 
x%=arcctg y; O* 2 int yee 1 
dy 1+ ctg?¥ 1+ y? 


oder, wenn wir schlieBlich wieder die unabhangige Verdanderliche mit x 
bezeichnen 


d 1 
Fab ipeneg 

d 1 

qx ote clg += — Taw: 


3. Die zugehérigen Integralformeln. 


In der Sprache der unbestimmten Integration ausgedriickt lauten 
unsere eben abgeleiteten Integrationsformeln folgendermaBen: 


1 1 
ji a% =arc sinw, via dx =—arccos~x, 
= V1] — x 


1 
ee ax =arc tg x, Jnes ax =— arc ctg x. 
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Zwischen den ersten beiden Formeln und zwischen den letzten beiden, 
die den unbestimmten Integralen zwei anscheinend ganz verschiedene 
Funktionen zuordnen, besteht kein Widerspruch. Wir miissen bedenken, 
daB im unbestimmten Integral eine beliebige additive ube ver- 


fiigbar bleibt. Ziehen wir aus dieser Konstanten den Bestandteil — 9 heraus 


und beachten, daB 4 “3 arc cos ¥ = arcsin x ist und ebenso 5 y — arccotg % 


= arc tg x, so klart sich diese formale Unstimmigkeit sofort auf. Diese 
Unbestimmtheit beruht also lediglich darauf, daB das unbestimmte 
Integral nicht eine bestimmte Funktion, sondern eine ganze Schar von 
Funktionen bedeutet, welche sich untereinander durch beliebige additive 
Konstanten unterscheiden. Eine Gleichung fiir ein unbestimmtes In- 
tegral legt nicht den Wert, sondern nur einen Wert desselben fest. 
Es ware, wie schon erwahnt, korrekter, diese Tatsache stets kon- 
sequent dadurch zum Abdruck zu bringen, da man die unbestimmten 
Integrationskonstanten immer besonders mitschreibt, also statt 


stets 

Sidx=F(a) +c. 
Aus Bequemlichkeitsgriinden aber pflegt man von dieser umstandlicheren 
Schreibweise abzusehen ; man muB sich um so mehr der Unbestimmtheit, 
die mit der abgekiirzten Schreibweise verbunden ist, stets bewuBt 
bleiben (vgl. auch zweites Kapitel, S. 92). 

Aus den Formeln der unbestimmten Integration folgen sofort be- 
stimmte Integralformeln, wenn man gema dem zweiten Kapitel, 
§ 4, Nr. 4 die Integrationsgrenzen einfiihrt. Speziell ist 

b 


dx | 
| ye = are tg x arc tgd—arctga. 


Setzen wir a=0,d =1 und 

beachten, daB tg0 =0 und 

tg * — ist, so gewinnen wir 
4 


die merkwiirdige Formel 


1 
I 1 
4 =| J -—- #? dx 
0 
Die Zahl x, die urspriinglich Fig. 54. 
aus dey Betrachtung des Kretses 


3 ; : 1 
heraus entstand, wird durch diese Formel mit der rationalen Funktion Tas 


in eine sehr einfache Verbindung gebracht und als Flacheninhalt gedeutet, 
welcher in der durch Figur 54 angegebenen Weise definiert ist. 
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§ 4. Die Differentiation der zusammengesetzten Funktionen. 


1. Die Kettenregel. 


Die friiheren Differentiationsregeln gestatten uns, jede Funktion zu 
differenzieren, die sich durch Funktionen mit bekannten Differential- 
quotienten linear gebrochen ausdriicken 1aBt. Wir k6énnen aber noch 
einen ganz wesentlichen Schritt weitergehen und alle diejenigen Funk- 
tionen differenzieren, welche sich durch Zusammensetzen aus Funk- 
tionen mit bekannten Differentialquotienten ableiten lassen. Es sei 
g(x) eine in einem Intervall a< «<b differenzierbare Funktion, 
die dort alle Werte eines Intervalles «< m<f annimmt. Dann 
wollen wir eine zweite dort differenzierbare Funktion g(g) der un- 
_ abhangigen Veranderlichen » betrachten, bei der diese Veranderliche das 
letzte Intervall von « bis 6 durchlauft, und nunmehr g (y) = g(p(«)) =f («) 
als Funktion von x in dem Intervall a < x < 6 auffassen. Es wird 
dann die Funktion /(x) =g((x)) als eine aus den Funktionen g 
und p zusammengesetzte Funktion der unabhangigen Veranderlichen x 
im Intervalle a< x <b bezeichnet. 

Ist'z..B. 9 (4) == 1 == 42nd ‘2(9) = Vo. so heiBt diese zusammen- 
gesetzte Funktion einfach f{(x) = es Als Intervall ax x<b 
werden wir hier das Intervall 0< x <1 nehmen. Der Wertevorrat der 
Funktion g(x) fiillt dabei ebenfalls das gesamte Intervall 0 <p<1 


aus; es ist also die zusammengesetzte Funktion f(x) = yl — 7. in dem 
Intervall 0 < x <1 definiert. 
Ein anderes Beispiel fiir die Zusammensetzung von Funktionen ist 


die Funktion f(x) = 1 + «2, wobei die Zusammensetzung durch die 
Gleichungen 


g(x) = 1+ # g(p) = 


gekennzeichnet wird und wobei der Funktionswert g(x) die Gesamt- 
heit aller positiven Zahlen >1 durchlauft und dementsprechend die 
Funktion g(g) fiir alle Werte von x gebildet werden kann. 

Bei der Zusammensetzung von Funktionen in dieser Art hat man 
natiirlich immer zu beachten, daB man sich auf solche Intervalle 
a@< x <b beschrankt, bei welchen die zusammengesetzte Funktion 
in dem ganzen zugehérigen Intervall definiert ist. Z. B. existiert die 


zusammengesetzte Funktion al —x* nur in dem Gebiet -—lSix<l1 
der unabhangigen Veranderlichen x, nicht aber in dem Gebiet 1< x < 2, 
weil der Wertevorrat der Funktion (x) dort aus negativen Zahlen 
besteht, fiir welche die Funktion g(p) nicht definiert ist. 

Ebenso wie man zwei Funktionen miteinander zusammensetzen 
kann, kénnen und miissen natitirlich auch Funktionen betrachtet werden, 
bei denen ein solcher ZusammensetzungsprozeB Sfter vorgenommen wird, 
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Z. B. die Funktion 
yl = alc tg 475 
welche durch folgenden Zusammensetzungsprozeb 


g(xs)=%, plp)=1+arctgy, g(p)=Jy(y) =f (x) 
erklart ist. 

Fiir die Differentiation der zusammengesetzten Funktionen gilt nun 
folgender grundlegender Satz, die Kettenregel der Differentialrechnung : 
Die Funktion f(x) = g (p(x)) ist differenzierbar und ihr Differential- 
quotient wird gegeben durch die Gleichung 


(x) = ge (g)-@" (x) , 


oder in der Leibnizschen Bezeichnung 


In Worten: Man erhalt die Ableitung der zusammengesetzten Funktion 
als das Produkt der Ableitungen der bei der Zusammensetzung benutzten 
Funktionen. Der Beweis dieser Formel gelingt sehr einfach, wenn wir 
auf die Bedeutung des Differentialquotienten zuriickgreifen. Es ist 


. namlich 


Ag=g(p)Ap+eAd4p und Ag=q'(x*)Ax+y4x ; 
dabei bedeuten ¢ und 4 zwei Zahlen, welche gegen 0 streben, sobald 
Ax und damit auch Aq gegen 0 strebt, — im iibrigen kénnen und 
brauchen wir tiber diese beiden Zahlen ¢ und y nichts weiter auszusagen, 
als da wir fiir 4g =O auch ¢ =0 definieren —. Setzen wir nun in 
die ersten der beiden Gleichungen den Ausdruck fiir Ap aus. der 
zweiten ein, so ergibt sich 


Ag =g' (y) y (x) Ax + (ne (p) + ey’ (x)) Ax + enApAx 

oder 

A , D 

<2 =e (p) @ (x) + (ng (p) + eg! (*) +e AQ). 
In dieser Gleichung aber kénnen wir nunmehr Ax gegen 0 streben 
lassen und erhalten sofort das behauptete Ergebnis, da die Klammer 
auf der rechten Seite fiir J +0 selbst gegen 0 strebt. Mithin besitzt 
auch die linke Seite unserer Gleichung einen Grenzwert y’, und dieser 
ist gleich dem Produkt der beiden Grenzwerte rechts, wie behauptet 
wurde 2), 


1) Wir hatten die Regel auch beweisen kénnen, indem wir den Grenz- 


A 
iibergang Ax —-0 und den daraus folgenden Ag -—-0 in der Beziehung re 


== es : Be. ausfiihren. Der im Text gegebene Weg ist jedoch vorzuziehen, weil 


Ag Ax 


er Sonderbetrachtungen fiir den Fall y’(*¥) = 0 vermeidet. 
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Unsere Regel dehnt sich, wenn wir sie mehrfach hintereinander 
anwenden, unmittelbar auf den Fall aus, daB eine Funktion f(x) durch 
Zusammensetzung von mehr als zwei Funktionen entsteht. Ist z. B. 


y=g(u), u=v), v=y(%), 

so kénnen wir y = f(x) als Funktion von x auffassen; ihre Differentiation 
vollzieht sich nach der Regel 

dy OS pt P ; _ ay du dv 
Sie ee a WY) ONO AY) eee oe 
und analog liegen die Dinge, wenn wir eine beliebige Anzahl von 
Funktionen miteinander zusammensetzen. Den Beweis dafiir kann 
ich Ihnen selbst tiberlassen. 


2. Beispiele und Anwendungen. 
Als einfachstes Beispiel betrachten wir die Funktion y = x*, wo 


ae 7 gesetzt ist und wo q eine positive ganze Zahl, # eine positive 


oder negative ganze Zahl, « also eine beliebige positive oder negative 
rationale Zahl bedeuten darf. Es ergibt sich nach der Kettenregel fiir 


jet a Pig Xe 
die Formel 
es es Oe oat 3) 
/ Diane aa! = — “41 
Veeeey. Ae ins 
so daB wir fiir beliebige rationale « die Differentiationsformel 


d a a—1 
da ik 


erhalten, in Ubereinstimmung mit der schon frither in Kap. II, §3 auf 
anderem Wege gegebenen Ableitung. 
Als zweites Beispiel betrachten wir 
y= Y1l—x? oder y= Ve 
wo gy =1—x? und —1<x<1 ist. Die Kettenregel liefert 


1 Ar 
i Sie : (— 2%) =: ees A 
2-)@ yvl—+* 


1. = arcsin J1—x?, 
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2 ite 
1 — *’ 
9) 
Gey ek vie ee 2 
ax Vee ax 2yl+% (1 —#)? 
—* 
ds Meee oat z 
a: 
(+ a)? (1— x) 


Auch die Kettenregel der Differentialrechnung kénnen wir in Ge- 
stalt einer Integrationsformel ausdriicken, entsprechend der Tatsache, daB 
jeder Differentiationsformel eine Integrationsformel als vollsténdiges 
Aquivalent entspricht. Wir wollen jedoch diese Formel an dieser Stelle 
ubergehen, da wir sie zunachst noch nicht brauchen werden und ohnehin 
an einer spateren Stelle (viertes Kapitel, § 2) ausfithrlich behandeln 
miissen. 


38. Nochmals Integration und Differentiation von x* fiir 
irrationales a. 


Entsprechend der elementaren Definition der Potenz x* fiir irratio- 
nales x durch die Gleichung 
oie 
wo die Zahlen 7, eine Folge rationaler Zahlen mit dem Limes « bedeuten, 
k6nnte man versucht sein, die Differentiation von x* durch die direkte 
Ausfiihrung des Grenziiberganges in der Differentiationsformel 


aay perp 
ax ee 


durchzufiihren. Man mii8te hierzu das Recht haben, aus der Beziehung 


d d : 
x'n —> x* auch auf die Gleichung 77%, >], *° zu schlieBen. Es steht 


aber einem solchen Grenziibergang ein schwerwiegendes prinzipielles 
Bedenken entgegen. Man kann namlich 

in beliebig naher Nachbarschaft einer. —%3ASOGOSOD- 
Kurve andere Kurven ziehen, deren 

Richtung von den Richtungen der ur- 

sprtinglichen Kurve an beliebigen Stel- 

len beliebig viel abweicht; z. B. kann SX I 
man eine gerade Linie durch einen 

beliebig nahe an ihr verlaufenden Wel- Fig. 55. 

lenzug annahern, dessen Wellen gegen- 

iiber dieser geraden Linie immer wieder eine Steilheit von 45° erreichen 
(vgl. Fig. 55). Mit anderen Worten, es lehrt uns dieses Beispiel: Man 
darf aus der Tatsache, daB zwei Funktionen sich iiberall nur wenig 
voneinander unterscheiden, nicht ohne weiteres schlieBen, da8 auch ihre 
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Differentialquotienten tiberall nahe aneinander liegen; und dieser Ein- 
wand verbietet uns, den so naheliegenden Grenziibergang ohne be- 
sondere Rechtfertigung auszufiihren. 

Ganz anders aber als bei dem Differentialquotienten liegen die 
Verhiltnisse beim Integral. Hier haben wir im zweiten Kapitel, 
§7, Nr.2 erkannt, daB die Integrale zweier Funktionen, die sich in 
einem ganzen Intervall von a bis 6 tiberall um weniger als € unter- 
scheiden, selbst um weniger als e( — a) voneinander verschieden sind. 
Daraus haben wir an jener Stelle mit Hilfe des Fundamentalsatzes 
die Giiltigkeit der Differentiationsformel 

1 d 
pean poet oer 
oder bei Ersetzung von « + 1 durch « 


d 0 —1 
EI ae 


auch fiir irrationales « abgeleitet, so daB also auf diesem indirekten Wege 
d d : 
schlieBlich doch die oben angegebene Beziehung 7 x"" > 7, x“ ihre Be- 


statigung gefunden hat. 

Jene Betrachtung war fiir uns ein charakteristisches Beispiel fiir das 
Ineinandergreifen von Differentialrechnung und Integralrechnung. Wir 
werden es jedoch aus prinzipiellen Griinden vorziehen, in § 6 an Stelle 
der elementaren Definition von x* eine andere innerlich einfachere zu 
setzen, welche uns von neuem und ohne Umwege zu dem gewonnenen 
Resultat hinfithren wird. 


§ 5. Maxima und Minima. 


Nachdem wir zu einer gewissen Beherrschung des Problemes der 
Differentiation der elementaren Funktionen und der aus ihnen zusam- 
mengesetzten gelangt sind, bietet sich uns die Méglichkeit zu mannig- 
fachen Anwendungen. Ich méchte die elementarste dieser Anwen- 
dungen, die Theorie der Maxima und Minima einer Funktion, im 
Zusammenhang mit einer geometrischen Diskussion der zweiten Ab- 
leitung, schon an dieser Stelle besprechen, um dann im nichsten Para- 
graphen den Faden der allgemeinen Theorie wieder aufzunehmen. 


1. Allgemeine Vorbemerkungen iiber die geometrische Bedeutung 
der Differentialquotienten. 


Nach Definition des Differentialquotienten / (x) einer Funktion f (x) 


gibt dieser die Steigung der Kurve y = f(x) an. Diese Steigung kénnen 


wir wiederum durch eine Kurve y’ = az {(*) =/ (x) ‘reprasentieren, 


die Differentialkurve zu der gegebenen. Die Steigung dieser letzteren 
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2 
Kurve wird durch den Differentialquotienten — T(x) = an ACT eay 
den zweiten Differentialquotienten von f(x) gegeben usw. Ist der 
zweite Differentialquotient /’’(”) an einer Stelle x — und infolge der 
hier vorausgesetzten Stetigkeit dann auch in einer gewissen Nachbar- 
schaft dieser Stelle — positiv, so bedeutet dies, daB beim Passieren 
dieser Stelle in Richtung wachsender x-Werte der Differentialquotient 
der Kurve zunimmt. Die Kurve wird also ihre konvexe Seite nach der 


Richtung abnehmender y-Werte zeigen. Umgekehrt ist es, wenn /’’ (x) 


Fig. 56a, f’ > 0. 


negativ ist. Im ersten Falle wird also die Kurve in der Umgebung 
der Stelle x oberhalb ihrer Tangente, im zweiten Falle unterhalb ihrer 
Tangente verlaufen (vgl. Fig. 56a und b). 

Eine besondere Beachtung verlangen nur die Stellen, wo /’’ (x) =0 
ist. Im allgemeinen wird beim Durchgang durch eine solche Stelle die 
zweite Ableitung /”’ (x) ihr Vor- 
zeichen wechseln. Dann wird ein 
solcher Punkt eine Ubergangs- 
stelle zwischen den beiden oben 
gezeichneten Typen sein; d. h. 
die Tangente in diesem Punkte 
wird auf der einen Seite oberhalb, 
auf der anderen Seite unterhalb 
verlaufen, also die Kurven nicht 
nur beriihren, sondern zugleich 
durchschneiden (vgl. Fig. 57). ? x 
Ein solcher Punkt heiBt Wende- Fig. 57. 
punkt, die zugehorige Tangente 
Wendetangente der Kurve. Das einfachste Beispiel gibt uns die Funk- 
tion y = x5, die sog. kubische Parabel, fiir welche im Punkt * = 0 
die x-Achse selbst eine Wendetangente ist. Ein anderes Beispiel lie- 


Y 


Flay 


Ure 
fert die Funktion f(x) =sin x, fiir welche f(x) = 7 sin x =cos x, 


f" (&) Sih asin wird. Fir %’= 0: ist also (0) = 1 und 
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{’’ (0) =0; die Sinuskurve hat also, da /”’ (x) fiir x =0 das Zeichen 
wechselt, im Nullpunkt eine um 45° geneigte Wendetangente. 

Man muB jedoch beachten, daB es auch Stellen geben kann, bei 
denen zwar f”’ (x) = 0 ist, bei denen jedoch die Tangente die Kurve nicht 
schneidet, sondern ganz auf einer Seite der Kurve bleibt. Dies gilt z. B. 
fiir die Kurve y = x4, welche ganz oberhalb der x-Achse liegt, und fiir 
welche ebenfalls fiir « = 0 die zweite Ableitung /’’ («) verschwindet. 


2. Maxima und Minima. 


Wir sagen, daB eine stetige Funktion oder eine Kurve y = /(%) 
an einer Stelle x = & ein Maximum bzw. ein Minimum besitzt, wenn, 
wenigstens in irgend einer Umgebung dieser Stelle x = &, die Funk- 
tionswerte f(x) sdmtlich kleiner bzw. gréBer als f(€) sind. Unter einer 
Umgebung einer Stelle € verstehen wir dabei ein Intervall « < « < £, 
welches den Punkt € im Innern enthalt. Geometrisch gesprochen sind 
also solche Maxima und Minima 
Wellenberge bzw. Wellentaler 
der Kurve. Ein Blickauf Figur 58 
zeigt uns, daB sehr wohl der 
Wert des Maximums an einer 
Stelle P; kleiner sein kann a 
der Wert des Minimums an 

Fig. 58. einer anderen Stelle P,; dem 

Begriff des Maximums und Mini- 

mums haftet also zunachst stets etwas Relatives, namlich die Beziehung 
auf eine jeweils abzugrenzende Umgebung an. 

Will man den wirklich absolut kleinsten Wert oder absolut gréBten 
Wert der Funktion feststellen, so mu8 man noch besondere Betrach- 
tungen anstellen, um zu entscheiden, ob und wie man ihn aus den 
Minima oder Maxima aussondern kann. 

Fiir uns kommt es zunichst darauf an, die relativen Maxima oder 
Minima, oder wie wir mit einem neutralen Wort sagen wollen, die vela- 
tiven Extrema (Extremum heiBt auBerster Wert) einer Funktion oder 
Kurve zu finden. Diese Aufgabe, welche von der Geometrie, der Mecha- 
nik und der Physik sehr haufig gestellt wird, und welche auch sonst in 
zahlreichen Anwendungen immer wieder auftritt, hat einen der ersten 
Anlasse zur Ausbildung der Differential- und Integralrechnung im 
17. Jahrhundert gebildet. 

Man erkennt sofort, daB bei vorausgesetzter Differenzierbarkeit 
fiir eine solche Extremumstelle € die Tangente an die Kurve horizontal 
verlaufen muB. Es ist also die Bedingung 


I'(é) =0 


eine notwendige Bedingung fiir das Eintreten eines Extremums; 
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durch Auflésung dieser Gleichung nach der Unbekannten & erhalten wir 
die Stellen, fiir welche ein solches Extremum eintreten kann. Unsere 
Bedingung ist aber keineswegs etwa eine hinreichende Bedingung 
fiir ein Extremum; es kann nimlich Stellen geben, fiir welche die Ab- 
leitung verschwindet, d. h. die Tangente horizontal verlauft, fiir welche 
die Kurve aber weder ein Maximum noch ein Minimum besitzt. Dieser 
Fall tritt dann ein, wenn die Kurve an der betreffenden Stelle eine 
horizontale sie durchschneidende Wendetangente besitzt, wie in dem 
obigen Beispiel der Funktion y = x? an der Stelle x = 0. 

Hat man aber einmal eine Stelle € gefunden, fiir welche /’ (§) ver- 
schwindet, so kann man sofort schlieBen, daB die Stelle eine Maximum- 
stelle ist, wenn /’’(&) <0 wird, eine Minimumstelle, wenn /” (&) >0 
ist, denn im ersten Falle liegt in der Umgebung dieses Punktes die 
Kurve ganz oberhalb der Tangente, im zweiten ganz unterhalb. 

Statt uns bei der Ableitung unserer notwendigen Bedingungen auf 
die Anschauung zu berufen, hatten wir natiirlich leicht auch einen rein 
analytischen Beweis geben kénnen (vgl. hierzu die ganz entsprechenden Be- 
trachtungen zum Rolleschen Satz auf S. 83). Ist die Stelle é eine Stelle des 
Maximums, so muB8 bei hinreichend kleinem / der Ausdruck f ()—/ (+h) 
agsttiv seta. Also wird der Quotient paste A positiv oder negativ, 
je nachdem / negativ oder positiv ist. Der Grenzwert dieses Quotienten, 
wenn / von negativen Werten her gegen 0 strebt, kann also nicht nega- 
tiv sein, wahrend er, wenn / von positiven Werten her gegen 0 strebt, 
nicht positiv sein darf. Da beide Grenzwerte wegen der vorausgesetzten 
Existenz der Ableitung einander gleich und zwar gleich /’ () sein miissen, 
so kénnen sie nur den Wert Null haben; d. h. es muB /’ (€) = 0 sein. 
Eine entsprechende SchluBweise gilt fiir ein Minimum. 

Wir k6énnen iibrigens notwendige und hinreichende Bedingungen 
fiir das Eintreten eines Maximums oder Minimums auch formulieren 
und analytisch beweisen, ohne die zweite Ableitung heranzuziehen. 
Es besteht nimlich an einer Stelle & sicherlich dann ein Minimum oder 
ein Maximum, wenn die Ableitung f/(x) beim Durchgang durch dtese 
Stelle ihr Vorzeichen wechselt; und zwar tritt en Minimum ein, wenn die 
Ableitung links von & negativ, rechts positiv ist, andern{falls eon Maximum. 

Zum Beweise bilden wir unter Benutzung des Mittelwertsatzes 
fE+M)—1(Q =hf E49). Wir sehen, daB f (E+ h)—f (6) unter 
unserer Voraussetzung bei hinreichend klein gewahltem h dasselbe Vor- 
zeichen haben muB, gleichviel ob / positiv oder negativ ist ; und hieraus 
ergibt sich unmittelbar die Richtigkeit unserer Behauptung. 

Gleichzeitig erkennen wir, daB tatsachlich der Funktionswert 7 (¢) 
den kleinsten bzw. den gréBten Wert in jedem den Punkt é enthaltenden 
Intervalle darstellt, in welchem kein weiterer Zeichenwechsel der Ab- 
leitung mehr eintritt. 

Courant, Differentialrechnung. 9 
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Da der Mittelwertsatz, auf den allein wir diese Betrachtung ge- 
stiitzt haben, auch dann noch anwendbar bleibt, wenn / (x) an der 
Stelle € selbst nicht mehr differenzierbar ist, wohl aber an allen andern 
betrachteten Stellen, wenn also z. B. die Kurve y = / (x) fiir « = eine 
Ecke oder Spitze hat, so sind wir auf diese Weise noch zu einem etwas 
allgemeineren Resultat gelangt: Wenn die Funktion f(x) in einem die 
Stelle € enthaltenden Intervalle stetig und, héchstens mit Ausnahme 
dieser Stelle differenzierbar ist, so hat sie an dieser Stelle ein Maximum 
bzw. Minimum, falls dort zwei Intervalle mit verschiedenem Vor- 
zeichen der Ableitung /’ (x) getrennt werden. Beispielsweise hat die 
Funktion y = |x| an der Stelle x =0 ein Minimum, weil / (x) > 0 
fiir x >0O und /’ (x) <0 fiir x < 0 gilt (vgl. Fig. 33, S. 76). Ebenso 


hat die Funktion y = yx an dieser Stelle ein Minimum, obwohl dort 
1 


der Differentialquotient ae unendlich ist (vgl. Fig. 36, S. 77). 

Im iibrigen méchte ich zur allgemeinen Theorie der Maxima und 
Minima noch folgende Bemerkung machen: Die Aufsuchung der Maxima 
und Minima ist nicht ohne weiteres gleichbedeutend mit der Aufsuchung 
der gré8ten und kleinsten Funktionswerte in einem abgeschlossenen 
Intervalle. Bei einer monotonen Funktion werden diese gréBten und 
kleinsten Werte am Rande des Intervalles angenommen und sind dafin 
keine Maxima und Minima in unserem Sinne mehr — denn dieser Be- 
griff bezog sich immer auf eine volle Umgebung der betreffenden Stelle. 
So hat z.B. die Funktion /(x) = x im Intervall 0 < * <1 an der 
Stelle 0 einen kleinsten Wert und an der Stelle 1 ihren gréBten Wert, 
und entsprechendes gilt fiir jede monotone Funktion. Die Funktion 


: ‘ Lae 
y = arctg x mit der Ableitung y = law ist fiir — co < x < o monoton 


und besitzt in diesem offenen Intervall weder ein Maximum oder 
Minimum noch einen gréBten oder kleinsten Wert. 

Will man nach Aufsuchung der Nullstellen von /’ (x) sicher gehen, 
da8 man damit auch die Stellen eines absolut kleinsten oder gr6Bten 
Wertes gefunden hat, so wird man sich oft des folgenden Kriteriums 
bedienen: Eine Nullstelle — von f' (x) gibt sicherlich dann fiir ein ganzes 
Intervall den absolut kleinsten oder absolut grépten Wert von f(x), wenn 
im dem ganzen Intervall f(x) > 0 bzw. f'’ (x) < 0 ist. Es ist namlich 
dann wegen des Mittelwertsatzes, wenn auBer € auch noch €+h 
zum Intervall gehért, 


P(E+A =L(E+h)—f( =hf’ (E+ dh). 


Es hat also die Ableitung /’ (x) an der Stelle x = & + h das Vorzeichen 
von h oder das entgegengesetzte, je nachdem 7” (x) > 0 oder f’’ (x) < 0 
vorausgesetzt wurde ; hieraus aber folgt die Behauptung nach unserer 
vorigen Bemerkung. 
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3. Beispiele fir Maxima und Minima. 


1. Aufgabe. Unter allen Rechtecken gegebenen Flacheninhaltes 
ist eines mit kleinstem Umfang zu suchen. 


Der Flacheninhalt sei a2, die eine Seite x (wobei wir fiir « das Intervall 


0 < x < o zu betrachten haben), dann ist die andere Seite & und 
der halbe Umfang wird gegeben durch 


Es wird 


Die Gleichung /’ (€) = 0 hat die einzige positive Wurzel é =a. Fiir 
diese wird /’’ (x) positiv (ebenso wie fiir jedes positive x); sie liefert 
also den gesuchten kleinsten Wert und wir erhalten das sehr plausible 
Resultat, daB von allen betrachteten Rechtecken das Quadrat den 
kleinsten Umfang besitzt. 

2. Aufgabe. Unter allen Dreiecken mit gegebener Grundlinie 
und gegebenem Flacheninhalt ist dasjenige von kleinstem Umfang zu 
bestimmen. 

Um diese Aufgabe zu lésen, machen wir die gegebene Grundlinie 
AB zu einem Teil der x-Achse eines Koordinatensystems, den Mittel- 
punkt O von AB zum Nullpunkt. Ist C die Spitze des betreffenden 
Dreiecks, 4 seine — fest gegebene — Hohe und x, # die Koordinaten 
der Spitze, so wird die Summe der beiden zu bestimmenden Seiten 
des Dreiecks AC und BC offenbar, wenn die Lange der gegebenen 
Grundlinie 2a ist, durch 


f(x) =Vata?+h+yx—aPe+he 


gegeben und wir erhalten weiter : 


, eS x -- a t we FS —a 
MO eae alate 
ne (x) st —(¥# + a)? Ae 1 _ ce eae B 1 
(Vetart te)? Vator te (Ww#—aPt+e)?  px—aP te 
h2 h? 


T ——— 


~ (W@-aj?+- Re) * (\@— a? + 2) 

Man erkennt sofort, daB erstens /’ (0) verschwindet, dab zweitens /’’ (x) 
stets positiv ist; daher wird die Stelle x = 0 tatsachlich ein Minimum 
liefern; da /’ (x) > 0 ist, nimmt /’(*) immer zu und es kann also 
an keiner andern Stelle /’(x) =0 sein, so daB die Stelle x = 0 tat- 
sichlich den absolut kleinsten Wert geben mu. Dieser kleinste Wert 
wird also durch das gleichschenkelige Dreieck geliefert. 

Q* 
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Ganz ahnlich erkennt man, daB unter allen Dreiecken gegebenen 
Umfangs und gegebener Grundlinie das gleichschenkelige den gr6Bten 
Flacheninhalt besitzt. ' 

3. Aufgabe. Kleinste Entfernungssumme eines Punktes einer 
Geraden von zwei gegebenen festen Punkten. 

Es sei eine gerade Linie und zwei feste Punkte A B gegeben. Auf der 
geraden Linie ist ein Punkt P ge- 
sucht, so daB die Entfernungssum- 
me PA + PB méglichst klein wird. 

Wir machen die gegebene Ge- 
rade zur x-Achse eines Koor- 
dinatensystems und wahlen die 
Bezeichnungen von Figur59. Dann 
wird die gesuchte Entfernungs- 
summe gegeben durch 


f(x) = Vx? +h? 4+ V(x—aP +e 


und wir erhalten weiter 


/'(x) .s nv 2 x —a 
a2 ht (4 — 2)? Fi 
fie) = : eek ems 
1 (e+e) jth (eat +e) | yaa te 
h2 h2 


s+ re 
(ya + ay (Vw = @)® $A) 
Die Gleichung /’ (§) = 0 liefert uns also 
5 ions 


Jen yea +R’ 
cos «= cos 6 
und dies bedeutet, daB die beiden Geraden PA und PB mit der ge- 
gebenen Geraden gleiche Winkel bilden miissen. Da wir damit tat- 
saichlich den kleinsten Wert erhalten, zeigt uns das positive Vorzeichen 
vou j' (x). 

Die Lésung dieser fAufgabe steht in engstem Zusammenhang 
mit dem Spiegelungsgesetz der Optik. Nach einem wichtigen 
Prinzip der Optik, dem sog. Fermatschen Prinzip der kiirzesten Lichtzeit, 
wird die Bahn eines Lichtstrahls durch die Eigenschaft charak- 
terisiert, daB die Zeit, die das Licht braucht, um von einer Stelle A 
zu einer Stelle B unter gewissen Bedingungen zu kommen, méglichst 
kurz sein muB. Wird dem Lichtstrahl die Bedingung auferlegt, auf 
seinem Wege von A nach B einen Punkt der gegebenen Geraden (etwa 
eines Spiegels) zu passieren, so sehen wir, daB die kiirzeste Lichtzeit 
fiir einen solchen Strahl erreicht wird, bei dem ,,Einfallswinkel gleich 
, Ausfallswinkel‘ ist. 
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4. Aufgabe. Brechungsgesetz. 

Es seien zwei Punkte A und B auf verschiedenen Seiten der x-Achse 
gegeben. Welcher Weg fiihrt in méglichst kurzer Zeit von A nach B, 
wenn die Geschwindigkeit auf der einen Seite der x-Achse c,, die Ge- 
schwindigkeit auf der anderen Seite der x-Achse cy ist ? 

Es ist klar, daB dieser ,,kiirzeste“ Weg aus zwei geradlinigen Strecken 
bestehen muB, welche in einem Punkte P der x-Achse zusammenstoBen. 
Mit den Bezeichnungen von Fi- 
gur 60 erhalt man fiir die Lange 
der Strecken PA und PB die 
beiden Ausdriicke: 


i? + x? bzw. yet (a — x)2, 


und wir erhalten die Zeit, die 
zu dem Wege bendtigt wird, 
indem wir die beiden durch- Fig. 60. 

messenen Wege jeweils durch 

die entsprechende Geschwindigkeit dividieren. Die fiir den Weg ge- 
brauchte Zeit ergibt sich also als: 


= Ve ee = Vi (a—x)?. 


Durch Differentiation erhalten wir hieraus: 


ys a ee 

1 Ph? + x? 2 A2 + (a — #)? 

ae so (a — x)? 
I fOr (ar hee rae! T+ EGS eg ee ee 
pp eyes EG 
(Va Ea)? C. (Yaz + (a — 227 
1 he ‘a he 
(jh? fp a®) 2 (VE (a — #2) 
, 1 b9 1 a4 F - 
Die Gleichung f(x) =0, d.h. = = — —_— == _ ist, -wie 


Yet? 2 jae +(a—x? 
man aus der Figur leicht abliest, gleichbedeutend mit der Bedingung: 


I sags hes 
—sin « =—sin B oder 
au eo 


Ich kann es Ihnen selbst iiberlassen, zu beweisen, daB es nur eine 
einzige Stelle gibt, welche dieser Bedingung geniigt, und daB diese Stelle 
wirklich den kleinsten Wert liefert. Die physikalische Bedeutung unseres 
Beispieles ergibt sich wiederum aus dem optischen Prinzip der kiirzesten 
Lichtzeit. Ein Lichtstrahl beschreibt zwischen zwei Punkten diejenige 
Bahn, fiir die er die kiirzeste Zeit braucht. Bedeuten c, und Cy, 
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die Lichtgeschwindigkeit auf beiden Seiten einer Trennungsebene 
zweier optischer Medien, so wird dieser Lichtweg gema&S unserem 
Ergebnisse verlaufen; unser Ergebnis liefert also das Smelliussche 
Brechungsgesetz. 


§ 6. Logarithmus und Exponentialfunktion. 


In dem systematischen Zusammenhange der Integral- und Diffe- 
rentialrechnung ergibt sich ganz von selbst ein bequemer Zugang zu 
der Exponentialfunktion und dem Logarithmus. Wenn wir diese Funk- 
tionen auch schon friiher behandelt haben, so wollen wir sie nunmehr 
ohne von den friiheren Definitionen und den auf ihnen 
beruhenden Uberlegungen Gebrauch zu machen, hier von 
neuem definieren und ihre Theorie entwickeln. Wir gehen dabei von 
dem Logarithmus aus und gewinnen erst aus ihm durch Umkehrung 
die Exponentialfunktion. 


1. Definition des Logarithmus. Differentiationsformel. 


Wir haben gesehen, da8 das unbestimmte Integral der Potenz x” 
fiir jedes ganzzahlige positive oder negative m stets wieder zu einer 
Potenz fiihrt; die einzige Ausnahme fanden wir bei der Funktion 


1 : : : é ; : 

= welche nicht als Differentialquotient einer der von uns bisher 

behandelten Funktionen erschien. Es liegt daher nahe zu vermuten, 
; a : : 

da das unbestimmte Integral der Funktion —- eine neuartige Funktion 


darstellen wird, und dieser Vermutung nachgehend, wollen wir im 
Folgenden die Funktion 


fiir x > 0 untersuchen. Wir bezeichnen sie als den Logarithmus von x, 
genauer als den natiirlichen Logarithmus von x, und schreiben sie 
y = log x oder auch y = log nat x. Die Integrationsvariable haben 
wir, um eine Verwechslung mit der oberen Grenze x auszuschlieBen, 
mit € bezeichnet. 

DaB wir als untere Grenze des Integrals die Zahl 1 genommen 
haben, ist eine zunachst willkiirliche Festsetzung, die sich jedoch bald 
als zweckmaBig erweisen wird. 

Da8 die hier definierte Logarithmusfunktion mit dem friiher auf 
,elementare Art“ definierten Logarithmus iibereinstimmt, wird sich 
im Laufe der folgenden Betrachtung ganz von selbst ergeben. Die Er- 
gebnisse der folgenden Uberlegungen sind aber, worauf ich noch einmal 
hinweise, von den friither gewonnenen unabhingig. 
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Geometrisch bedeutet unsere Logarithmusfunktion den in Figur 61 
schraffiert gezeichneten Flacheninhalt, welcher von der gleichseitigen 


1 
Hyperbel y aE und der é-Achse einerseits und den Geraden & = 1 


bzw. € = x andererseits begrenzt ist. Er ist dabei positiv zu rechnen, 
wenn «> 1, negativ, wenn x <1 wird. Fiir x = 1 verschwindet der 
Flacheninhalt, und wir haben daher 
log 1 == 0. 

GemaB der obigen Definition wird 
die Differentiation des Logarithmus 
durch die Formel 


dlogx - 1 


dx x 


gegeben. 

Es sei ausdriicklich hervorgehoben, 
daB wir fiir das Argument x stets Hig 61: 
voraussetzen, es sei positiv; den Loga- 
rithmus von 0, oder gar von negativen Werten gemadB unserer obigen 
Formel zu bilden, verhindert uns die Tatsache, daB der Integrand 


+. fiir € =O unendlich wird. Dagegen kann man natiirlich, wenn man 


nur als untere Grenze eine negative Zahl, etwa — 1 wahlt, das Integral 
auch mit einer negativen oberen Grenze x bilden, d.h. den Ausdruck 


“dé 
& 


—1 


(x <0) 


betrachten. Auf Grund der Bedeutung des Integrals als Grenzwert 
einer Summe oder als Flacheninhalt 
erkennt man, daB fiir « < 0 


o5 —* |%| 

dé pad dé _ 

dla Sha 
=i 1 1 


5 


ist. Wir kénnen demgemaB all- 
gemeinals Formel der unbestummten 


Integration 
f eas |x| 
- § | 


Fig. 62. 


schreiben. 

Den Logarithmus wird man sich nattirlich auch durch eine Kurve 
veranschaulichen kénnen. Diese Kurve, die Logarithmuskurve, ist in 
Figur 62 gezeichnet. Wie man zu ihrer graphischen Konstruk- 
tion gelangen kann, ergibt sich aus den Ausfiihrungen im zweiten 
Kapitel, § 5. 
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2. Das Additionstheorem. 


Der so definierte Logarithmus gentigt dem folgenden fundamentalen 
Gesetz : 
log (ab) = log a-+ log b. 
Der Beweis dieses Additionstheoremes ergibt sich sehr einfach aus 
der Integraldefinition und ihrer geometrischen Bedeutung. Es ist 


namlich: 
a ab 


ab 

d& dé dé 
eeoahas Ae 

i i 


a 


log (ab) = 


und es braucht daher nur noch gezeigt zu werden, daB 


ist. 
Wir konnen schreiben : 


wobei 


&—=ltvh mit h="—* und 46,=841—-& 


ist. Setzen wir die Summe rechts in die Form 


n—1 n—1 
Ses NB ie 
— aé&, as "> 
»=0 ry=0 


mit 


Hy =aé,, d. h. Ny=a+yv s ’ 
ab 


d & 
so erkennen wir sofort, daB sie fiir »—> oo in das Integral {? iiber- 
Ss 
geht, und damit ist die behauptete Gleichheit der Integrale bewiesen, 
welche eine bemerkenswerte geometrische Tatsache iiber die von der 


1 
Hyperbel y =~ begrenzten Flacheninhalte ausspricht. 
Aus dem Additionstheorem des Logarithmus folgt nun fiir belie- 


bige positive Zahlen a, ag,..., a, die Gleichung 
log (@, 4g: + + @,) = log a, + loga,+---+loga,. 
Sind speziell alle Zahlen a4, a:,..., a, gleich ein und derselben Zahl a, 


so ergibt sich 
loga"=nloga. 
Ebenso folgt 


log a +log + =log 1=0. 
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Es ist also 


log a= — log - : 
oy B 2 j— 
Setzen wir weiter }@=«, so folgt loga =n log« oder 


i 
n 


log Va = log a* = log a. 


Hieraus aber folgt durch nochmalige Anwendung des Additionstheo- 
remes 


16 Z—N0 Va™=] - 
a a § ya" = loga”. 


Die Gleichung 
log a” =r loga 


ist somit fiir alle positiven rationalen Werte von 7 bewiesen. Fiir nega- 
tive 7 gilt gleichfalls 


log a” = log =—loga"*=rloga. 


3. Monotoner Charakter und Wertevorrat des Logarithmus. 


Offenbar wachst der Wert der Funktion log x, sobald x wachst 
und nimmt entsprechend ab, sobald x abnimmt; der Logarithmus 
ist eine monotone Funktion. 


Da die Ableitung = bei wachsendem * immer kleiner wird, wird das 


Anwachsen der Funktion mit wachsendem x immer schwacher vor sich 
gehen. Trotzdem aber nahert sich die Funktion log x fiir unbegrenzt 
wachsendes x nicht etwa einem bestimmten positiven Grenzwert, sondern 
sie wird unendlich, d. h. zu jeder noch so groBen Zahl positiven A gibt 
es Werte von x, so daB log x >A wird. Diese Tatsache folgt sehr leicht 
aus dem Additionstheorem. Es ist némlich log 2” = 7 log 2. Da log 2 
eine positive Zahl ist, so wird fiir + = 2” bei hinreichend groBem un 
die Funktion log x offenbar positiv beliebig groB werden. 


Da log —— vn log 2 ist, so erkennen wir, daB log x, sobald x 


von positiven Werten her gegen Null strebt, in negativem Sinne tiber 
alle Grenzen wachst. 

Zusammenfassend kénnen wir sagen: 

Die Funktion log x ist eine monotone Funktion, welche alle Werte 
zwischen — oo und -++ co annimmt, wenn die unabhangige Verander- 
liche x das Kontinuum der positiven Zahlen durchwandert. 


4. Die Umkehrfunktion des Logarithmus (Exponentialfunktion). 

Da die Funktion y = log x (x > 0) eine monotone Funktion von 
x ist, die simtliche reellen Werte annimmt, so ist die Umkehrfunktion, 
die wir zunachst mit + = E(y) bezeichnen, eine eindeutige monotone, 
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fiir jeden Wert von y definierte Funktion; sie ist differenzierbar, weil 
log « selbst differenzierbar ist (s. § 3, S. 115). Indem wir die Be- 
zeichnung der abhadngigen und unabhangigen Veranderlichen ver- 
tauschen, wollen wir diese Funktion E(x) naher studieren. Zunachst 
erkennen wir, daB sie fiir jeden Wert von x positiv sein mu8. Ferner 
sehen wir, daB E(0)=1 


sein muB, denn diese Gleichung ist gleichbedeutend damit, daB der Lo- 
garithmus von 1 den Wert 0 hat. 

Zweitens folgt aus dem Additionstheorem fiir den Logarithmus so- 
fort das ,,Multiplikationstheorem* 


E (a) £ (gs) = E(a+ 8). 

Zum Beweise brauchen wir nur zu beachten, daB die Gleichungen 

E(a)=a, E(f)=b, Ela+f)=c 
gleichbedeutend sind mit 

a=loga, BP=logb, a+tf=loge. 
Da aber nach dem Additionstheorem fiir den Logarithmus « + 8 = logab 
ist, so muB c¢ = abd sein, womit wir das Multiplikationstheorem bewiesen 
haben. 

Aus diesem Theorem ergibt sich eine Grundeigenschaft der Funk- 

tion y = E(x), welcher wir die Berechtigung entnehmen werden, unsere 


Funktion als Exponentialfunktion zu bezeichnen und symbolisch in der 


Form 
Veer 


zu schreiben. Um zu dieser Eigenschaft zu gelangen, bedenken wir, 
daB es eine Zahl — wir wollen sie e nennen1) — geben muB, fiir welche 


loge] 
ist. Gleichbedeutend damit ist die Definition 
(ree 


Wegen des Multiplikationstheorems der Exponentialfunktion schlieBt 
man nun analog wie oben beim Logarithmus fiir jedes ganzzahlige po- 
sitive n 


E(n) =e" 

und ebenso bei ganzzahligem » und m 
m m 
E(R)=e, 


was wir librigens auch direkt aus dem Additionstheorem des Logarith- 
mus hatten entnehmen kénnen. 


1) Ihre Identitat mit der im ersten Kapitel betrachteten Zahl e werden wir in 
Nr.6 dieses Paragraphen nachweisen. 
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Die so fiir positive rationale Zahlen 7 bewiesene Gleichung EF (r) = e" 

gilt wegen der Gleichung 
E(r)E(—r)=E(0)=1 
auch fiir negative rationale Zahlen 7. 

Es ist also die Funktion E (x) eine fiir alle Werte von x stetige Funk- 
tion, welche fiir rationale Werte x =r mit e* iibereinstimmt. Diese 
Tatsache rechtfertigt es, auch fiir beliebige irrationale Werte von x 
unsere Funktion mit e® zu bezeichnen!). (Man beachte dabei, daB die 
Stetigkeit der Funktion e* bei dieser Definition als Umkehrfunktion 
einer stetigen monotonen Funktion von vornherein feststeht, wahrend 
sie bei der elementaren Definition bewiesen werden muB.) 

Die Differentiation der Exponentialfunktion wird durch die Formel 


d 
qe me) Oder yo= y 


geleistet. Diese Formel driickt die wichtige Tatsache aus, daB die 
Exponentialfunktion ber der Differen- 

tiation sich reproduziert. Ihr Beweis oy, 
ist 4uBerst einfach. Es ist namlich 
x = log y, woraus mit Riicksicht auf 


die Differentiationsformel fiir den Lo- 


: d 
garithmus folgt m=y also nach 
der Regel fiir inverse Funktionen 


wie behauptet war. 

Die Kurve, durch welche man die 
Exponentialfunktion e* darstellt, die 
sog. Exponentialkurve, ergibt sich 
einfach durch Spiegelung der Logarith- 
muskurve an der Winkelhalbierenden des positiven Quadranten. Sie 
ist in Figur 63 gezeichnet. 


Fig. (63. 


5, Die allgemeine Exponentialfunktion a* und die allgemeine Potenz x*. 
Die Exponentialfunktion a* fiir eine beliebige positive Grundzahl a 


definieren wir jetzt einfach durch die Gleichung 
y= at = erloga y 


1) Tatsachlich ist nunmehr gezeigt, daB unsere jetzt gegebene Definition 
dieselbe Exponentialfunktion mit der Basis e liefert, welche friher elementar 
durch Potenzieren definiert wurde. Denn nach jener elementaren Definition 
hat man fiir einen irrationalen Wert von x die Funktion e* durch den Grenz- 
wert der Ausdriicke e* erklart, wobei +, eine Folge von rationalen Zahlen mit 
4,2 % durchlauft. Da E (%,) = e™ und wegen der Stetigkeit von E(*) auch 
E(x) =lim E (#,) ist, so stimmt die elementare Definition von e” tiberall mit der 
jetzt gegebenen iiberein. 
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was wegen 
clea — aq, 


mit der elementaren Definition iibereinstimmt. Es ergibt sich nun 
ohne weiteres mit Hilfe der Kettenregel 


d d 
— qt — cP etloga — exloga, log Ge 


d 
= Ako x | : 
a av =a" 10g a 


Die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion y = a* bezeichnet man 
als den Logarithmus zur Basis a und schreibt 


%=logy, 


wahrend man den oben eingefiihrten Logarithmus, wo eine Unterschei- 
dung noétig ist, als natiirlichen Logarithmus bezeichnet. 
Man entnimmt unmittelbar aus der Definition die Relation 


x log a=log a-log y=logy, 


welche uns zeigt, daB man den Logarithmus einer Zahl y fiir eine be- 
liebige positive Basis a= 1 aus dem natiirlichen Logarithmus erhilt, 
indem man diesen mit dem reziproken natiirlichen Logarithmus von @ 
multipliziert, dem Modul des Logarithmensystems der Basis @}). 

Anstatt unserer friiheren Definition fiir die allgemeine Potenz x* 
wird nunmehr diese Potenz durch die Gleichung 


xe — erlogx 


definiert (auch hier ist die inhaltliche Ubereinstimmung mit der ele- 
mentaren Definition unmittelbar einleuchtend). 

Die Differentiationsregel fiir die Potenz x* ergibt sich nach der 
Kettenregel aus dieser Definition unmittelbar, denn es ist 


a xo — etloexr as —- axe—1 F 
dx % 


in Ubereinstimmung mit unserem friiheren Resultat (vgl. S. 105). 


6. Exponentialfunktion und Logarithmus dargestellt durch 
Grenzwerte. 


Unsere Betrachtungen erlauben uns, fiir die eingefiihrten GréBen 
in einfacher Weise wichtige Grenzwertbeziehungen aufzustellen. Wir 
gehen aus von der Differentiationsformel fiir die Funktion f(x) = log x 


jim EM 1) 
h—->0 h x 


') Fir a= 10 erhalt man die von der Schule bekannten und fiir die Zwecke 
des numerischen Rechnens vorzugsweise verwendeten ,,Briggschen‘‘ Logarithmen, 
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Fir x = 1 gilt speziell 
f(1) =log (1) = 0 
und daher 


lim + log (1+ 4) =1, 
ei 


1 
eine Beziehung, welche wir wegen = log (1 + h) = log (1 + h)* auchschrei- 
ben kénnen 


al 
lim log (1+ A)*#=1. 


h—0 


1 
Setzen wir log(1 + 4)h—1-+ 6, so wird also fiir 4-0 auch 6 


1 
gegen Null streben. Nun wird (1 + A)h = el! +9 —e-e* und es ist 


lim e® =1. Also ergibt sich die folgende wichtige Tatsache : 
56-0 


1 
Wenn die Grofe h gegen Null strebt, so strebt der Ausdruck (1 + h)h 
gegen die Zahl e: 


Ihr entnehmen wir, daB unsere jetzt mit e bezeichnete Zahl gerade mit 
derjenigen Zahl e iibereinstimmt, die wir auf S.32 als Beispiel fiir 
Grenzwertbildungen betrachtet hatten. 


Speziell kénnen wir namlich fiir die Zahl #4 der Reihe nach die 


1 I 1 5 
Werte 1, Q? @rce+s Go--- einsetzen und gelangen so zu der 


Gleichung 
; 1 \n 
play 
Fiir beliebiges positives oder negatives x ergibt sich die entsprechende 
Limesgleichung 
1 
et=lJim (l+ xh). 
h—-0 
Zum Beweise ersetzen wir die Zahl / in der obigen Gleichung fiir e 
durch «-h, das ja zugleich mit h gegen 0 strebt. Man erhalt fiir 
1 


h>0O dann (1+ «h)x4—e und somit 


1 |% 1 
fe ++ cia =(1-+ xh) >e*.) 


: 3 1 
Speziell erhalten wir wieder, wenn h die obige Zahlenfolge 1, Din 


iss Pee cuicchia uit 


Zr, ; au 
em~=lim |1+—} . 
nN —>©O us 
1) Wenn eine Folge von Zahlen a,, 4, ... gegen einen Grenzwert kon- 
vergiert, so streben auch die Potenzen af, ag, ... gegen die Potenz des Grenz- 


wertes a*; denn a® ist, als Funktion von a betrachtet, stetig. 
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Aus der Differentiationsformel fiir a* 
at +h_ gt 


h 4 


a® log a= lim 
h—>0O 
ergibt sich fir x = 0 
s a —] 
log a = lim —;—. 
h—-0O 4 
eine Formel, welche uns unmittelbar den Logarithmus von a durch einen 
Grenzwert ausdriickt. : 
Ich schlieBe an diese Gleichung noch die Bemerkung an, da durch 
sie die Auffassung unserer friiher gewonnenen Beziehung 
b 


{wax— oy (be+1—att+1) (<a, 0<d) 
a 

in befriedigender Weise erganzt wird. Wir muBten hier stets den 

Fall « =—J1 ausschlieBen. Jetzt kénnen wir aber verfolgen, was 

geschieht, wenn wir die auf beiden Seiten dieser Gleichung vorkommende 

Zahl « gegen den Grenzwert —1 streben lassen. Die linke Seite wird, 

wenn wir a = 1 setzen, auf Grund unserer Definition des Logarithmus 


gerade den Grenzwert 
b 


ie = log b 
1 


haben?); die rechte Seite hat daher auch als Grenzwert fiir « ~—1 
denselben Sinn. Und diese Tatsache steht im Einklang mit der Formel 


log b= lim ee : 
: h—0 
Wir brauchen nur « + 1 =/h zu setzen. 
Wir haben damit die Ausnahmestellung der Zahl « = —1 in der 
so oft von uns betrachteten Integralformel beseitigt : Unsere obige Formel 
verliert zwar fiir « =—J1 ihren Sinn; sie behalt aber fiir « > — 1 


als Grenzwertformel ibre Bedeutung bei. 


7. SchluBbemerkungen. 


Ich méchte nochmals kurz den Gedankengang dieses Paragraphen 
zusammenfassen: Wir haben zunachst den natiirlichen Logarithmus 
yv = log x fiir «> 0 durch ein Integral definiert und daraus sofort 
Differentiationsformel, Additionstheorem und Umkehrbarkeit gefolgert. 
Sodann haben wir die Umkehrfunktion y = e* untersucht — wobei 
die Zahl e sich als diejenige Zahl ergab, deren Logarithmus 1 war —, 


1) Wir haben den Grenziibergang « > — 1 ohne weiteres unter dem Inte- 
gralzeichen vollzogen (vgl. hierzu die Betrachtungen im zweiten Kapitel, §7, Nr. 2). 
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ihre Differentiationsformel sowie Grenzwertdarstellungen fiir sie und 
den Logarithmus hergeleitet. Die Hineinziehung der Funktionen 
y = 4% = e787 und y = at = etlosa ergab sich dabei von selbst. 

In der hier gegebenen Darstellung im Gegensatz zu der ,,elemen- 
taren” entstehen bei den Stetigkeitsfragen keinerlei Schwierigkeiten, 
da von vornherein der Logarithmus als Integral und somit als eine 
stetige und differenzierbare Funktion seines Argumentes gekennzeichnet 
ist und die Stetigkeit der Umkehrfunktion sich von selbst versteht. 


§ 7. Einige Anwendungen der Exponentialfunktion. 


Wir wollen in diesem Paragraphen eine Reihe verschiedenartiger 
Beispiele fiir das Auftreten der Exponentialfunktionen kennen lernen 
und so einen Einblick in die fundamentale Wichtigkeit dieser Funktion 
fiir die mannigfachsten Anwendungen gewinnen. 


1. Charakterisierung der Exponentialfunktion durch eine 
Differentialgleichung. 


Wir konnen die Exponentialfunktion durch einen einfachen Satz 
charakterisieren, dessen Benutzung uns viele Einzelbetrachtungen er- 
sparen wird. 

Wenn eine Funktion y = f(x) einer Glerchung der Form 


ay 
gentigt, wo a + 0 eine Konstante ist, so hat y die Form 
y = f(x) = cer* 

woc ebenfalls eine Konstante ist; und umgekehrt hat jede Funktion der 
eben hingeschriebenen Gestalt ce** die Eigenschaft, der obigen Gleichung zu 
gentigen, die man kurz als ,,Differentialgleichung’‘ bezeichnet, da in ihr 
die Funktion und ihre Ableitung miteinander in Beziehung gesetzt 
werden. 

Um uns den ausgesprochenen Satz klar zu machen, beachten wir 
zunachst, daB im einfachsten Falle, wo « =—1 ist, unsere obige 
Gleichung in y’ = y tibergeht. Wir wissen, daB y = e* dieser Gleichung 
geniigt, und es ist klar, da dasselbe fiir y = ce® gilt, wenn c eine be- 
liebige Konstante ist. Aber auch umgekehrt kénnen wir leicht sehen, 
daB keine andere Funktion unsere Differentialgleichung befriedigt. 
Denn ist y eine solche Funktion, so betrachten wir die Funktion w= ye. 
Es mu8 dann sein: 


We= eae Went =e "(yo ) 
Die rechte Seite aber verschwindet auf Grund der vorausgesetzten 


Beziehung, und somit ist uw’ =0, d. h. uw gleich einer Konstanten c und 
y =ce*, wie behauptet wurde. 
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Genau so wie der Spezialfall « =1 14Bt sich nun auch der Fall 
eines beliebigen nicht verschwindenden « behandeln. Fihren wir 
“u —y+e-** als neu zu bestimmende Funktion ein, so ergibt sich 
u“ — y!e-8®@ gy ye-** und somit wegen der vorausgesetzten Differen- 
tialgleichung wv’ =0. Also wu =c, und y =ce~**, wie behauptet wurde. 

Wir wollen nun die gewonnene Einsicht an einer Reihe von Beispielen 
anwenden und des niheren verstaéndlich machen. 


2. Stetige Verzinsung. Radioaktiver Zerfall. 


Ein Kapital, dessen Zinsen in gewissen Zeitabstanden immer wieder 
zum Kapital geschlagen werden, vermehrt sich in diesen Zeitpunkten 
sprungweise folgendermaBen: Ist 100 « der ZinsfuB in Prozenten, wird 
weiter das Kapital am Ende jedes Jahres um die aufgelaufenen Zinsen 
vermehrt, so ergibt sich nach x Jahren aus dem Anfangskapital 1 die 
Summe 

(1 +a). 

Wird jedoch das Kapital nicht am Schlusse jedes Jahres, sondern 
am Schlusse jedes u-ten Teiles eines Jahres um die aufgelaufenen Zin- 
sen vermehrt, so wiirde das Kapital nach x Jahren den Wert: 


erreicht haben. Nehmen wir der Einfachheit halber x = 1, d.h. eine auf 
das Jahr gerechnete 100 «-prozentige Verzinsung, so wiirde nach einem 
Jahre aus dem Kapital 1 bei der letzten Art der Zinsberechnung das 
Kapital: 
a \n 

Ce) 
geworden sein. Lassen wir nun  tiber alle Grenzen wachsen, lassen 
wir also in immer kiirzeren Abstanden die Verzinsung erfolgen, so wird 
der Grenzfall bedeuten, daB die Verzinsung gewissermaBen stetig in 
jedem Zeitmoment wirksam wird, und wir sehen, daB der Betrag des 
Kapitals nach einem Jahre das e*-fache des Ausgangskapitals geworden 
ist, und ebenso wird sich bei dieser Art der Verzinsung nach Ablauf 
von x Jahren — (x kann dabei eine beliebige ganze oder auch nicht 
ganze Zahl sein) — als Kapital die Summe e** ergeben. 

Dies Beispiel und ahnliche kann man im Rahmen der unter Nr. 1 
gegebenen Uberlegungen folgendermafen verstehen: Man hat irgend 
eine durch die Zahl y gegebene Menge vor sich, welche mit der Zeit sich 
vermehrt (oder auch vermindert). Die Geschwindigkeit, mit der diese 
Menge sich vermehrt oder vermindert, sei nun proportional der Gesamt- 
menge. Dann gilt fiir die Geschwindigkeit y’ dieser Vermehrung — 
als unabhingige Veranderliche + werden wir dabei die Zeit betrachten — 
ein Gesetz der Form y’ = «ay, wobei der Proportionalitatsfaktor « 
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positiv oder negativ ist, je nachdem, ob es sich um eine Vermehrung 
oder Verminderung handelt. Die Gréfe y selbst wird gemaB Nr. 1 
dann durch eine Formel 

y=cerX 
gegeben werden, wobei die Bedeutung der Konstanten c sofort erkennbar 
wird, wenn wir den Zeitmoment « = 0 betrachten. Es wird dann e%* = 1 
und es ergibt sich ¢ = yy als die Menge zu Beginn der Betrachtung, 
so daB wir schreiben kénnen: 

De a eae . 

Ein charakteristisches Beispiel fiir diese Betrachtung bietet uns der 
radioaktive Zerfall. Die Geschwindigkeit, mit der sich die Ge- 
samtmenge y der radioaktiven Substanz vermindert, wird, wie von 
vornherein plausibel, der gesamten im Moment vorhandenen Menge 
proportional sein, da jeder Bestandteil der Substanz sich ebenso schnell 
verringern wird wie jeder andere. Wir werden also fiir die Menge y 
der Substanz als Funktion der Zeit x eine Beziehung der Form y’ =—ky 
ansetzen diirfen, wobei der Proportionalitatsfaktor k positiv zu nehmen 
ist, da es sich um eine Substanzverminderung handelt. Fiir die Sub- 
stanzmenge als Funktion der Zeit x ergibt sich hieraus: y = ye-*?, 
wobei 7) die Substanzmenge zum Beginn der Betrachtung (¥ = 0) ist. 

Nach einer gewissen Zeit t wird sich die radioaktive Substanz auf 
die Halfte ihrer urspriinglichen Menge verringert haben. Diese sog. 
Halbwertszeit ergibt sich aus der Gleichung: 


Vo = 
ee 
Aare log 2 
woraus wir fiir t sofort den Wert tT = eae erhalten. 


8. Abkihlung oder Erwarmung eines Korpers in einem 
umgebenden Medium. 

Ein anderes typisches Beispiel fiir das Auftreten der Exponential- 
funktion bietet der Vorgang der Abkiihlung eines Korpers, z. B. 
einer Metallplatte, welche in ein sehr groBes Bad von gegebener Tem- 
peratur getaucht ist; bei der Betrachtung dieser Abktihlung machen 
wir die Voraussetzung, daB das umgebende Bad derart grof ist, daB 
seine Temperatur durch den ProzeB nicht beeinflu8t wird. Wir setzen . 
ferner voraus, daB der eingetauchte Kérper jederzeit iiberall dieselbe 
Temperatur besitzt und daB die Geschwindigkeit, mit der die Tem- 
peratur sich andert, proportional der Temperaturdifferenz zwischen 
Koérper und umgebendem Bade ist (Newtonsches Erkaltungsprinzip). 

Bezeichnen wir die Temperaturdifferenz mit y = y(x), mit x die 
Zeit, so wird sich dieses Erkaltungsgesetz in der Gleichung 

SS ate 
ausdriicken, wobei wir unter k eine positive, von dem Material ab- 


Courant, Differentialrechnung. 10 
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hangige Konstante verstehen. Es handelt sich nun darum, aus diesem 
Momentangesetz, welches die Tendenz des Erkaltungsvorganges fiir 
einen bestimmten Zeitmoment x ausdriickt, ein ,,Integralgesetz“ herzu- 
leiten, welches erlaubt, von einem Anfangsmoment x = 0 auf einen 
beliebigen spateren Moment x zu schlieBen. Dieses Integralgesetz wird 
uns nun sofort durch den Satz aus Nr. 1 geliefert und zwar in der Form 
y= ce-ke, 
wobei k die obige Materialkonstante ist. Es zeigt sich also, daB die Tem- 
peratur im Laufe der Zeit ,,exponentiell sich senkt und der AuBen- 
temperatur zustrebt. Die Geschwindigkeit, mit der dies geschieht, 
wird durch die Materialkonstante k charakterisiert. Die Bedeutung 
der Konstante c erhalt man wieder, indem man den Zeitmoment 7 = 0 
betrachtet, wobei sich yy =c ergibt, so daB wir unser Erkaltungsgesetz 
schlieBlich in der Form 
Y= Vo e~ ke 
schreiben k6énnen. 

Im iibrigen sei hierzu bemerkt, daB dasselbe, was fiir die Abktihlung 
eines Kérpers gilt, selbstverstandlich auch fiir die Erwarmung gelten 
wird. Der einzige Unterschied ist dabei nur der, da die anfangliche 
Temperaturdifferenz yj in diesem Falle nicht positiv, sondern negativ ist. 


4. Abhangigkeit des Luftdruckes von der Hohe tiber dem Erdboden. 


Als ein weiteres in ein anderes Gebiet gehGriges Beispiel fiir das 
Auftreten der Exponentialfunktion leiten wir das Gesetz der Ab- 
hangigkeit des Luftdruckes von der Hohe ab, die barometrische Héhen- 
formel. Wir stiitzen uns dabei einmal auf die physikalische Tatsache, 
da8 der Luftdruck gleich dem Gewicht der senkrecht iiber einer Flache 
vom Inhalt 1 befindlichen Luftsaule der Atmosphire ist; zweitens auf 
das Boylesche Gesetz, welches besagt, daB der Luftdruck # bei kon- 
stanter Temperatur proportional dem spezifischen Gewicht o der Luft 
ist. In einer Formel ausgedriickt: = ao, wo a eine Konstante ist, 
die nur von einer speziellen physikalischen Eigenschaft der Luft ab- 
hangt und im iibrigen, worauf es uns aber hier nicht ankommt, 
der absoluten Temperatur der Luft proportional ist. Unsere Aufgabe 
ist, # = /(l) als Funktion der Hohe / iiber dem Erdboden zu berechnen. 

Bezeichnet man mit fy den Luftdruck am Erdboden, das heiBt, 
das ganze Gewicht der iiber einer Flacheneinheit lastenden Luftsiule, so 


Ll 
wird das Gewicht der Saule bis zur Héhe / durch das Integral if a(A)da 

0 
gegeben werden. Der Druck # in der Hohe J wird also gleich 


Ll 
p=1()=bo— J o(a)aa 


sein. Hieraus aber ergibt sich durch Differenzieren zwischen dem 
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Druck und der Dichte o der Zusammenhang 
CO ag eae 
Aus dieser Gleichung in Verbindung mit dem Boyleschen Gesetz elimi- 


nieren wir die GréBe o, so daB wir zu der die unbekannte Druckfunktion 
allein enthaltenden Gleichung: 


pai? 


gelangen. Aus Nr. 1 ergibt sich somit: 
1 
Dae eo, 
Bezeichnen wir wie oben den Druck an der Erdoberfliche, d. h. den 
Wert £(0).mit fo, so folgt sofort c = ) und daher 


t 
P)=pye *. 
Gehen wir zu Logarithmen iiber, so erhalten wir: 


l= a log fe : 
Diese beiden Formeln finden haufige Anwendung. Sie gestatten z. B., 
wenn man die Konstante a kennt, aus der Messung des Luftdruckes die 
Hohe des Standortes zu bestimmen, bzw. aus der Messung der Luft- 
drucke zweier Orte ihre Hohendifferenz. Ebenso erlaubt diese Formel, 
wenn Luftdruck und Hohe/ bekannt sind, die Konstante a zu bestimmen, 
welche in der Gastheorie eine groBe Rolle spielt. 


5. Verlauf chemischer Reaktionen. 

Wir betrachten noch ein Beispiel aus der Chemie und zwar das der 
sog. unimolekularen Reaktionen. Nehmen wir an, da8 ein Stoff in einem 
quantitativ sehr viel reichlicheren Lésungsmittel gelést ist, etwa eine 
Menge von Rohrzucker in Wasser, so werden wir bei eintretenden che- 
mischen Reaktionen das sog. Massenwirkungsgesetz der Chemie in die- 
sem einfachen Falle so formulieren kénnen: Die Reaktionsgeschwindig- 
keit ist proportional dem noch vorhandenen Stoffe der sich umwan- 
delnden Substanz. Denken wir uns, daB durch katalytische Wirkung 
der Rohrzucker sich in Invertzucker verwandelt, und bezeichnen wir 
die Menge des zur Zeit x noch nicht umgewandelten Rohrzuckers mit 


: d : 2 
u(x), so ist die Reaktionsgeschwindigkeit — _ und es gilt dann gema8 


dem Massenwirkungsgesetz eine Gleichung der Form: 
du 


ipa ae 


wo # eine Materialkonstante ist. Aus diesem Momentangesetz erhalten 
wir gemaB Nr. 1 sofort ein Integralgesetz, welches uns die Menge u (x) 
des tibrigbleibenden Rohrzuckers als Funktion der Zeit unmittelbar 
angibt: 
Ze ON eer ome 

10* 
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eine Formel, welche uns deutlich vor Augen fiihrt, in welcher Weise die 
chemische Reaktion asymptotisch ihrem Endzustand u = 0, der volligen 
Umwandlung, zustrebt. Die Konstante a ist offenbar die zur Zeit 
x = 0 vorhandene Menge up. 


6. Ein- und Ausschalten eines elektrischen Stromes. 


Als letztes Beispiel betrachten wir den Vorgang, der beim Einschalten 
(und entsprechend auch beim Ausschalten) eines elektrischen Gleich- 
stromes sich abspielt. Ist W der Widerstand des Stromkreises, E die 
auBere Spannung, so wird die Stromstarke J von ihrem Anfangswert 0 


E A 
allmahlich zu dem stationadren Endwert Ww anwachsen. Wir haben 


also J als Funktion der Zeit zu betrachten. Bei diesem Einschalt- 
vorgang spielt die Selbstinduktion eine Rolle; es gehért zu dem 
Stromkreis eine bestimmte Konstante L, der Selbstinduktions-Koeffi- 
zient, derart daB bei jeder Anderung der Stromstarke zu der auBeren 
Spannung £ eine entgegengesetzt gerichtete Spannung von der GroBe 


d : : E : 
LL hinzutritt, deren Tendenz auf eine Verringerung der Stromstarke 


gerichtet ist. Zufolge dem Ohmschen Gesetz, nach welchem in jedem 
Moment das Produkt aus Stromstarke und Widerstand gleich der 
tatsachlich wirksamen Spannung ist, erhalten wir die folgende Beziehung 


* a 


Vergleichen wir diese mit unserem Satz aus Nr. 1, indem wir 


fn) =J(y—s 
aps : W PLer 
setzen, so ergibt sich sofort /’ (x) =—7; f(x), also f(x)=f(O)e * 
: E 
und somit wegen J (0)=0 oder /(0) = — j, fiir die Stromstirke als 


Funktion der Zeit der Ausdruck 


Ww 
EE =e 
J =1 (x) +22, ). 
Wir sehen an diesem Ausdruck, wie sich der Strom beim Einschalten 


asymptotisch seinem stationaren Endwert yw anndahert. 


§ 8. Die Hyperbelfunktionen. 


1. Analytische Definition. 
Bei zahlreichen Anwendungen tritt die Exponentialfunktion nicht 
isoliert auf, sondern in Kombinationen von der Art 


J 
a (e*+ e-*) oder = (e* —e-*) , 
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Es ist zweckmaBig, solche und ahnliche Kombinationen als besondere 
Funktionen einzufithren; wir bezeichnen sie folgendermaBen: 


Cin x= Cofx=— 
Be ees Be ie 
Ae a. Sor Cigx=— ees 


und nennen sie den hyperbolischen Sinus, den hyperbolischen Cosinus 
bzw. hyperbolischen Tangens und Cotan- 
gens). Die Funktionen Gin x, Coj x, Tg x 
sind fiir alle Werte von x definiert, wahrend 
bei Gtg x die Stelle x =0 ausgeschlossen 
werden mu8. Man bringt mit dieser 
Bezeichnung eine gewisse Analogie mit den 
trigonometrischen Funktionen zum Aus- 
druck; und gerade diese Analogie, die wir 
sogleich im einzelnen studieren werden, 
rechtfertigt die besondere Betrachtung 
unserer neuen Funktionen. In den Figu- 
ren 64, 65 und 66 ist der Verlauf der hyper- 
bolischen Funktionen gezeichnet; zum 
Vergleich ist in Figur 64 punktiert der Ver- 


y 


Fig. 64. 


i 1 
lauf der Kurven y = 3%, y= 5 e® an- 


gegeben, aus denen sich die gesuchten Kurven von Gin « und oj x sofort 
konstruieren lassen. 

Man erkennt, daB oj x eine gerade Funktion ist, d. h. eine solche 
Funktion, die sich nicht andert, wenn man x in — x verwandelt, 
wahrend Gin x eine 
ungerade Funktion 
ist, d.h. beiErsetzung 
von x durch — x das 
Vorzeichen wechselt. 

Die Funktion 


ew + e-® 
Cof x = —g— 


ist ihrer Definition 
nach fiir alle Werte x 
positiv. Sie hat ihren 
kleinsten Wert fiir 
x =0; und zwar wird dort Gvj0 = 1. 

Zwischen Coj x und Gin x besteht die grundlegende Beziehung: 


Cof2x— Gin?x=1, 


1) Man schreibt auch sinh, cosh, tghy, ctgh» fiir diese Funktionen. 
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wie man sofort aus der Definition dieser Funktionen erkennt. Bezeichnen 
wir die unabhangige Veranderliche nunmehr mit ¢ statt mit « und setzen 


x=Coj?, y=Sint, 
so ergibt sich also 
42—y2=], 

d. h. der Punkt mit den Koordinaten x = ©oj¢, y = Gin ¢ lauft auf der 
gleichseitigen Hyperbel «2 — y? = 1, 
wenn ¢ die ganze Werteskala von 
—oo bis + o durchlauft. Dabei 
ist zufolge unserer Definitionsglei- 
chung x = 1, und wir itiberzeugen 
uns leicht davon, daB y zugleich 
mit ¢ durch die ganze Werteskala 
von — oo bis +o geht; denn, 
wenn ¢ ins Unendliche wachst, so 
wachst e* ins Unendliche, wah- 
rend e~* gegen Null strebt. Daher 
kénnen wir jetzt genauer sagen, 
daB durch die Gleichungen x = oft, 
y = Gint der eine und zwar 
der rechts gelegene Ast unserer 
gleichseitigen Hyperbel _ geliefert 
wird, wenn ¢ von —© bis +0 
lauft. 


EIS OCs 


2. Additionstheoreme und Differentiationsformeln. 


Aus der Definition unserer Funktionen folgen die nachstehenden als 
Additionstheoreme bezeichneten Formeln: 


Coj (a+ b) = Cof a Cof b+ Gina Sind, 
Sin (a+ 6) = Gin a oj b+ Cof a Sind. 
Die Beweise folgen sofort, wenn man schreibt 


a eb e-4 eb - Geb __ p—-@ p— 
Cof(a+s)=— Fe Sin(a-+b) = 


“ 


und hierin 


e*=Cofa+ Gina, e-4*=Coja— Gina 
e’=—Cojb+ Ginb, ec->=Cofb— Sind 


einsetzt. 

Die Analogie unserer Formeln mit den entsprechenden trigono- 
metrischen Formeln ist deutlich. Ein Unterschied der Additionstheo- 
reme besteht nur in dem Vorzeichen. 

Eine entsprechende Analogie erhalten wir fiir die Differentiations- 
formeln, Es ergeben sich aus unseren Definitionen, wie Sie ohne Miihe 
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d ex 
auf Grund der Tatsache, daB “ = e* ist, feststellen werden, die Diffe- 


rentiationsformeln 
d 9 d ; © 
Gz Sole = Sin x, 7g, Cinx =Cofx, 
d 1 d 
ie Gtopa ay 8s ate 


3. Die Umkehrfunktionen. 


Zu den Hyperbelfunktionen x = oft, y = Gin? gehdren Umkehr- 
funktionen, die wir mit 


t=ArCojx, += Ar Siny 

bezeichnen (%{r spricht man ,,area‘‘ aus). Da die Funktion Gin ¢ eine 
durchweg monoton mit ¢ wachsende Funktion ist, ist ihre Umkehrfunk- 
tion fiir alle y eindeutig bestimmt; wahrend, wie ein Blick auf die 
Kurven (vgl. S. 149) lehrt, die Umkehrfunktion ¢ = %r Cof x nicht 
eindeutig, sondern nur bis aufs Vorzeichen bestimmt ist, indem nam- 
lich zu einem gegebenen Werte von x nicht nur ein Wert ¢, sondern 
auch der Wert —# gehért. Da stets Cofé>1 ist, ist UrCof x nur 
fiir x > 1 definiert. 

Man kann diese Umkehrfunktionen sehr leicht mit Hilfe des Logarith- 
mus ausdriicken, indem man in den Definitionsgleichungen 


ette-t et—e-t 
sora ee, NO erie 


die GréBe et =u als Unbekannte auffaBt und die so entstehenden 
quadratischen Gleichungen fiir ~ auflést; es ergibt sich 


u=xtye—1; u=yt+ +1 


und daher, wenn man zu den Logarithmen iibergeht, 


t=log (x + Vx? — 1) = Ur Cof x, 
t=log(y + Vy?+ 1) =r Giny. 

Die Variable x ist bei Mr of x auf das Intervall x = 1 beschrankt, 
wahrend %r Sin y fiir alle Werte von y definiert ist. 

In der Formel fiir %r Gin y ist die Quadratwurzel notwendig posi- 
tiv zu nehmen (andernfalls wiirde die Klammer negativ werden und 
der Logarithmus keinen Sinn mehr haben); dagegen ist in der Formel 
fiir Ur Coj x sowohl das positive als auch das negative Vorzeichen der 
Quadratwurzel zuldssig. Verstehen wir unter dem Zeichen \x?—1 
den positiven Wert der Quadratwurzel, so haben wir also fiir die 
Funktion rp} x die beiden Werte log (% + yx? —1) und log (4— \x2— ‘Ne, 
die beiden Zweigen von Ar Wo{ x entsprechen. 


Da (% + Yx?—1) (x—Jx?—1) =1 ist, 
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so ist in der Tat die Summe dieser beiden Werte gleich Null in Uber- 
einstimmung mit dem friiher Gesagten. 

Ganz analog kann man natiirlich auch eine Umkehrfunktion zum 
hyperbolischen Tangens und Cotangens definieren und durch Logarith- 
men ausdriicken. Fiir diese Funktionen, die wir mit %r gx und 
Wr Cty x bezeichnen wollen, erhalt man ohne Schwierigkeit, wenn 
durchweg die unabhangige Verdanderliche mit x bezeichnet wird, die 
Gleichungen: 

1 
WIigx«=> 
1 


- log : ey im Intervall —Il1<%< 1, 


Ar Ctg 4 = 5 log = i : in den Intervallen * < —1,x*%>1. 


Die Differentiation unserer Umkehrfunktionen mégen Sie selbst durch- 
fiihren, wobei Sie sich entweder der Differentiationsregel fiir die Umkehr- 
funktion oder auch der direkten Darstellung der Umkehrfunktion durch 
den Logarithmus und der Kettenregel bedienen kénnen. Man erhialt, 


wenn durchweg die unabhangige Veranderliche mit x bezeichnet wird. 
1 


4 ee GCofx—a—=, 2 r Ginx => 
a7 Ut 80| %# = ag Ut On x= 


je—l? 
d 1 d 
ae Wg x=; a Ue tige4—j—-R- 
Die beiden letzten Formeln stehen nicht miteinander im Wider- 
spruch, da die erste nur im Intervall — 1 < x < 1, die zweite nur fiir 


SA RS a <1 oilt, 
x 
4. Weitere Analogien. 


Bei der obigen Darstellung der gleichseitigen Hyperbel durch die GréBe ¢ 
haben wir zunachst darauf verzichtet, fiir diese GréBe eine geometrische 
Bedeutung aufzuzeigen; indem wir dies jetzt nachholen, werden wir 
unsere Einsicht in die Analogie zwischen trigonometrischen und hyper- 
bolischen Funktionen noch weiter vervollstindigen. Wenn wir einen 
Kreis mit der Gleichung x? + y? = 1 durch einen ,,Parameter‘‘ ¢ in der 
Form x=cos?#, v=sin¢ darstellen, so kénnen wir die GréBe ¢ als Winkel 
bzw. Bogen auf der Kreisperipherie deuten; wir kénnen aber auch ¢ 
als den doppelten Flacheninhalt des zu dem betr. Winkel gehérenden 
Kreissektors auffassen, wobei dieser Flacheninhalt positiv oder negativ 
gerechnet wird, je nachdem der Winkel positiv oder negativ zu rechnen ist. 

Nunmehr behaupten wir, da8 ganz analog fiir die hyperbolischen 
Funktionen die GréBe ¢ gleich dem doppelten Flacheninhalt des in 
Figur 67 schraffierten ,,Hyperbelsektors‘‘ ist. Der Beweis dieser Tat- 
sache ergibt sich ohne Schwierigkeit, wenn wir die Hyperbel x2 — y? =] 


durch die Koordinatentransformation «—y = /2&, *«+y= y2 » oder 


i 1 
4 iy (eae Ure amass 
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auf pe Asymptoten beziehen, wobei die Hyperbel die Gleichung 
Ey = erhalt. Es ergibt sich nun ohne weiteres, daB der fragliche 
Flacheninhalt dem Flacheninhalt der trapezférmigen Figur wey ON 
gleich ist; denn die beiden rechtwinkligen Dreiecke OPQ und 
OAB sind wegen der Hyperbelgleichung flichengleich. Die beiden 
Punkte A und P entsprechen offenbar nun den Werten 


1 1 
3 == —— > —— — 
een 


und es ergibt sich daher fiir den doppelten Flacheninhalt unserer Figur 


a fee pene Mottled 
5 baw g 73 a is 


ey 
V2 x+y) 


s _—— — -- 


Ee 
y2 


Ein Vergleich dieses Ausdruckes mit den Formeln von S. 151 fiir die 


Fig. 67. Fig. 68. 


Umkehrfunktion %r Coj x zeigt uns, daB tatsachlich unsere Behauptung 
tiber die GréBe ¢ zutrifft. 

Hiermit ist tibrigens auch die Bezeichnung Area = Flacheninhalt 
fiir die Umkehrfunktionen gerechtfertigt. 

Endlich sei zum SchluB noch darauf hingewiesen, daB, wie in 
Figur 68 angedeutet ist, die hyperbolischen Funktionen sich an der 
gleichseitigen Hyperbel ganz ahnlich veranschaulichen lassen, wie die 
trigonometrischen Funktionen am Kreise?). 


1) Die Werte der Hyperbelfunktionen, deren Benutzung fiir viele numerische 
Rechnungen sehr bequem ist, sind vielfach in Tabellen zusammengestellt. 
Genannt seien die Tabellen von Hayashi: Fiinfstellige Tafeln fiir die Kreis- 
und Hyperbelfunktionen. Berlin-Leipzig 1921. 
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§ 9. Die GréBenordnung von Funktionen. 


Die verschiedenen Funktionen, die uns in diesem Kapitel begegnet 
sind, unterscheiden sich voneinander sehr wesentlich hinsichtlich thres 
Verhaltens im Unendlichen oder, wie man auch sagt, der ,,Gréfen- 
ordnung‘ ihres Anwachsens. Ich werde auf diese Dinge wegen ihrer 
groBen Bedeutung hier noch kurz eingehen, obwohl sie unmittelbar 
nicht mit dem Begriff des Integrals oder des Differentialquotienten 
zusammenhangen. 


1. Begriff der GréBenordnung. Einfachste Falle. 


Wenn die Variable x iiber alle Grenzen wachst, so werden auch mit 
ihr zugleich die Funktionen «* fiir « >0, sowie die Funktionen log x, 
e®, e** iiber alle Grenzen wachsen. Hinsichtlich der Art dieses An- 
wachsens kénnen wir aber sofort wesentliche Unterschiede feststellen. 
Z. B. wird die Funktion x* von héherer Se unendlich werden, 
als «2; wir meinen damit, daB der Quotient < ; bei wachsendem % selbst 
noch tiber alle Grenzen wachst. mee tee werden wir sagen, daB 
die Funktion «* von staérkerer Ordnung unendlich wird als x’, wenn 
a>fh>0 ist, usw. 

Ganz allgemein werden wir von zwei Funktionen /(x) und g(x), 
die beide bei wachsendem * iiber alle Grenzen wachsen, sagen: (x) 
wird von hoherer Ordnung unendlich als g(x), wenn bei wachsendem x 

. f(*) 
der Quotient | “7 
er Quotien AE) 


/(x) von geringerer GroBenordnung als g(x) unendlich wird, wenn der 


tiber alle Grenzen wachst; wir werden sagen, daB 


Quotient | Aaa gegen 0 strebt und wir werden sagen, daB beide Funk- 
tionen von derselben GréBenordnung unendlich werden, wenn der 
Quotient 


wert besitzt oder wenigstens zwischen zwei festen positiven Schranken 
bleibt. Es wird also z. B. die Funktion ax? +- bx? +c =f (x), woa=+ Osei, 
von derselben enone ne sein, wie die Funktion x? = g(x), denn 


3 
der Quotient Ke ab ac Se ete 


x3 
wird die FuakHoe x* +- x +1 von héherer GréBenordnung unendlich 
als die Funktion «2 + * + 1. 

Eine Summe von zwei Funktionen f(x) + (x), von denen f(x) 
eine héhere GréBenordnung als p(x) besitzt, hat dieselbe GréBenord- 
f(*) = et) =|1 +4 vo 


Ausdruck strebt nach Voraussetzg bei iactanieane ds gegen 1. 
Man kénnte versucht sein, die GréSenordnungen von Funktionen 
nach einer Skala zu messen, indem man der GréBe « die GréBenordnung 1 


f(#) : . : 
(a) bei wachsendem x einen von 0 verschiedenen Grenz- 


| hat den Grenzwert |a|. Dagegen 


nung wie f{(x). Denn es ist | He und dieser 
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und der Potenz x* fiir positives « die GréBenordnung « zuschreibt. 
Eine ganze rationale Funktion u-ten Grades hat dann offenbar die 
GroBenordnung ; eine gébrochen rationale Funktion, deren Zahler 
einen um / héheren Grad hat als der Nenner, wiirde die GréBenordnung h 
besitzen. 


2. Die Gro8enordnung der Exponentialfunktion und des 
Logarithmus. 

Es zeigt sich nun, daB ein Versuch, die GréBenordnung beliebiger 
Funktionen durch die obige Skala festzulegen, scheitern muB. Es 
gibt namlich Funktionen, welche starker unendlich werden als jede 
noch so hohe Potenz ** von x; ebenso gibt es Funktionen, welche 
schwacher unendlich werden als jede noch so Kleine Potenz von x. Diese 
Funktionen wiirden sich also in unsere Skala gar nicht einreihen lassen. 

Ohne auf eine genauere Theorie der GréS8enordnung hier einzugehen, 
will ich folgende Tatsache beweisen: Wenn a irgend eine Zahl gréfer als 1 


ist, so strebt der Quotient = bet wachsendem x gegen Unendlich. 


Zum Beweise bilden wir die Funktion 
p(x) = log = = x log a—log «; 


offenbar geniigt es, zu zeigen, daB sie tiber alle Grenzen wachst, wenn 
% positiv unendlich wird. Hierzu betrachten wir die Ableitung 


: il 
p (x) = log a—— 
und bemerken, daB diese fiir x > c = ee nicht kleiner als die posi- 


tive Zahl 5 log a ist. Hiernach ergibt sich fiir « = c 


x*— 


p()— po) =f o' (at = [Flog adt =~“ log a, 


y(*) = plc) +5 loga 


und die rechte Seite strebt mit wachsendem x gegen Unendlich. 
Ich will fiir den so bewiesenen wichtigen Satz noch einen zweiten 
Beweis geben. . Es ist. 


; * log a\n 
a® = ete 4 — lim {1 = satay , 
n—>0O Ue 


Andererseits gilt nach S. 23 die Abschatzung 
x log a\n | n2 #2 (log a)? 
(1 as n ) ae year 
x? (log a)? 
4 I 


=1+ 
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also sicher auch ae 1. x (log a)? 


x = x a 4 hat 
Aus der bewiesenen Tatsache folgt sogleich noch sehr viel mehr, 


nimlich: Fiir jeden positiven Exponenten « und jede Zahl a>1 


strebt der Quotient aa bei wachsendem x gegen Unendlich; d.h. die 
Exponentialfunktion wird stdrker unendlich als jede Potenz von x. Um 
dies einzusehen, brauchen wir nur zu zeigen, daB die «-te Wurzel aus 


a® é 

dem Ausdruck >, d. 1. 
x 

a” 


x 
Ghe? 
ety 

x i y 
3 


gegen Unendlich strebt. Das folgt aber unmittelbar aus dem voran- 
gehenden Satz, wenn er auf y = = an Stelle von x angewandt wird. 

Ganz ahnlich kénnen wir folgende Tatsache beweisen. Es strebt 
fiir jeden positiven Wert von « die GréBe =e gegen Null, wenn x gegen 


unendlich strebt; d.h. der Logarithmus wird schwacher unendlich als 
jede noch so niedrige positive Potenz. 
Der Beweis folgt sofort, wenn wir log x = y setzen, wodurch unser 


Setzen wir e* = a, so wird a eine Zahl, die 


af 


groBer ist als 1, und unser Quotient 7, 


Quotient iibergeht in 


eau’ 
wird also bei wachsendem y 
gegen Null streben. Da nun y zugleich mit x gegen Unendlich strebt, 
so ist damit unsere Behauptung bewiesen?). 

Offenbar sind wir auf Grund unserer Resultate imstande, uns noch 
weit starkere GréBenordnungen als die der Exponentialfunktion und 
weit schwachere als die des Logarithmus zu bilden. Z. B. wird die 
Funktion e* starker anwachsen als die Exponentialfunktion und die 
Funktion log log x schwacher als der Logarithmus, und wir kénnen 
offenbar derartige Wiederholungsprozesse beliebig iibereinander tiirmen 
und miteinander kombinieren. 


3. Allgemeine Bemerkungen. 


Unsere Uberlegungen zeigen uns, daB es prinzipiell nicht moglich 
ist, jeder Funktion eine bestimmte Zahl als GréBenordnung zuzuweisen, 


1) Ich will noch einen anderen sehr einfachen Beweis andeuten: Es ist fiir x > 1] 


log x = [ p< fe-idi=— (wD), 
1 1 


wenn wir ¢ positiv und kleiner als « wahlen; dividieren wir die so erhaltene Um- 


] 
gleichung durch x“, so folgt fiir +00 sofort dis 
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derart, daB einer Funktion mit starkerer GréBenordnung eine hdhere 
Zahl zukommt. Wenn z. B. die Funktion x die GréSenordnung | hat, 
und die Funktion «!+* die GréBenordnung 1 + ¢, so miibte die Funk- 
tion x log « eine Gro8enordnung haben, die gréBer ist als 1 und kleiner 
als 1 + e, wie klein auch immer wir die positive Zahl ¢ waihlen. Eine 
solche Zahl gibt es aber nicht. Aber auch abgesehen von dem eben 
erwahnten Umstande, ist es leicht zu sehen, daB8 Funktionen nicht 


eine klar definierte Gré8enordnung zu besitzen brauchen. Z. B. wird 
hear enicti 4? (sin #)? + x ie , ee 
Soe ONS (cose ee wachsendem * keinem bestimmten 


Grenzwert zustreben, vielmehr wird fiir x = nz (m ganzzahlig) der 
: : nm 2 1 
Funktionswert gleich ia Sa werden, fiir x= n++)s 


dagegen gleich (n +5)x +1. Obwohl Zahler und Nenner fiir sich 


Unendlich werden, tritt also keiner der drei Falle ein, daB bei wach- 
sendem x die Funktionswerte zwischen festen positiven Schranken 
bleiben oder gegen Null oder gegen Unendlich streben, so daB wir 
nach unserer Definition nicht sagen kénnen, ob der Zahler oder der 
Nenner eine héhere GréBenordnung besitzt oder ob sie beide von der- 
selben GréBenordnung sind. 


4. Die GréBenordnung einer Funktion in der Umgebung eines 
beliebigen Punktes. 

Genau so wie man das Verhalten von Funktionen bei unbegrenzt 

wachsendem x untersuchen kann, wird man sich auch die Frage stellen, 

ob und wie man Funktionen, die an der Stelle x = € unendlich werden, 


dort hinsichtlich ihres Anwachsens zu unterscheiden hat. Wir wollen 


i ; 
wieder sagen: Die Funktion / (x) Pees wird vaneder stelle 7 — & 


: ; 1 
von erster Ordnung unendlich und entsprechend die Funktion 7 ee 


von der Ordnung «, sobald « positiv ist. 1 
Man erkennt dann wiederum, daB die Funktion e!*—5! von hoéherer 
Ordnung, die Funktion log |*—£€| von niederer Ordnung unendlich 
wird als alle diese Potenzen, d.h. da8 die Grenzwertbeziehungen 
1 
lim |x—&|*-el*-§l=oo und lim | x — € |*- log |~—&|=0 
x—> —§ 


gelten. 


I 
Um dies einzusehen; braucht man nur eee y zu setzen und hat 


dann unsere Behauptungen auf die in der Nr. 2 bewiesenen Tatsachen 


Teel y 
zuriickgefiihrt, da |x —é|*-el7—$! aa und | x—é|*- log |*—é| 


Sule wird und einem gegen £ strebenden Werte von x ein iiber alle 


a 
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Grenzen wachsendes y entspricht. — Die Methode, das Verhalten 
in einem endlichen Punkte auf das Verhalten im Unendlichen durch 


die ,,Substitution“ ; ae Bla y czuriickzufiihren, erweist sich iibrigens 


auch sonst haufig als niitzlich. 


5. GroBenordnung des Verschwindens einer Funktion. 


Ganz ebenso wie man das Unendlichwerden einer Funktion durch 
den Begriff der GréBenordnung naher zu charakterisieren sucht, kann 
man auch das Null-Werden einer Funktion /(*) kennzeichnen. Man 


4 1 : % 
sagt etwa: Die GréBe ~ verschwindet fiir « + 00 von der ersten Ordnung, 
die GréBe x—* bei positivem « von der GréBenordnung «. Dann zeigt 


: : 1 . . 
sich wieder, daB die Funktion laa schwicherer Ordnung verschwindet 


als jede Potenz x—%, d.h. daB fiir jedes positive « die Beziehung 


lim 440g 4 —— J 
x%-—->0O 
gilt. 

Entsprechend werden wir sagen, daB fiir x =& die GréBe x —é 
von erster Ordnung, die GréBe |*—é|* von der Ordnung « ver- 
schwindet. Die nach dem Obigen leicht zu beweisenden Beziehungen 

eens 
lim | ¥|*+ = =0, lint ig S ceniion =) 
x—0 0g |¥ | *— ; 
pflegt man dann folgendermafBen auszusprechen: Die Funktion an 
og | + 
verschwindet fiir +> 0 von geringerer Ordnung als jede Potenz, die 
1 


Exponentialfunktion e |*! verschwindet fiir x—>0 von hoherer Ordnung 
als jede Potenz. 


Anhang zum dritten Kapitel. 


§ 1. Betrachtung einiger spezieller Funktionen. 


Wir haben uns gelegentlich an Beispielen klar gemacht, daB in 
dem allgemeinen Funktionsbegriff zahlreiche der naiven Anschauung 
fremdartig scheinende Méglichkeiten stecken. Diese Beispiele waren im 
allgemeinen nicht durch einheitliche analytische Ausdriicke gegeben. 
Ich méchte daher jetzt zeigen, da8 man durch sehr einfache Aus- 
driicke mit Hilfe der elementaren Funktionen verschiedene typische 
Unstetigkeiten und anormale Erscheinungen darstellen kann. Ich be- 
ginne allerdings mit einem Beispiel, bei welchem keine Unstetigkeit 
auftritt. 
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1 
1. Die Funktion y=e *. 

Diese Funktion (vgl. Fig. 69), welche zunachst nur fiir alle von 0 ver- 
schiedenen Werte x definiert ist, hat offenbar fiir x—>0 selbst den Grenz- 
wert 0. Denn durch die Transformation a] = € geht unsere Funktion in 

! 1 

y=e-* iiber und es ist lim e~5 = 0. Um also die Funktion y =e7 2 
§>o| 

zu einer auch fiir « = 0 stetigen Funktion zu erganzen, setzen wir durch 

die Gleichung y(0) = 0 den Funktionswert an der Stelle « = 0 fest. 

Der Differentialquotient unserer Funktion ergibt sich fiir x ++ 0 nach 


1 
eae Gs 
der Kettenregel als y’ =e *. Strebt « gegen 0, so wird dieser Differen- 


tialquotient selbst den Grenzwert 0 haben, wie man ohne weiteres aus 


dem dritten Kapitel, §9, entnehmen kann. An der Stelle x = 0 selbst 
i 


a We 
ergibt sich der Differentialquotient ¥’ (0) = lim AE) IO) tim © 


h—0 h—>0 
ebenfalls selbst als 0. 


KY. 


nn See Sa Se ee ee ee 


BY 


Fig. 69. 


Bilden wir die weiteren Differentialquotienten, zundchst fiir x = 0, 
al 
so erhalten wir offenbar stets das Produkt der Funktion e ™ mit 


: 1 . 
einer ganzen rationalen Funktion von ~-, und stets gibt der Grenz- 


iibergang x +0 den Wert 0. Auch alle héheren Differentialquotienten 
an der Stelle x = 0 ergeben sich ebenso wie y’ (0) als Null. 

Wir erkennen so, da8 unsere Funktion eine fiir alle Werte von x 
stetige Funktion ist, welche an der Stelle x = 0 mit ihren sdmtlichen 
Differentialquotienten verschwindet (vel. auch § 2), ein Verhalten, 
dessen Merkwiirdigkeit fiir uns spater noch deutlich hervortreten wird 
(vgl. sechstes Kapitel, Anhang). 

1 
2. Die Funktion y=e *. 


Diese Funktion hat, wie Sie sich leicht tiberlegen werden, fiir posi- 
tive Werte von x denselben Habitus wie die eben behandelte Funktion ; 
d. h. wenn x von positiven Werten her gegen 0 strebt, so nahert sich 
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die Funktion dem Grenzwert 0, und dasselbe gilt fiir jeden Differential- 
quotienten. Setzt man fiir x =0 als Funktionswert y(0) = 0 fest, 
so haben auch alle vorderen Differentialquotienten an der Stelle x = 0 
den Wert 0. Ganz anders aber ist es, wenn x sich von negativen Werten 
her der Null nahert; dann werden die Funktion und ihre sdmtlichen 
Differentialquotienten unendlich werden und _hintere Differential- 
quotienten an der Stelle x = 0 existieren nicht. Die Funktion hat 


A 
oe 


OM = aA Be 
Fig. 70. 


also an der Stelle x=o eine merkwiirdige Art von Unstetigkeit ; 
anders als die Unendlichkeitsstellen, die wir bei rationalen Funk- 
tionen im ersten Kapitel betrachtet haben (vgl. Fig. 70). 


3. Die Funktion y=Zq = 5 


Wir haben schon im ersten Kapitel gesehen, daB wir Funktionen 
mit sprunghaften Unstetigkeiten vermittelst eines Grenziiberganges 
aus einfachen Funktionen erhalten kénnen. Die im dritten Kapitel 
definierte Exponentialfunktion und das Prinzip der Zusammensetzung 
von Funktionen liefern uns ein 
weiteres Mittel, Funktionen mit 
1 oF derartigen Unstetigkeiten auch 

direkt ohne Benutzung neuer 

Grenziibergange aus elementaren 
z Funktionen aufzubauen. Ein Bei- 

spiel dafiir ist die Funktion 


y 


ty 1 

=f e* =e x 

i= 25 

foe ey * 1 1 

Fig. glk es ais 
e+e 


und ihr Verhalten in der Umgebung der Stelle x = 0. An dieser Stelle 
ist die Funktion zunachst nicht definiert. Nahern wir uns der Stelle x —0 
von positiven x-Werten her, so erhalten wir offenbar den Grenzwert i 
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nahern wir uns dagegen der Stelle x = 0 von negativen x-Werten her, 
so erhalten wir den Grenzwert —1. Der Punkt x = 0 ist also eine 
Sprungstelle fiir die Funktion, bei deren Uberschreiten der Funktions- 
wert um die Zahl 2 springt (vgl. Fig. 71). Der Differentialquotient 


a 1 1 ses oe 8 4 
es ae x ( 4 =) 


x 


et + e * 
nahert sich dagegen von beiden Seiten her dem Grenzwert 0, wie Sie 
ebenfalls aus dem dritten Kapitel, §9, leicht ersehen kénnen4). 


4, Die Funktion y=xig—. 
Bei der Funktion 


a ae 

1 Cx se 
OE OU ta oa dear are 
em~*te * 


ist die oben betrachtete Unstetigkeit durch den Faktor x beseitigt. 
Von beiden Seiten her hat 
diese Funktion fiir x +0 
den Grenzwert 0, so daB 
wir wiederum zweckmabBig 
y (0) = 0 definieren wollen. 
Unsere Funktion ist dann 
zwar fiir x =0 stetig, da- 
gegen wird ihre erste Ab- 
leitung 


1 1 1 
6) ST alma 
% * 6} 


mde Fig. 72. 

x 
gerade die oben betrachtete Unstetigkeit haben, d.h. die Funktion 
stellt eine Kurve mit einer Ecke dar (vgl. Fig. 72): an der Stelle x = 0 
selbst besitzt die Funktion keinen Differentialquotienten, aber einen 
vorderen mit dem Werte + 1 und einen hinteren mit dem Werte — 1. 


5. Die Funktion y=xsin=, y(0)=0. 


Von dieser Funktion haben wir schon erkannt, daB sie sich zwar 
nicht mehr aus einer endlichen Anzahl monotoner Stiicke zusammen- 
setzt, daB sie nicht mehr ,,abteilungsweise monoton“ ist, wie man sich 
auch ausdriickt, daB sie aber nichtsdestoweniger stetig bleibt (S. 40). 

1) Ein weiteres Beispiel fiir das Auftreten einer Sprungstelle gibt die Funk- 
1 
tion y = arc tee beim 0: 


Courant, Differentialrechnung. 11 
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Dagegen wird ihr erster Differentialquotient 


epee 1 1 11 eet . 
y’ = sin — — = cos 5 (4-20) 


x 


bei Anniherung an die Stelle x = 0 eine Unstetigkeit haben, indem 
er dort fortwaihrend zwischen absolut genommen wachsenden positiven 


und negativen Grenzen hin und her schwankt. An der Stelle x = 0 


h) — y(0 
selber ist der Differenzenquotient Ae) 


= sin; da dieser fiir 
h-+0 unendlich oft zwischen 1 und — 1 hin und her pendelt, so be- 
sitzt die Funktion weder einen vorderen noch einen hinteren Differen- 


tialquotienten. 


§ 2. Bemerkungen tber die Differenzierbarkeit von 
Funktionen. 


Wenn eine Funktion stetig ist und an jeder Stelle einen Differential- 
quotienten besitzt, so braucht dieser Differentialquotient noch keines- 
yA wegs stetig zu sein. Als 

“  einfachstes Beispiel da- 
fiir betrachten wir die 
Funktion 


y=f(x)=asin+, 

welche zunachst nur fiir 
*=+0 definiert, und 
welcher wir durch be- 
sondere Festsetzung fiir 
x=0 den Wert /(0)=0 
zuschreiben, so da sie 
nun mehr eine iiberall definierte stetige Funktion darstellt.  Fiir 
alle von Null verschiedenen Werte von x wird der Differential- 
quotient durch den Ausdruck 


Fig. 73. 


, lel ary 1 ee I 
/ (x) =— x? cos —-- + 2x sin S608 ar asl 
gegeben. Strebt « gegen 0, so existiert fiir /’ (x) kein bestimmter Grenz- 


h® sin me 
wert. Bilden wir dagegen den Ausdruck Hm) r AUS pee SD = ; 
so erkennen wir sofort, daB er bei abnehmendem h gegen Null strebt. 
Es existiert also die Ableitung fiir x =0, und zwar ist /’ (0) =0. 
Um dieses paradoxe Verhalten anschaulich zu erfassen, stellen wir die 
Kurve graphisch dar (vgl. Fig. 73). Sie pendelt zwischen den beiden 
Kurven y = x? und y = — x® hin und her, die sie abwechselnd be- 
rihrt. Dabei wird zwar die Héhe der Wellenberge unserer Kurve 
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im Verhaltnis zu ihrem Abstand vom Nullpunkt immer kleiner; aber 
sie werden trotzdem dabei nicht flacher, sondern ihre durch den Diffe- 


Pa ba voacetl 1 SEN een een 
rentialquotienten /’ (x) = 2» sin = 7 COS gemessene Steilheit wird in 


1 1 ‘ j 
den Punkten x = pes (=e 2a) WO UCOs = — list, gleich —1 und 
1 


im -den Punkten. %. = One iys eleichiraiaels 


Im Gegensatz zu der hier geschilderten Méglichkeit einer zwar tiber- 
all existierenden, aber nicht tiberall stetigen Ableitung gilt offenbar 
der einfache Satz, welcher eine Reihe von friiheren Beispielen und 
Uberlegungen beleuchtet: Wenn wir wissen, daB die Ableitung / (x) 
tberall in der Umgebung eines Punktes x = a existiert und stetig ist, 
und wenn lim /’(*) =6 gilt, dann existiert auch im Punkte x =a 

x —>a 
die Ableitung f(a), und zwar ist /’ (a) =b. Der Beweis folgt sofort aus 
Ha + h) — f(a) 
h 
Zwischenwert zwischen a und a+ hk ist. Strebt nun / +0, so strebt 
nach Voraussetzung auch /’(&) gegen 6, und daraus folgt sofort 
unsere Behauptung. 

Ein Gegenstiick hierzu ist der folgende genau entsprechend zu be- 
weisende Satz: Wenn die Funktion f(x) fiir a << x < 6b stetig ist und 
fiir a<x <b eine stetige Ableitung /’(x) besitzt, die bei Annaherung 
des Punktes x an den Punkt a iiber alle Grenzen wachst, so wachst 
auch der vordere Differenzenquotient Ley aid {9 bei Abnahme von 
h za 0 iiber alle Grenzen, so daB kein endlicher vorderer Differential- 
quotient vorhanden ist. Die geometrische Deutung dieses Vorkomm- 
nisses ist ein im Endlichen gelegener Kurvenpunkt mit vertikaler 
Tangente. 


dem Mittelwertsatz: Es ist namlich == iG) uvo: Gein 
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1. Beweis des binomischen Satzes. 


Auf Grund unserer Differentiationsregeln ergibt sich fiir den bino- 
mischen Satz ein einfacher Beweis, den ich als Beispiel einer fiir uns 
spater wichtigen Betrachtungsweise, der ,,Methode der unbestimmten 
Koeffizienten’ hier anfiihren will. Wir suchen fiir beliebiges ganz- 
zahliges positives eine Entwicklung der GroBe (1+ x)" nach 
Potenzen von x. Wir erkennen sofort, daB die Funktion (1 + %)” 
eine ganze rationale Funktion m-ten Grades sein mu, d.h. die Gestalt 
(1 + x)" =a, + a,x + a,x? +---+ a,x" hat, und es handelt sich 
lediglich um die Bestimmung der Koeffizienten a,. Setzen wir x = 0, 
so erhalten wir sofort a) =1. Differenzieren wir die rechte und die 
linke Seite der Gleichung nach * einmal, zweimal, dreimal usw., so er- 

tile 
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halten wir die Gleichungen 
n(l+x)"-1=4,4+24a,x%+---+na,x"*—', 
n(m—1)(1+x«)"-2= 2a,+3-2a,x%+ ---+n(n—1)a,x"-? 
da diese Gleichungen fiir alle Werte von x bestehen, so kénnen wir 
in jeder von ihnen wiederum x = 0 setzen und erhalten so fiir die 


Koeffizienten ay, dy, a3,... der Reihe nach die Ausdriicke 
n(n — 1) n(n — 1) (n— 2) 
G1 Peek ae eae ery oe eee Yo 
n(n —1)(n—2)...(n—k+1)_ (mn 
Hd Jee kl = ( ) 


so daB wir schlieBlich den binomischen Satz in der Gestalt 


(lt xn=1+nx+ (9) 224 eet (Flak p ee + x" 
gewinnen. 


2. Fortgesetzte Differentiation. 


Als Ubungsaufgabe iiberlasse ich Ihnen, im AnschluB hieran zu be- 
weisen, da sich die mehrfache Differentiation eines Produktes nach 
der folgenden Formel (Leibnizsche Regel) vollzieht 


dn d n\ dn-1 d Le CP a 
rea berraeavi rect area rrr iS 


n d qn-1 dq” 
| Or Up preets ats 


oder 
(fg) = fg + fs) fine! + & fimo" 4... 
aie (7 )fgim—2 4 f-gim, 


Keinem so itibersichtlichen Bildungsgesetz geniigt iibrigens die fort- 
gesetzte Differentiation einer zusammengesetzten Funktion y = {(9(x)). 
Nach den Differentiationsregeln des vorigen Kapitels (Produktregel und 
Kettenregel) wird 


d*y vt , , ur 
TA Pile. 


ay wer 3 rt , wu , mt 
Fes Sloe) Oe 
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3. Weitere Beispiele fiir Anwendung der Kettenregel. 
Verallgemeinerter Mittelwertsatz. 


Den Differentialquotienten der Funktion x* bildet man, indem man 
setzt x* = e*!8*, worauf man nach der Kettenregel erhalt 


d 
da *” = ** (logx + 1). 


Ganz ebenso vollzieht sich die Differentiation des allgemeineren Aus- 
druckes f(x)7 = e/ 812) nach der Kettenregel folgendermaBen: 


J MxF = F(x f- f(x) (log f(a) +1). 


Als weitere Anwendung der Kettenregel gebe ich einen Beweis fiir den 
schon im Kapitel II, Anhang § 2 genannten verallgemeinerten Mittelwert- 
satz der Differentialrechnung, wobei sich dieser Satz unter milderen 
Voraussetzungen ergibt. Es sei G(x) = u eine im abgeschlossenen Inter- 
vall a < x <b monotone stetige und im offenen Intervalle a< «<b 
differenzierbare monotone Funktion, deren Ableitung G’ («) dort nirgends 
verschwindet und es sei F (x) eine in demselben Gebiet stetige bzw. diffe- 
renzierbare Funktion. Fiihren wir in / (x) durch die Umkehrfunktion 
% = @®(u) von G(x) anstatt von x die GréBe wu als neue unabhangige 
Veranderliche ein, d. h. betrachten wir die zusammengesetzte Funktion 
f (uw) =F (®(u)), so wird nach der Kettenregel /’ (uv) =F’ (x) ® (u) = - Gh ; 
Der gewohnliche Mittelwertsatz, angewandt auf die Funktion /(w) und 
das Intervall zwischen u, =G(a) und uw, =G(b) ergibt nun fiir einen 
Zwischenwert w 


oder 


wo € = @ (w) ein Zwischenwert zwischen a und 0 ist. 


Viertes Kapitel. 


Weiterer Ausbau der Integralrechnung. 


Wir sind im vorigen Kapitel durch Aufstellung der Differentia- 
tionsregeln zu einer weitgehenden Beherrschung der Aufgabe gelangt, 
gegebene Funktionen zu differenzieren. Aber gerade das um- 
gekehrte Problem, das des Integrierens, geht fast tiberall an Wichtig- 
keit dem des Differenzierens voran. Demgema8 sind wir nunmehr 
genotigt, uns mit der Kunst des Integrierens gegebener Funktionen 
zu befassen. 
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Das mit Hilfe unserer Differentiationsregeln gewonnene Ergebnis 
konnen wir dahin zusammenfassen: Jede mittels der elementaren Funk- 
tionen durch einen ,,geschlossenen Ausdruck‘‘') gebildete Funktion lift 
sich differenzieren, und ihr Differentialquotient ist eine Funktion, die 
sich ebenfalls mit Hilfe der elementaren Funktionen geschlossen ausdriicken 
lift. Dagegen haben wir keine vollstandig entsprechende Tatsache fiir 
das Integrationsproblem bei elementaren Funktionen kennen gelernt. 
Wir wissen zwar, daB jede elementare Funktion, ja jede stetige Funk- 
tion, sich integrieren la8t, wir haben auch zahlreiche elementare Funk- 
tionen direkt oder durch Umkehrung von Differentiationsformeln mittels 
elementarer Funktionen integriert, aber wir sind-weit davon entfernt, das 
folgende Problem allgemein lésen zu kénnen: Gegeben ist eine Funk- 
tion /(x), die irgendwie geschlossen mit Hilfe der elementaren Funk- 
tionen aufgebaut ist. Gesucht ist ein Ausdruck fiir ihr unbestimmtes 
Integral F(x) = St(x) dx, und zwar gesucht in dem Sinne, daB F(x) 
wiederum durch elementare Funktionen geschlossen ausgedriickt wird. 

Es besteht nun sogar die Tatsache, daB eine solche Aufgabe im 
allgemeinen nicht mehr lésbar ist; keineswegs fihrt das Integral 
jeder elementaren Funktion wiederum auf eine elementare Funktion 
oder ist, wie wir sagen wollen, ,,elementar ausfiihrbar’’. Trotzdem aber 
ist es auBerordentlich wichtig, solche Integrationen, wo sie méglich 
sind, tatsachlich durchfiihren zu kénnen und iiberhaupt eine gewisse 
technische Fertigkeit bei der Integration gegebener Funktionen zu ge- 
winnen. 

Hilfsmittel hierfiir zu entwickeln, wird die Aufgabe des ersten 
Teiles dieses Kapitels bilden. Dabei méchte ich gerade den An- 
fanger ausdriicklich vor dem Versuche warnen, etwa rein gedachtnis- 
maBig die Fiille der Formeln, welche man durch Anwendung dieser 
technischen Hilfsmittel erhalt, sich einzupragen. Das Bestreben darf 
lediglich darauf gerichtet sein, die Methoden der Integration inner- 
lich_verstehen und handhaben zu lernen. 

Zweitens aber werden wir uns in diesem Kapitel — im wesent- 
lichen unabhangig von der Frage der Technik des Integrierens — 
noch mit einigen mehr prinzipiellen Vertiefungen und Erganzungen 
unserer Auffassung von Integration und Integral zu befassen haben. 


S$ 1. Zusammenstellung der elementaren Integrale. 


Ich erinnere vorab nochmals daran, da8 jeder der frither bewiesenen 
Differentiationsformeln eine gleichbedeutende Integrationsformel ent- 


1) Wir verstehen darunter eine Funktion, welche sich durch mehrmalige 
Anwendung von Zusammensetzungsprozessen und rationalen Operationen aus 
den elementaren Funktionen bilden 1aBt. 

Dabei mache ich darauf aufmerksam, daB die Unterscheidung zwischen 
,elementaren“’ Funktionen und anderen etwas an sich recht willkiirliches ist. 
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spricht. Da diese elementaren Integrale immer wieder als Material 
der Integrierkunst auftreten, so stellen wir sie in einer Tabelle zusam- 
men. In jeder Zeile dieser Tabelle steht rechts eine elementare Funk- 
tion, links ihr Differentialquotient. Lesen wir die Tabelle von links 
nach rechts, so erhalten wir zu der links stehenden Funktion rechts 


ein unbestimmtes Integral. 


E" (%) = f (#) 
1 x4 (a + —1) 
a| 
nx 
3 | e 
a) a® (a2=1) 
sin ¥ 
cos ¥ 
qa 
sin? * 
8 1 
cos? x 
9| Ginx 
10 | Cof x 
he ee 
Gin? 
12 u 
Gof? x 
See (fee) 
S| yi—# 
1 
14 1 + x? 
fo te eee 
yl-+ +? 
6 : (|#|>1) 
il + 72—1 i i 
|e|<l 
Uae E 
ceaee lis eesl 


F(x) = J f(x)dx 
yard 
a+1 
log | «| 


ex 

at 
log 4 
— cOS*# 


sin + 


— cotg + 


Tg x 


are sin ¥ 
(a arc COS ¥ 
arc tg ¥ 
a arc cotg ¥ 


Wr Sin x = log (v + J1 + +?) 


Wr Coj x = log (w + Px? —1) 


1 oe ieee 

Wr Tq x Se oe Lay 
es 1 +1 
Ur Cotg ¥ = | log — | 


Ich erinnere ferner an die im zweiten Kapitel § 4 bewiesenen funda- 
mentalen Satze der Differential- und Integralrechnung; insbesondere 
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an die Tatsache, daB man aus dem unbestimmten Integral f(x) das 


b b 
bestimmte Integral durch die Formel [f(x) dx = F(x)| = F(b) —F(@) 


erhalt. Endlich mu8 man fiir die Technik des Integrierens die im 
zweiten Kapitel § 1 zusammengestellten elementaren Integrationsregeln 
bereit haben. 

In den nachsten Paragraphen werden wir nun versuchen, die Aus- 
fiihrung von Integralen iiber gegebenen Funktionen irgendwie auf die 
in dieser Tabelle zusammengestellten elementaren Integrale zuriick- 
zufiihren. Abgesehen von Kunstgriffen, die der Anfanger doch nicht 
systematisch lernen kann, die vielmehr Sache langerer Erfahrung sein 
miissen, beruht eine solche Zuriickfiihrung immer wesentlich auf der Ver- 
wendung von zwei Hilfsmitteln. Jedes dieser beiden erlaubt uns, in 
mannigfacher Weise ein gegebenes Integral umzuformen, und das Ziel 
solcher Umformungen wird sein, mit einem Schritt oder mit einer 
Reihe von Schritten eine gegebene Integrationsaufgabe auf eine oder 
mehrere der oben angeschriebenen elementaren Integralformeln zu 
reduzieren, 

§ 2. Die Substitutionsregel. 

Das erste dieser Hilfsmittel fiir die Behandlung von Integrations- 
problemen ist die Einfiihrung einer neuen Veranderlichen (Substitution 
oder Tvansformation). Die entsprechende Integralformel ist nichts 
anderes als die Kettenregel der Differentialrechnung, in Integralform 
ausgedriickt, 

1. Die Substitutionsformel. 

Wir denken uns in einer Funktion F(«*) durch die Gleichung 
x = p(w) eine neue Veranderliche w eingefiihrt, so daB F (x) eine mittel- 
bare Funktion von w wird. 

F (x) = F((u)) = G(u) 

Die Kettenregel der Differentialrechnung besagt nun 

aG aR , 

Ga ae tat 
Schreiben wir jetzt 

F’(x)=f(x) und G'(u)=g(u), 
oder damit gleichbedeutend 
F(x) =f f(a)dx und G(z) =f g(udu, 

so geht einerseits die Kettenregel iiber in 

& (u) = f(x) p(w) 
anderseits ist nach Definition 


G(u)=F(x) dh. fg(udu=f f(x)dx, 
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und somit erhalten wir die mit der Kettenregel aquivalente Integral- 
formel 
Ste) ¢ wdu=S fide, (x= plu). 

Diese Formel ist die Grundlage fiir die Einfiihrung neuer Verdnderlicher 
m em Integral. Sie besagt: Wenn wir ein unbestimmtes Integral 
iiber eine Funktion von uw zu bilden haben, welche in der besonderen 
Gestalt /(@(u)) g’ (uw) gegeben ist, so kénnen wir statt dessen die Funk- 
tion /(x) der Integrationsvariabeln x unbestimmt nach x integrieren und 
haben nach Ausfiihrung dieser letzten Integration x = p(w) zu setzen 
und damit wieder wu einzufiihren. 


Wenden wir die Formel z. B. auf den Integranden aa an, so er- 


halten wir sofort 
p’ (u) led = 
Joy a= JF log | «| =log | p(w) |, 
oder, indem wir jetzt wieder x statt « schreiben, 
Pp (x) Aa 
[00 araiog| ot] 


Setzen wir in diese wichtige Formel beispielsweise w(x) = log x oder 
g(x) = sin x oder (x) = cos x ein, so erhalten wir 


{as = log | log « 


x log % 


’ 


f cot xdx =log (sins. 
J tg xdx =—log | cos x| 1) 
Ein weiteres Beispiel ist das Integral 
Sowm¢ wdu=f xdx == Fpl, 
wo also f(x) = x wird. Es ergibt sich so z. B. fiir m(u) = log u 


fre du= s (log #)2. 


U 


Endlich betrachten wir das Beispiel 
J sin” ucosudu. 


Hier ist x = sin w = y(u) und es ergibt sich 
ae sin 
n+l 7” +1° 

In vielen Fallen wollen wir nun aber unsere obige allgemeine Formel 
in der umgekehrten Richtung anwenden, indem wir von der rechten 
Seite, dem Integrale i {(x) dx ausgehen. Jetzt handelt es sich also 


darum, ein vorgelegtes unbestimmtes Integral F(x) = f ACA tie PAL 


n+ly 


J sin” «cos udu =f xdx= 


1) Man bestatige diese und die folgenden Formeln, indem man zeigt, daf 
durch Differentiation des Ergebnisses der Integrand entsteht. 
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berechnen oder zu vereinfachen, indem wir durch die Transformations- 
gleichung x = m(u) die neue encty shia u ca dem- 
gema8 dann das unbestimmte Integral G (w) = f t(@ gy (u)du auf- 
suchen und schlieBlich in diesem die Variable « nee x ie 
Um diesen letzten Schritt ausfiihren zu k6énnen, miissen wir eine 
Sicherheit haben, daB tatsachlich dem Werte x ein bestimmter Wert u 
zugehort, d.h. da8 die Funktion x = p(w) sich umkehren 1laBt. Dem- 
gemaB setzen wir jetzt, indem wir die Variable x als das Primare an- 
sehen, folgendes voraus: In dem betrachteten Intervalle sei u = yp (x) 
eine monotone differenzierbare Funktion mit dem Differentialquo- 
tienten y’(x), der nirgends im Intervalle verschwindet. Die Um- 


kehrfunktion — ihre eindeutige Bestimmtheit ist eine Folge der Vor- 

aussetzung — nennen wir x =q/(u): ihre Ableitung ist dann gegeben 
1 : ; 

durch gy’ (u) = wah Als Grundformel fiir die Einfiihrung einer neuen 


Veranderlichen u~ in ein Integral erhalten wir daher 


St(dx=ft(eW)y' du, (u=y(x). 


Man erhalt das unbestimmte a: f f(x) dx, indem man das un- 
bestimmte Integral ik H(@(u)) wp’ (u) du bildet und am Schlusse anstatt 
von u wieder x als Variable durch die Gleichung u = w(x) etnfiihrt. 
Es ist also nicht etwa so, dai man einfach in der zu integrieren- 
den Funktion die alte Veranderliche x durch die neue w ausdriickt 
und dann nach dieser neuen Verdnderlichen integriert; sondern 
man mu vor der Integration noch mit der Ableitung der ur- 
spriinglichen Veranderlichen x nach der neuen Veranderlichen « multi- 
plizieren. 

Als Integralformel fiir die bestimmte Integration zwischen zwei 
Grenzen haben wir entsprechend zu schreiben 


b w (b) 
Siiddx=f Ko)’ (wdu, 
a w (a) 
d.h. wir haben in der neuen Integrationsverdnderlichen diejenigen Inte- 
grationsgrenzen zu wihlen, welche durch die Transformation x = y(u), 
u = p(x) den alten Integrationsgrenzen entsprechen, 

Meistens wird bei den Anwendungen der Integrand /(x) von vorn- 
herein als zusammengesetzte Funktion erscheinen, etwa f(x) = h(u), 
wo u = (x) ist. Dann ist es bequemer, unsere Integralformel ein 
wenig anders zu schreiben, indem wir den Ausdruck /((«)) mit der 
Funktion h(u) identifizieren, Machen wir fiir « die Substitution 
u = p(x), * = p(u), so lautet unsere Transformationsformel einfach 


fn (w(x))d x =|h (w) du. 
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Als ein erstes Beispiel betrachten wir die Integration der Funktion 
/(x) =sin 2x, also u = w(x) =2x% und h(u) =sin uw. Es ist dabei 
du 
an =P (*) =2. 
Fiihren wir in dem Integral w = 2% als neue Verdnderliche ein, so 
geht das Integral nicht iiber in i sin udu, sondern in 
Ik ies. 1 I 
9 JSin udu =—-5 cos u =— > cos 2%, 


wie Sie im tbrigen natiirlich sofort durch Differenzieren der rechten 
Seite bestatigen kénnen. 


: . ° It 5 
Integrieren wir zwischen den Grenzen x = 0 und x =%, so sind 


die entsprechenden Grenzen uw = 0 und u = 33 wir erhalten 
ww bia s 
a 2 2 
fsin2xdx= 5 [si iy ead el 
oe SI Uau = 9 CSU) =5. 
0 0 0 


i 4 
Ay d : 
Ein anderes einfaches Beispiel ist das Integral ee Hier nehmen 
x 
1 


wir u = p(x) = |x. Es wird also x = y(u) = u?. Da weiter oy’ (u) = 2u 
ist, so ergibt sich 


4 
ee er Cte 

|x : 
a 1 al 


2. Neuer Beweis der Substitutionsformel. 


Wir kénnen uns im tibrigen unsere Integralformel auch noch auf 
eine andere direkte Weise klar machen, indem wir auf die Formel fiir 
die bestimmte Integration abzielen und uns auf die Bedeutung 
des bestimmten Integrales als Grenzwert einer Summe stiitzen. Um 
das Integral 


b 
Sa(p(o)dx 


zu berechnen, kénnen wir in dem Intervall a <x <6 eine beliebige 
Einteilung zugrunde legen, die wir dann immer weiter verfeinern. 
Wir wahlen diese Einteilung folgendermaBen. Dem Intervall a<x* <6 
der x-Achse entspricht, wenn “ = w(x) als monoton wachsend voraus- 
gesetzt ist, in umkehrbar eindeutiger Weise, ein Intervall «<u < 8B 
fiir die zugehérigen u-Werte u = w(x), wobei «= y(a), B = y(b) 
gesetzt ist. Dieses w-Intervall teilen wir in m Teile der Linge A uw?) 


1) Die Annahme der Gleichheit dieser Teilintervalle ist iibrigens keineswegs 
wesentlich fiir den Beweis. 
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ein; dieser Einteilung entspricht eine nun im allgemeinen nicht mehr 
aquidistante Einteilung des x-Intervalles. Wir bezeichnen dessen 


Teilpunkte mit a, %1,..., %, = 0, die zugehérigen Intervallangen mit 
Ax ad S, eat e 
Das betrachtete Integral ist nunmehr der Grenzwert der Summe 
Shy (p(&))4 x, , 


wo wir die Werte &, ganz beliebig im v-ten Teilintervall der x-Einteilung 
wahlen kénnen, und diese Summe schreiben wir jetzt folgendermaBen: 


~ A xy 
ah (Uy) AG Au s 
wo u, = p(é,) gesetzt ist. Nun ist nach dem Mittelwertsatz der Dif- 
: A xy i 2 
ferentialrechnung aon =y (n,), wo , ein passend zu wahlender 
Zwischenwert der Variabeln « im v-ten Teilintervall der u-Einteilung 
ist. Verfiigen wir nun tiber die Werte &, so, daB grade &, und y, zu- 


sammengehéren d.h., daB €,=(n,), n, = p(&,) ist, so erhalt unsere 
Summe die Gestalt 


2h (1p) Y (Hr) Au. 


Machen wir den Grenziibergang mit dieser letzteren Gestalt der 
Summe, so erhalten wir unmittelbar als Grenzwert, d.h. als den 
Wert des betrachteten Integrals 


B 
fiw) au, 


in Ubereinstimmung mit der oben gegebenen Formel. 


3. Beispiele. Integrationsformeln. 

Mit Hilfe der Substitutionsregel kénnen wir in vielen Fallen ein 
gegebenes Integral i} f(x) dx auswerten, indem wir es durch eine 
geeignete Substitution x = p(w) auf eines der elementaren Integrale 
unserer Tabelle zuriickfiihren: Ob es solche Substitutionen gibt und 
wie man sie findet, dartiber lassen sich keine allgemeinen Aussagen 
machen; vielmehr ist hier ein Punkt, wo Ubung und Geschicklichkeit 
gegentiber der ils teases Methode zu ihrem Rechte kommen. 


Das Integral ee 


. vermittelst der Substitu- 
tion’) = o(u) =au, w= *~ , ax =a du, durch welche wir mit Riick- 


1) Wir nehmen uns hier und im folgenden die Freiheit, der Kiirze halber in 
unseren Formeln die Symbole dy und du getrennt zu schreiben, also dx = gp’ (u) du 


tatt a i 
statt 7 = (uw). 


~§3. Weitere Beispiele zur Substitutionsmethode. 1s} 
sicht auf Nr. 13 der Tabelle erhalten: 


ax adu A cee 
ee a Croll) 74,—— ale Sin ——% 
\a? — x2 ayl—wv a 


Ebenso ergibt sich durch dieselbe Substitution 


ik ax =v. adu 1 1 ie 
a® + x? =| aa aime noe eg ee rea? 


Jafar a 
t= Yr Cof = 
Weenie = 


1 z 
= We Tg — fir |x|<|a!| 


a 

eS ey = . 

“—* |= ovGotg* far |x| >|a| 
a 


Formeln, die sehr haufig vorkommen und die im iibrigen sich leicht 
durch Differentiation der rechten Seite bestatigen lassen. 

Zum SchluB will ich noch einmal folgenden Umstand ausdriicklich 
hervorheben. Wir hatten bei unserer Substitution die Voraussetzung 
gemacht, daf} in dem betrachteten Intervall iiberall ’ (wv) == Oist, woraus 
sich die eindeutige Umkehrbarkeit der Substitution durch die Glei- 
chung “4 = w(x) ergibt. Wenn unsere Voraussetzung nicht erfiillt ist, 
kann man bei der Anwendung der Substitutionsformel leicht zu Fehl- 
schliissen verleitet werden. Will man solchen Schwierigkeiten ent- 
gehen, wenn im Integrationsintervall an einzelnen Stellen g’(u) = 0 
ist, so muB man dieses Intervall in einzelne Teile einteilen, so daB nur 
an den Endpunkten der Teile gy’ (u) = 0 sein kann, und dann die Sub- 
stitution fiir jedes Teilgebiet einzeln vornehmen. 


§ 8. Weitere Beispiele zur Substitutionsmethode. 


In den folgenden Zeilen stelle ich kurz eine Reihe von weiteren Bei- 
spielen zusammen, die Sie als Ubungsmaterial sorgfaltig durchdenken 


mogen. , 
Durch die Substitutionen wu = 1+ «%?,du = + 2x dx folgt 
ee 
{il se aa 
wax i 
[antes eee Vet 2" 


In diesen Formeln hat an allen drei Stellen entweder stets + oder 
stets — zu stehen. 
Durch wu = ax-+ b,du =adx erhalten wir 


ax i 
fagcpag elax +l, 
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J(ax +d)" ok (ax+bje+1, (9 +—1) 


a(a + : 1) 
fin (ax + b)dx = — 2 cos (ax + 0); 
ebenso wird mittels u = cos x,du = — sin x dx 
Jtg xdx = —log | cos x | 
und mittels w= sin x,du = cos x dx 
Jcotg xdx% =log|sin x|. 


Durch die ganz analogen Substitutionen vw = Coj«, du= Ginx dx und 
u= Ginx, du=Co|xdx erhalten wir die Formeln 


fg «dx =log | Cof «| 
und 
JCotg xdx=log| Ginx]. 


ax : 
cow, Sclangen wir zu 


Vermoge der Substitution w = > tg x, du= * es 


den beiden Formeln 
ax i 1 dx ees aoe @ : ) 
fa sinta-+b2 cos? x Bb? [= rs COsty p abe be 


und 


dx 1 We 
le sin?*—b2costx | ab Ur Tg 5 tg x) : 
Das Integral 
f ax 
sin ¥ 


a“ a ees % x x” 3 
berechnen wir, indem wir sin * = 2 sin 9 COS-5 = 2 tg 5 cos? ‘9 schrei- 


x dx : : 
ben und u = tg, also du = ———;, setzen; es wird dann 
2 cos? ee 
ax du x 
Jaeer areas Be 


Ersetzen wir in dieser Formel x durch x + 9» SO geht sie tiber in 


Je- log | t te (> Be <) : 


Die Substitution w = 2x liefert in Anbetracht der bekannten trigono- 
metrischen Formeln 2 cos? x = 1+ cos2x% und 2 sin? x = 1— cos 2x 
die oft gebrauchten Formeln 


1 ; 
f cos? xdx = 5 (x -+ sin x cos x) 
und 


(% — sin x cos %) . 


: i 
sin? xdx = — 
fsin xd x 5 


-§ 3. Weitere Beispiele zur Substitutionsmethode, es 


Durch die Substitution x = cos u, also uw = arc cos x, oder allgemeiner 
* =acosu werden 


fyi —wdx bzw, [je—x ax 
auf diese Formeln zuriickgefiihrt. Wir erhalten so 


ee 2 ———— 
FE nd Oi pp hig aS are 
fy dx g arc cos pees: a IP 


Ganz entsprechend erhalten wir auch durch die Substitution « = a oj u 
die Formel 


ae a2 nN x [es a ge 
fi — @dx=—* or Gof 744 [Row 
und durch die Substitution « = a Gin u 


[les adx=F we Sin 4 5 et 2. 


Die Substitution u = ~, = —< du fiihrt uns auf die Formeln: 
| ax 2 i 
aa = — Ae in — 
x ya? — ab a x 
d 
| ae =—— Wr Sin —, 
x Vx? + a2 a 
d I 
(i a Ar Cof—. 
x ja? — # a x 


Wir betrachten schlieBlich noch die drei Integrale 


fsin mx sin NKAX , fisin MX COSNXAX , {cos mx cos NXAX, , 


wobei m und n positive ganze Zahlen sind. Nach bekannten trigon- 
metrischen Formeln kénnen wir diese Integrale je in zwei zerlegen, 
indem wir schreiben: 


1 | 
Sin MX SIN WX = —> (cos (m—n) x — cos (m + n) x) : 
; MP pite ; 
sin m% cos mx = =. (sin (m +m) %+ sin (m—n) x), 
1 
COS MX COS WX = > (cos (m+n) x + cos (m—™n) x). 


Fiihren wir nun die Substitutionen «= (m + n) x bzw. u = (m—n) x 
ein, so ergibt sich ohne weiteres das Formelsystem: 


(eu ee ee es) wenn m +: 1; 


: : 2 m—n m+n 
f sin Mx SIN NXAX = : 
1 ( sin 2mx ) 
Bf ase cai wenn m=n, 
2 2m 


176 IV. Weiterer Ausbau der Integralrechnung. 


wenn m™ nN 
m+n m—n +H, 


Jsin MX COSnNXAX = 
MX 
: oS wenn m=, 


ie (ee (m+ n)% | Cos (m—n) * 


ey 
anes (m + n) # peludos Es wenn m = 1, 
2 m+n ike 
Joos mx cos nxdx = tev e oe 
\1( mx x) wenn m=. 
at 2m 


Integrieren wir insbesondere von —z bis +a, so erhalten wir aus 
diesen Formeln die iiberaus wichtigen Beziehungen 


“is ; , 9, wenn m + 1, 
J sin Mx Sin WXAX = 

Ege | x, wenn m =n, 
+a 


Jisin mx cosnxdx=O0, 


=e: 


“gs {0 wenn m == 1 
cos MX COS NXAX = 
aif |x wenn m= 1. 


Es sind dies die ,,Orvthogonalititsrelationen‘“’ der trigonometrischen 
Funktionen, mit denen wir uns noch im neunten Kapitel zu beschaftigen 
haben werden. 


§ 4. Die Produktintegration. 


Das zweite technische Hilfsmittel fiir die Behandlung von Integra- 
tionsproblemen liefert uns die Formel fiir die Differentiation eines 


Produktés: "(jg)’ = //g.-5 27. 


1. Allgemeines. 


Schreiben wir diese Formel als Integralformel, so erhalten wir (vgl. 
drittes Kapitel, ie Nr. af 


= fg(x) (x)dx +t fi(x) x)ax 
ae \dx=f Wipe: 


Diese Formel wird fs ie Formel der Produktintegration (auch partielle 
Integration oder Teilintegration) bezeichnet. Sie gestattet die Zuriick- 
fiihrung eines Integrales auf ein anderes. Wenn man namlich in einem 
Integrale fo (x) x) dx den Integranden in ein Produkt w(x) = f(x) p(x) 
zerlegt hat und wenn man von dem einen Faktor g(x) das unbe- 
stimmte Integral 

= So p(x)dx 


elementar ausfiihren kann, so ist (x) = g’(x), und dann bias eee 
unsere Formel das Integral fo(x) ax = ne (4) O(x) ax = St (x) x) dx 


oder 
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auf das andere i) g(x) f(x) dx reduziert, das unter Umstanden einfacher 
zu behandeln sein kann als das erste. Da man eine als Integrand auf- 
tretende gegebene Funktion w(x) in mannigfacher Weise als ein Pro- 
dukt / (x) m(«) = f(x) g’(«) auffassen kann, so bietet uns diese Formel 
eine weitreichende Handhabe zur Umformung von Integralen. 

Als Formel der bestimmten Integration geschrieben lautet die Formel 
der Produktintegration 

bb 


Sia)e' (e)dx= Hx) g(x) |—f eos («ax 


a a b 
=1(b)9(b) i (a)g (a) — Je(mf (ax. 
Denn wir brauchen nur in der unbestimmten Integralformel auf beiden 
Seiten fiir die auftretende Variable das eine Mal den Wert x = b, das 
andere Mal den Wert x =a einzusetzen und die entstehenden Aus- 
driicke voneinander abzuziehen, um gemaB dem zweiten Kapitel 
§4 aus der Formel fiir die unbestimmte Integration eine solche fiir 
die bestimmte Integration zu erhalten. 
Zur ersten Erlauterung diene folgendes Beispiel: 
flog xdx = flog x-1-dx. 
Wir deuten durch diese Schreibweise an, da wir f(x) = log x und 
1 
g’ (x) = 1 setzen wollen, so daB wir also f(x) =~ und g(x) = x haben. 


Die rechte Seite unserer Formel geht dann iiber in 
flog LO xlogx— |< dx = xlogx—x. 


Dieser letztere Ausdruck ist also das Integral des Logarithmus, wie 
man nunmehr auch unmittelbar durch Differenzieren bestatigt. 


2. Beispiele. 
Folgende weitere Beispiele mégen Ihnen die Handhabung der Me- 
thode naherbringen. 
Setzen wir f(x) = x, g’ (x) = e*, so erhalten wir f(x) =1, g(*) =& 
fxetdx= e* (x— 1); 
ganz ahnlich ergibt sich 
fxsin xdx=—xcosx+sin x 
und 
fxcos xdx =x sin %+ COSEVE 
Pur (y— loe x, 2-4) ==" folet die Relation 
a+1 il 
fx log xdx =~ at (10g x) ; 


a 
Courant, Differentialrechnung. 12 
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Hierbei muB a - — 1 vorausgesetzt werden. Fiir a = — 1 erhalten wir 
(vgl. S. 169) 


1 dx 
l= log xdx = (log x)? = | flog Edges 
also, wenn wir das Integral von der rechten Seite auf die linke bringen, 
1 cx oh : 
Ie log xdx = 5 (log x)?. 


Das Integral i arc sin x dx berechnen wir, indem wir /(x) = arc sin %, 
g’ (x) = 1 setzen. Es wird dann 
3 : x ax 
fare sin taX% —* aresin & =| 
jl—+? 
wir kénnen nach § 3 die Integration rechts sofort ausfiihren und er- 
halten 


f arc sin xdx =xarc sin x+ J1—2?. 


Auf die gleiche Art berechnet sich auch das Integral 
f arc (aa % 7 arc tgx— 5 log (1 + x?) 


wie auch viele ahnlich gebauten. 

Einen etwas anderen Charakter zeigen folgende Beispiele, bei denen 
man nach zweimaliger Anwendung der Produktintegration wieder auf 
das Ausgangsintegral zuriickkommt und so zu einer Gleichung fiir das- 
selbe gelangt. 

Durch zweimalige partielle Integration erhalten wir 


: i a 
f ea” sin bxdx—=—~- e9* cos bx + * fet® cos bxdx 
] Ghd Per as : 
aoe e%® cos b% + Fe et” sin bx —* | et#sin bxdx 


und daher, indem man nun aus dieser Gleichung das Ausgangsintegral 
(hts sin bxdx berechnet. 


fee sin bxdx = ap et (asin bx — bcos bx). 
Auf die gleiche Art folgt auch 
f et cos bxdx= ar et (a cos bx + bsin bx). 


3. Rekursionsformeln. 


In vielen Fallen hangt der Integrand auBer von der unabhiangigen 
Veranderlichen noch von einem ganzzahligen Index n ab, und es ge- 
lingt durch Produktintegration, das Integral zwar nicht sofort auszu- 
werten, aber doch auf ein solches derselben Form nur mit einem klei- 
neren Werte des Index m zuriickzufiihren, bis wir schlieBlich nach einer 
Anzahl von Schritten zu einem Integral gelangen, welches wir vermége 
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unserer Integrationstabelle beherrschen. Ein solches Verfahren nennt 
man Kekursionsverfahren. Ich erlautere es an einigen Beispielen: 
Durch wiederholte Anwendung der Produktintegration kénnen wir die 
trigonometrischen Integrale 


fos x a fsinn x ax, sin x cos” x ax 


berechnen, wenn m und 7 positive ganze Zahlen bedeuten. Es wird 
namlich z. B. 


fcosn xax% = cos"-1x% sin x + (n—1) fose- 2% sin* xd %; 
die rechte Seite kénnen wir auch in die Form 
cos"—14 sin « + (7 — 1) fcosm ~2%a%— (n— 1) foos xdx 
setzen und erhalten daraus die Rekursionsformel 
1 : n— 1 
fh cos” xd % = 7 COS" 14% sin % + aa COs” —2 44% . 
Diese Formel gestattet uns den Exponenten des Integranden immer 
weiter zu vermindern, bis wir endlich zum Integral 
ficos aX —=sinx bzw. fdx= x 


gelangen, je nachdem m ungerade oder gerade ist. Ebenso ergeben sich 
auch die analogen Rekursionsformeln 


i Lage n—I1f. 
Jsinn xdx = —— sinn-1x.c0s «+ fsine- 24d x 
und 
: sin™ +1 4% cos" -1yx a : 
f sin x cos" xdx = - . — | sin™ x cos™—2xdx. 
m+n mtn 


Insbesondere gestatten diese Formeln, die Integrale 


: 1 : 
fsin? GAM = >; (~— sin * cos x) 
und 


it cos? xd4*% = = (x + sin x cos x) 
zu berechnen, was wir schon friiher vermége der Substitutionsmethode 
taten. 
Es braucht wohl kaum erwahnt zu werden, daB sich die entspre- 
chenden Integrale fiir die Hyperbelfunktionen ganz auf dieselbe Art 


berechnen lassen. 
Weitere Rekursionsformeln liefern uns die folgenden Umformungen 


f (log a)" dx = % (log x)™—m f (log x)™-1dx , 
famerdx == xmer —m fxm-lerdx, 
fx sin xd = —x™cos x-+m fx™-1c0s «dx, 


fxmcos LAX = KP Sin x — Mm fam—Asin KAX, 


x2+1 (log ¥)™ 


Me m—1 See |. 
Ziel apr * (los x) Sas * 


fxa (log x)™dx% = 
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4. Die Wallissche Produktzerlegung von 2. 


Die Rekursionsformel fiir das Integral it sin” x dx fiihrt in elemen- 
tarer Weise zu einer héchst bemerkenswerten Darstellung der Zahl a 
durch ein unendliches Produkt. Setzen wir in die Formel 


Pc Las n—l1(. i 
Jsin™ «dx aes sin™-1%cosx + “—— | sint-2xdx fur n> 1 


rs 7 ° . : 
die Grenzen 0 und 4 ein, so ergibt sich 
La 
2 


y i é 2 
sint xdx ="— [sine 2xdx firn>1. 
0 


Ja 


= 2 bo 


Wenden wir nun auf das Integral der rechten Seite wieder die Re- 
kursionsformel an und fahren so fort, so erhalten wir — wenn wir 
noch die Falle » = 2m und = 2m -+ 1 unterscheiden —, 


1 4 
Fi Dy 
: 2m—1 2m—3 ] 
sin2™ «dx =-— ie ee ico ana 
| Spi ay prea to Sia haa 
0 0 
7 a 
2 D 
: 2m 2m —2 2, ; 
sin2z@™+lydx= Pe ie ea Ss 4 
it RG hey eae 3° sin Le 
0 (0) 
somit 
4 
2 
Tina e Te em) 2m —3 1 IU 
Seo yn ae ee a 
0 
is 
2 
fsin?™+txdx = 2m 2 2, 2 
AR — Q2ma+1 2m—1 3° 
0 
Durch Division ergibt sich hieraus: 
Mi 4 
2 
sin? ™vdx 
uw 2-2 4:4.~ 6:6 2m-2m J 
2 Ie30 Sse e 7 (2m —1)-(2m + Ly es 7 
2 


sin? ™+tlydx 


ou, 


Der Quotient der beiden Integrale auf der rechten Seite konvergiert nun 
mit wachsendem m gegen 1, wie wir aus folgender Betrachtung erkennen. 


Im Intervall OX x < - ist 0 < sin?™+1y < sin?™ % < sin?™-1 x; 
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folglich 


ro] 8 


wt 
i 


0 < Jsin?™+1xdx < f sin2™xdx < fsin?™-1xdx. 
0 0 


———— 


z 
Dividieren wir hier jedes Glied durch ih sin?” +1! ¥ dx und beachten, 


0 
daB nach der oben zuerst bewiesenen Formel 
4 
2 
fsin2™- Lax 


0 2m +1 1 
a om 1+ 2m 
2 
Jsin?™+1 vax 
0 
ist, so finden wir 
= 
if Suerte 1 
ie | este 
= = 2m 
2 


Jsin?™ +1 xdx 


woraus die obige Behauptung folgt. 


Infolgedessen besteht die Beziehung 
2244 6 6 2m 2m 


fre . 
Mes 5g Fh game 1: 


m— > 
Diese von Wallis herrithrende Produktdarstellung stellt eine durch 
ihr tibersichtliches Bildungsgesetz héchst merkwiirdige Verkniipfung der 
Zahla mit den ganzen Zahlen dar. Wir kénnen ihr noch verschiedene 


° 2m : 
andere Gestalten geben. Beachten wir, daB oo 2 Fm +1 = I SO) 
kénnen wir schreiben: 

tase i aol By ek 
map 32702 + (2m — 1)? 2 


und, indem wir die Quadratwurzel ziehen und dann den Bruch mit 
2+4-++(2m— 2) ee 


= aaa es 22.42. ..(2m—2)2 _—— 
i = Jim 35 SORE ; ) 12m te (2m —1)! y2m 
2 eateaes 


(2m)! 2m ~ 


m—> CO 


Hieraus erhalten wir endlich 
: (m!)2 22 ™ ies 
linn = —__— = | 
m—>co (2m)! | m 
eine Gestalt der Wallisschen Formel, die wir spater noch (vgl. Kap. 7, 
Anhang) verwenden werden, 
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§ 5, Integration der rationalen Funktionen. 


Die wichtigste allgemeine Klasse von Funktionen, deren unbestimmte 
Integration sich mit Hilfe der elementaren Funktionen stets ausfiihren 
laBt, sind die rationalen Funktionen: 

(*) 
RO) = gc” 
wo 
f(%) = Ay X™ + Am —yX™— 1 +1 My, 


g(x) = b,x + Dy_yXP-B 4+ s+ Dy 
Polynome sind. 

Ich erinnere daran, daB jede ganze rationale Funktion sich so- 
fort integrieren l4Bt und dabei wieder zu einer ganzen rationalen 
Funktion fihrt. 

Wir brauchen daher unsere Aufmerksamkeit lediglich auf die ge- 
brochen rationalen Funktionen zu richten, bei welchen der Nenner 
g(x) keine Konstante ist?). Um eine solche gebrochene Funktion zu 
integrieren, konnen wir weiter bemerken, daB sie sich als Summe der 


Funktionen Aen darstellen 14Bt und daB wir daher nur Integrale tiber 
Funktionen der Form —, zu betrachten brauchen. 


g(*) 


1. Aufstellung der Grundtypen. 


Wir werden die Integration zunachst noch nicht fiir die allgemeinste 
derartige rationale Funktion durchfiihren, sondern nur fiir solche, deren 
Nenner g(x) einen besonders einfachen Typus zeigt; und zwar: 


g(x)=x oder g(x)=1-+ x? 
oder allgemeiner 
B(x) = 40 B(x) (Le 3) ® 


mit beliebigem ganzen positiven Exponenten n. 

Auf diesen Fall laBt sich sofort die Integration in dem etwas all- 
gemeineren Falle zuriickfithren, daB g(x) = (ax + B)” eine Potenz eines 
linearen Ausdruckes «x + 6 oder g(x) = (ax? -++2bx-+c)™ eine Potenz 


1) Den Grad m des Zahlers f(*) diirfen wir dabei stets als geringer als den 
Grad ” des Nenners g(¥) voraussetzen. Denn man kann bekanntlich sonst das 
Polynom f(¥) durch das Polynom g(x) dividieren, so daB der Rest ein Polynom 
von geringerem als n-tem Grade ist: mit anderen Worten, man kann schreiben 
f(*) = q(x) e(*) + 7(%), wo r(x) einen geringeren Grad als n hat; es ist somit 


. . x . 
die Integration von Ha) auf die des Polynomes g(x) und die des _,,echten‘‘ 


g(*) 


v(x) 
Bruches —— zuriickgefiihrt. 


g(*) 


— ee 


—————— 
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eines definiten quadratischen Ausdruckes}) ist. Im ersten Falle fiihren 


‘ “5 r ; ‘ d 
wir =ax-+ 6 als neue Verdnderliche ein. Es wird dann oe 
; E 


und auch * = si poe ist eine lineare Funktion von &. Somit geht 


jeder Zahler f(x) in ein Polynom @(é) vom selben Grade iiber, und 


es wird 
f(x) lat es) 
\Nezareeyrubteeradliecy cia 


Im zweiten Falle schreiben wir 
] qd? 
O(n) =— (ant dete, 


indem wir beachten, daB wegen der vorausgesetzten Definitheit unseres 
Ausdruckes die GréBe ac— b? = d® positiv sein mu&. Durch Ein- 
fithrung der neuen Verdnderlichen 


ax +b 
net 
2 
gelangen wir nun sofort zu einem Integral mit dem Nenner (1 + &?) 


baw. |= (1 +62)". 

Um also rationale Funktionen zu integrieren, deren Nenner eine 
Potenz eines linearen Ausdruckes oder eines definiten quadratischen 
Ausdruckes ist, geniigt es, die folgenden Typen von Funktionen inte- 
grieren zu k6nnen: 

it Hay x2v+1 

BOE eT 2S a? Lye 
Wir werden sogar sehen, daB wir auch diese Typen gar nicht allgemein 
zu behandeln brauchen, daB wir namlich alle Integrationen rationaler 
Funktionen auf die Integration dieser Funktionstypen fiir den Spezial- 
fall y = 0 zuriickfiihren konnen. Demgema8 wollen wir uns zunachst 
mit der Integration der drei Ausdriicke 


1 1 ae 
am? (fy? (ef 


befassen. 
2. Integration der Grundtypen. 


1 F 5 ; 
Die Funktion des ersten Typus ~,, ergibt fiir 7 = | integriert log | x |, 


: i : ‘ é 
fir 2 > 1 die Funktion — Genie also wieder eine rationale Funk- 


tion. Die Funktion des dritten Typus la4Bt sich sofort integrieren, 


1) Ein quadratischer Ausdruck Q(x) = ax* + 2b% +c hei®t definit, wenn 
er fiir reelle Werte von x nur Werte eines Vorzeichens annehmen kann, wenn 
also die Gleichung Q(*) =0 keine reellen Wurzeln besitzt. Hierzu ist not- 
wendig und hinreichend, daB8 d? = ac — b® eine positive Zahl ist. 
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wenn wir x2-+ 1 =€& als neue Verdanderliche einfiihren, wodurch wir 
2%dax% = dé also 
x eek aE nes 1 ARV 
Jot Te TERS gin 1) (+ yr? [’ | 
erhalten. Um endlich das Integral 
ax 
Jn =|] (+ 1)" 
fiir beliebiges n >1 auszuwerten, bedienen wir uns eines Rekursions- 
verfahrens. Setzen wir namlich 


1 = il 22 
(GAs Tye (tc ® oe (aera Lee 
also 
x2dx 
late a—losp n-1 (ra 


so kénnen wir das zweite crete, auf der rechten Seite durch Produkt- 
integration umformen, indem wir in der Formel der Produktintegration 
einsetzen : 


’ x 
{(*)=%, g a eerie’ 1° 
Es ist demnach (siehe oben): 


und infolgedessen erhalten wir 


ax Re acy ax 
In =\p +1 2(m—1) (+ 1jr-2 T 3a = “ak Fen cat Biers 
Es ist also das Integral J, auf das Integral J,,_, zuriickgefiihrt. Wenden 
wir auf das letztere das Verfahren see pee an und schreiten so fort, 


bis wir schlieBlich auf den Ausdruck i zy 


kennen wir, daB sich das Integral /,, explizite durch rationale Funk- 
tionen und durch die Funktion arctg x ausdriicken 1aBt4). 


=arctg x stoBen, so er- 


ps 
(v2 + 1)" 
auch ohne weiteres durch die Substitution x = tg¢ hatten gelangen 


. : . dt 
k6énnen; wir wiirden dann erhalten dx = aca UG. =7 = cos*.2,also 


1+ %* 
lha om Le ee *tdt, 


und dieses Integral haben wir schon in § 4, Nr. 3 auszuwerten gelernt. 


Beilaufig bemerke ich, daB wir zur Integration der Funktion 


1) In genau derselben Art kénnen wir iibrigens auch das Integral der Funk- 


tion (2 1 berechnen, indem wir es durch ein entsprechendes Rekursions- 


ax 
verfahren auf das Integral Pee = %r Tq x zuriickfihren. 
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3. Die Partialbruchzerlegung. 


Die Integration der allgemeinsten rationalen Funktionen gelingt 
nun auf Grund der Tatsache, daB man jede solche Funktion als Summe 
von sog. Partialbriichen darstellen kann, d.h., abgesehen von einer 
ganzen rationalen Funktion als Summe von rationalen Funktionen, 
deren jede entweder als Nenner nur eine Potenz eines linearen Aus- 
druckes und als Zahler eine Konstante, oder als Nenner eine Potenz 
eines definiten quadratischen Ausdruckes und als Zahler eine lineare 
Funktion hat. Ist der Grad des Zahlers /(x) geringer als der Grad von 
g(x), so tritt bei der Zerlegung keine ganze rationale Funktion auf. 
Alle diese Funktionen, k6nnen wir nach dem Vorangehenden inte- 
grieren. 

Ich will darauf verzichten, den allgemeinen Beweis fiir die Méglich- 
keit einer solchen Partialbruchzerlegung vollstandig durchzufiihren. 
Vielmehr will ich mich darauf beschrinken, Ihnen die Aussage dieses 
Satzes verstandlich zu machen und an Beispielen zu zeigen, wie man 
tatsachlich im gegebenen Falle die Partialbruchzerlegung praktisch 
ausfiihrt —- es kommen in der Praxis dafiir nur verhaltnismaBig ein- 
fache Funktionen in Frage, da sonst die Rechnung allzu kompli- 
ziert wird. 

Man kann, wie die elementare Algebra lehrt, jedes Polynom g(x) 
in die Gestalt setzen 

Rigi ae —e,\h(4—-o,)\ (x2 | 20 xc," (xe 2b x a c\ts 8: 
Dabeisind die Zahlen «, «», ... die reellen Wurzeln der Gleichung g(x) =0 
und die ganzen positiven Zahlen J,,/,,... geben ihre Vielfachheit an; 
die Faktoren (x2 + 26,x*-+c,) bedeuten definite quadratische Aus- 
driicke mit konjugiert komplexen Wurzeln, und die positiven ganzen 
Zahlen 7,,72,... geben wiederum die Vielfachheit dieser Wurzeln an. 

Stellen Sie sich vor, daB der Nenner g(x) entweder von vornherein 
in dieser zerlegten Form gegeben ist oder da wir ihn durch Auf- 
suchen der reellen und imaginaren Wurzeln in diese Form zerlegt haben. 
Setzen wir ferner voraus, daB der Zahler f(x) einen niedrigeren als 
den n-ten Grad besitzt (vgl. Anm. 1 auf S. 182), so lautet der Satz 
von der Partialbruchzerlegung : Zu jedem Faktor (v—«)'’, — wo« gleich 
irgend einer der rellen Wurzeln «, und / die ihr entsprechende Zahl /, 
sein kann — 14Bt sich ein Ausdruck der Form 

A Zales A, 
lee -- @ Say JE soe teat at 
mit konstanten Koeffizienten A,,..., A; und zu jedem quadratischen 
Faktor Q(x) = «2+ 2bx +c unserer Produktzerlegung, dessen Viel- 
fachheit 7 ist, ein Ausdruck der Form 
A ae Sone 


B, aia C,% 
Qr 
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bestimmen, so dal a _ gleich der Summe aller dieser Ausdriicke wird. 
TAA ere . 
Mit anderen Worten, der Quotient AC; 1aBt sich als Summe von 


,,Sstammbriichen“ darstellen, deren jeder einem der in Nr. 2 behan- 
delten Typen angehort 4). 

Im einzelnen Falle kann eine solche Partialbruchzerlegung sehr 
einfach aussehen. Ist z. B. g(x) = x%—1, oder allgemeiner 
g(x) = (x —a) (x —), d.h. ist g(x) ein nicht definiter quadratischer 
Ausdruck mit zwei verschiedenen reellen Wurzeln « und f, so erhalten 
wir sofort 


Le elie lye) ae 
Moi DRI Bese 
1 1 1 1 1 


DEW. can os) eee 
und daher 


faa=a -loz (=) bzw. ie 7 = Glog (4) . 


4. Beispiel. Chemische Reaktionen. 


Fiir die Anwendung der letzten einfachen Partialbruchzerlegung 
liefern die sog. Bimolekiilreaktionen ein einfaches Beispiel (vgl. drittes 
Kapitel, § 7, Nr. 5). Haben wir zwei Ausgangsstoffe mit den anfang- 
lichen in Mol pro Volumeinheit gerechneten Konzentrationen a und 8, 
wobei wir a > b voraussetzen und bildet sich in der Zeit ¢ durch che- 
mische Reaktionen eine Menge x des Reaktionsproduktes, so wird 
nach dem Massenwirkungsgesetz im einfachsten Fall — Zusammen- 
treten je eines Molekiiles von beiden Reaktionskomponenten — die 
GréBe x als Funktion der Zeit sich mit der Reaktionsgeschwindigkeit 


1) Der Gedanke fiir den Beweis der Méglichkeit unserer Zerlegung sei hier 


wenigstens kurz skizziert: Wenn g(*) = (x—a)*h(*%) und h(a) +0 ist, so 
k6énnen wir eine Konstante 6 so bestimmen, daB sich die Differenz 

fe) By fle) — BAC) 

g(x) (¥—a)® (w¥ —a)Fa(x) 


als eine rationale Funktion darstellen 14Bt, die im Nenner nur noch héchstens die 
(k — 1)-te Potenz von x — «% enthalt. Dies fiihrt zu der Forderung, daB der Zahler 
— Bh(x) durch + —« teilbar ist, oder, was auf dasselbe herauskommt, fiir x = « 
oe x) 
h(a)” 
gehend kann man den Grad der im Nenner auftretenden Potenz von ¥ — « immer 
weiter erniedrigen, bis schlieBlich keine solche Potenz im Nenner mehr auftritt. 
Indem man auf den dann verbleibenden Bruch dasselbe Verfahren anwendet 
und dieses so oft wiederholt, als g(¥) verschiedene Wurzeln enthalt, gelangt man 
schlieBlich unter Beriicksichtigung auch der komplexen Wurzeln zu der voll- 
standigen Partialbruchzerlegung. : 


verschwindet: f{(«) —Bh(«)=0, mithin, da h(a) + 0 ist, B = So weiter- 


EEE 
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dx 
ai = 2 (@—%) (b—*) vermehren; Aufgabe ist die Bestimmung der Funk- 
tion x(¢). Fassen wir umgekehrt die Zeit ¢ als Funktion von x auf, so 
ergibt sich 

ess 1 1 ( 1 1 ); 


Gh Aha =) (i) Bb a) \G es © 


also durch Integration 


1 a—x* 
kt LOS game c; ne Be EY 


(fic = 


wobei wir die Integrationskonstante c aus der Forderung bestimmen, 
daB fiir ¢—0( noch kein Reaktionsprodukt vorhanden ist; daB also 


x 
1 ats 


—>z log res 


b 


1 
p08, _ +c =0 wird. Wir erhalten schlieBlich ki =" 


oder durch Auflésung nach x die gesuchte Funktion «x (i) 


CH AC 9) 
b — aela—dkt 


5. Weitere Beispiele fiir Partialbruchzerlegung. (Methode der 
unbestimmten Koeffizienten.) 

Ist g(x) = (% —a,) (w —a,)---(%—«a,), Wo a, =o . fiir +4 k, 
hat also g(x) lauter einfache reelle Wurzeln, so lautet die Partialbruch- 
zerlegung einfach 

1 ay 


Tes | See a oecle ates 


g(%)  ¥#~%  ¥— ay ¥— On” 


a 


-Fiir die Koeffizienten, z. B. a,, erhalten wir eine explizite Darstellung 
sofort, indem wir diese Gleichung mit x — «, multiplizieren und x = a 
setzen. Es ergibt sich so 


a= : ae 
‘ (oq — 0%) (ty — Og) + + + (4 — On) 
Als typisches Beispiel fiir Nenner g(x) mit mehrfachen oder kom- 
: : 1 
plexen Wurzeln betrachten wir zunachst die Funktion Gali deren 


Nenner die Doppelwurzel x = 0 besitzt. Hier fiihrt uns entsprechend 


Nr. 3 der Ansatz 
1 a b GC 
= f = 


w2(¥—1) #*—1 


xe 
- zum Ziel. Multiplizieren wir diese Gleichung mit x*(% — 1), so erhalten 
wir zur Bestimmung der Koeffizienten a, b,c die Gleichung 

1=(a-+ b)x*?—(b—c)x—c, 


1) Sie mégen sich selbst tiberlegen, daB der Nenner rechts nichts anderes 
ist als g’(«,), d. h. die Ableitung der Funktion g(¥) genommen an der Suellenya=—Nc qe 
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die fiir alle Werte von x erfiillt sein soll. Hierzu miissen alle Koeffi- 
zienten des Polynomes (a + b) x2—- (b—c) x —c—1 Null sein, d.h. 


es muB a+ b=b—c=c+1=0 oder c=—1,6=—I1,a=1 sein. 
Wir erhalten so die Zerlegung 
il 1 1 I 
x2 (4% — 1) per pass tpn me 
und es ist 
n  a% 1 
lore 8 (aa 08 at 
Die Funktion CET werden wir gema4B der Gleichung 
1 a bx te 
x (#2 + 1) a 1 v2 +] 
zerlegen. 
Wir finden zur Bestimmung der Koeffizienten: a+b=c=a—-1=0; 
also l 1 . 


a(@+Fl) * #241 
und hiernach 


ax 1 
Seer =e l#l— gles la? +1]. 
Als drittes Beispiel betrachten wir die Funktion rae deren Inte- 


gration noch Leibniz groBe Schwierigkeiten bereitete. Wir kénnen 
den Nenner als Produkt zweier quadratischer Faktoren darstellen: 
wtb 1 = (x2 +4 1)? — 2? = (x2 +14 2x) (x?+ 1— 2x) und werden in- 
folgedessen folgende Partialbruchzerlegung ansetzen: 
ee ax +b cx+d 
w4t] x4 yox+1 32 a 
Zur Bestimmung der Konstanten a, b,c, d erhalten wir die Gleichung 


(a+c)x®+(6+d—ay2+c V2)s2+ (a+c—b y2+d y2)x 


+b+d—1=0, 
die durch die Werte 
1 1 1 
~ 272" teas ery d= 
befriedigt wird. Es ist also 
1 1 #=F y2 1 *— )2 


xa +1 278 x84 x41 2)2 22 —yax+1 
und wir erhalten unter Anwendung der unter 1 angegebenen Methode 


ax il il 
———— ee o . fee o — ) 
ree ape ne Py axe rare y2*+4+1| 


a ie 1 van fe 
cerry me tg octet on 1), 


ein Ergebnis, das Sie hinterher leicht durch Differenzieren bestatigen 
k6nnen. 
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§ 6. Integration einiger anderer Funktionenklassen. 


1. Vorbemerkungen iiber die rationale Darstellung der 
trigonometrischen und Hyperbelfunktionen. 


Auf die Integration der rationalen Funktionen laBt sich die Inte- 
gration einiger anderer allgemeiner Funktionsklassen zuriickfiihren. Wir 
verstehen diese Zurtickfiihrung am besten, wenn wir uns vorher einige 
elementare Tatsachen tiber die trigonometrischen und hyperbolischen 
Funktionen klar machen. Aus der elementaren Trigonometrie ergeben 


: x 
sich, wenn ¢ = tg-5 gesetzt ist, die folgenden einfachen Formeln 


D.h. sin x und cos x lassen sich rational durch die Groge t = tg = aus- 


driicken. Aus t= tg = folgt durch Differentiation 


dt 1 14+? ane d 
Ci. a Ge iba 
x 9 cos? . 2 dt 1+7 


. d : ad : : 
also auch der Differentialquotient = driickt sich rational durch ¢ aus. 


Die geometrische Bedeutung und Veranschaulichung unserer For- 
meln gibt uns Figur 74. In ihr ist der Kreis 
wu? + v2 = 1 in einer uv-Ebene gezeichnet. 
Bedeutet x den in der Figur gezeichneten 
Winkel POT, so wird u = cos %, v = Sin x. 
(Der Winkel. des. Dreiecks:/O.S.P* mit. der 
Spitze S im Punkte 4 =—1, v=0 ist nach 


UK 


. x 
einem elementaren geometrischen Satz-g, und 


man entnimmt der Figur nunmehr sofort die 


geometrische Bedeutung der GroBe ¢ = tg = : Fig. 74, 


durchlauft der Punkt P von S angefangen 
im positiven Sinne einmal den Kreis, d.h. durchlauft x das Intervall 
von — z bis + a, so wird die GréBe ¢ gerade einmal die ganze Werte- 
skala von — oo bis + oo durchlaufen. 

Ganz entsprechend kénnen wir auch die Hyperbelfunktionen 


Coj x = . (@+e*) und Gin x = s (e*— e7*) als rationale Funk- 


tion einer dritten GréBe darstellen. Das Nachstliegende ist, e” =t 


a reat ; 
==" COS" sin? — und hieraus ergeben 


1 
14+2 a ey 2 


sich wegen cos¥ = cos? 9 sin? 7) sofort die oben hingeschriebenen Formeln. 


1) Es ist namlich 
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zu setzen, wodurch wir 


Cofx—=4(r++), Sinn= > Goer 


also tatsichlich eine rationale Darstellung von Gin x und oj x erhalten. 
Es ergibt sich jedoch eine gréBere Analogie zu den trigonometrischen 


Funktionen, wenn wir die GréBe ¢ = Tq - einfiihren; wir gelangen 


dann, wie Sie selbst leicht feststellen werden, zu den Formeln 


2 te ee nas 
ae Gof x= ;—-- 


Hier folgt wie oben durch Differentiation von ¢ = Tg < die rationale 


Ginx = 


Darstellung Bg 2 
Ginnie 

Auch hier hat die GréBe ¢ eine ganz 
ahnliche geometrische Be- 
deutung wie bei den trigono- 
metrischen Funktionen, was 
Sie Figur 75 selbst entneh- 
men mogen. 

Wahrend jedoch bei den 
trigonometrischen Funktio- 
nen ¢ das Intervall von — oo 
bis + co durchlaufen muB, 
damit wir die Gesamtheit 
der Werte von sin x und cos * 
bekommen, wird bei den 
hyperbolischen Funktionen 
die Gr6Be ¢ auf das Inter- 

Fig. 75. vall —1 <¢<1 beschrankt 
sein. 

Nach diesen Vorbemerkungen gehen wir an unser Integrations- 
problem. 


: 3 : dx 
des Differentialquotienten 7, . 


vA 


2. Integration von R(cosx, sinx). 


Es bedeute R (cos x, sin x) einen rationalen Ausdruck in den beiden 
Funktionen sin x und cos x, d. h. einen Ausdruck, der aus diesen beiden 
Funktionen und Konstanten in rationaler Weise gebildet ist, wie z. B. 

3 sin? # -+ cos ¥ 


3 cos? x + sinx* 
Wenden wir die Substitution ¢ = tg _ an, so geht das Integral 
fR (cos x, sin x) dx in das Integral 


ae Qt 2Qdt 
frase, a) ee 
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iiber, und unter dem Integralzeichen steht jetzt eine rationale Funk- 
tion von 7. Die Integration unseres Ausdruckes ist daher im Prinzip 
geleistet, da wir das Integrationsproblem jetzt nach den Methoden des 
vorigen Paragraphen lésen kénnen. 


3. Integration von R(Cvjx, Six). 
Ist ganz entsprechend R (Cof x, Gin x) ein rationaler Ausdruck in 
den hyperbolischen Funktionen ©of{ x und Gin x, so gelingt seine Inte- 
gration durch die Substitution t=g5; es wird also unter Beach- 


tung von 
dx 2 
TE ay 


J R(Gojx, Sin x) dx=[R(G+5, aye ae 


(Wir hatten im tibrigen entsprechend der obigen Bemerkung auch 
einfach t = e* als neue unabhangige Veranderliche einfiihren und Gof x 
und Gin x» durch e* ausdriicken kénnen.) Wiederum ist die Integration 
auf die einer rationalen Funktion zuriickgefiihrt. 


4. Integration von R(x, J1—x’). 
Das Integral fR( R (x jl = - 0°) dx fiihren wir durch die Substitu- 
tion 4% — cos wv, ) 1 mer = sin u,dx% = —sinudu auf Ba unter Nr. 2 
behandelten Typus zuriick ; durch die Substitution ¢ = tg 5 > k6nnen wir 


von da aus sofort zu einem Integral tiber eine rationale Funktion ge- 
langen. Wir koénnen aber, wie ich beilaufig bemerke, diese Zuriickfiih- 
rung statt mit zwei Schritten auch auf einmal vornehmen, indem wir 
sofort die Substitution © 


(ps el ae Qt dx 4 
—— | ai ae . Cees 


Ee Ce ea 
ausfiihren, welche unser Integral in eines tiber eine rationale Funktion 


von ¢ verwandelt; d.h. wir fiihren sofort ¢ = tg > als neue Verander- 


liche ein und erhalten damit ein Integral einer rationalen Funktion. 


5. Integration von R(x, /x?—1). 


Das Integral fR( R(x. x2—1) dx geht durch die Substitution x =Cof u 
in den unter Nr. 3 behandelten Typus iiber. Hier kénnten wir auch 
direkt durch Einfiihrung von 


zum Ziele kommen. 
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6. Integration von R(x, /x?+1). 


Das Integral {R (x, J? + 1) dx wird durch die Substitution « = Gin u 
ebenfalls auf den Typus unter Nr. 3 zuriickgefiihrt, ist somit elementar 
ausfiihrbar. Anstatt die weitere Reduktion auf das Integral einer 

uU 
rationalen Funktion nun durch die Substitution e“ =7 oder Tg cpa 


vorzunehmen, hatten wir iibrigens auch mit einem _Schlage durch die 


a == il Sl x2 x2 FI 
Substition t = % + yx?+1 oder cauch: 7.2 lee 


einer rationalen Funktion erhalten kénnen. 


das Integral 


7. Integration von R(x, Vax +2bx+c). 


Das Integral J R(x, Vax? +2b% + c) dx iiber einen Ausdruck, 
welcher sich rational aus « und einer Quadratwurzel aus einem belie- 
bigen Polynom zweiten Grades in x zusammensetzt, la8t sich sofort auf 
eine der eben behandelten Typen zuriickfiihren. Wir schreiben (vgl. 
zum folgenden S. 183) 

ax?4+2bx-+o= > (ax+b)2+ 


ac — b? 


b 
und fiihren im Falle ac — b? > 0 durch die Transformation § = a 


eine neue Integrationsvariable € ein, wobei sich unsere Quadratwurzel 
in | eee Vé-++1 verwandelt. Das Integral wird also in der Va- 
a 


riablen € genau den Typus aus Nr. 6 zeigen. Die Konstante a muB 
hierbei positiv sein, damit die Quadratwurzel iiberhaupt reelle Werte 
besitzt. 
,—- —- — b 
Ist ac—b?=0,a>0, so ist wegen Jax?+ 2b%+c¢= ya (x + bi 
der Integrand von vornherein rational in x. 
ax + b 


Ist endlich ac— b?< 0, so setzen wir & = Ese und erhalten 
j c 


b? — “fe 
fiir unsere Quadratwurzel den Ausdruck \eeees (€?— 1). Ist a positiv, 


so ist damit unser Integral auf den Typus unter Nr. 5 zuriickgefiihrt, 
ist jedoch a negativ, so schreiben wir unsere Wurzel in der Form 


i= pee clad y/1 — & und erkennen, daB die Zuriickfiihrung auf den Typus 
Nr. fi peletet ist. 


8. Weitere Beispiele fiir Zuriickfiihrung auf Integrale 
rationaler Funktionen. 
Von weiteren Funktionstypen, deren Integration durch Zuriick- 
fiihrung auf rationale Integranden gelingt, nenne ich kurz noch zwei. 
Einmal rationale Ausdriicke in zwei verschiedenen Quadratwurzeln 
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aus linearen Ausdriicken: R (x, Jax+b, / cx +d), zweitens Ausdriicke 


1 ax b ; 
der Form R (x, / = = | , wobeia, b, c,d Konstante sind. Fiihren wir im 


ersten Falle € = Vex+d als neue unabhangige Verdnderliche ein, so 
Sih alee es 


daB cx +d =—£&? also x => Pet fare oe wird, so ergibt sich 
Lé ; 


/ 


J R(x, Vax-+b, Vex tdldx—|R(Po%, 3 (ag— aa bc)), sae, 


also der unter Nr. 7 behandelte Typus. 
Fiihren wir im zweiten Falle als neue unabhangige Veranderliche 


= 
ax 


n 
die GréBe & = (je eln, so wird 
pee Oe. pein dx Che yes 
cx +d CEU G d& (c&" — a)? z 


und wir gelangen unmittelbar zu der Formel 


pee —dim+b ,\ ad—be £ 
fale tS) av= =| R/ Cea , 6) fos Tien he 


also zu dem eek einer rationalen Funktion. 


9. Bemerkungen zu den Beispielen. 


Die obigen Uberlegungen haben vor allem ein prinzipielles theo- 
retisches Interesse. Die wirkliche Durchfiihrung bei verwickelten Aus- 
driicken wiirde haufig allzu kompliziert werden. Es ist daher zweck- 
maBbig, unter Umstanden die spezielle Natur der zu integrierenden 


Funktionen zu benutzen, um gr6Bere Einfachheit zu erzielen. Z. B. 
: ; ; 1 

wird man fiir die Integration des Ausdrucks 73 573; Brag ere statt der 

unter Nr. 2 angegebenen Substitution besser ¢ = tg x als neue Ver- 


anderliche einfiihren, da sich sin? x und cos? schon rational durch 


tg x ausdriicken lassen und daher ein Zuriickgehen auf tg = nicht mehr 


notig ist. Dasselbe gilt fiir jeden Ausdruck, der sich aus sin? x, cos? x 
und sin x cos x rational aufbaut?)..In vielen Fallen wird man iibrigens 
fiir die Ausfiihrung von Integralen nicht eine rationale Gestalt, sondern 
eine trigonometrische vorziehen, falls man von dieser aus durch ein 
iibersichtliches Rekursionsverfahren zum Ziele kommen kann. Z. B. wird 


man das Integral fxr ( y1—x?)""dx statt in eine rationale Form lieber 
durch die Substitution * =sinw in die Gestalt Hi sin” ucos™* 1udu 


setzen, in der man es leicht durch ein Rekursionsverfahren nach § 4 
behandeln kann, (oder auch, indem man mittels der Additionstheoreme 


1 : ‘ : 
»1) Denn sin x cos ¥ = 9 sin 2% 14Bt sich natiirlich rational durch tg ¥ aus- 


driicken. 


Courant, Differentialrechnung. 13 
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die Potenzen der sin und cos auf die sin und cos der vielfachen 
Winkel zuriickfiihrt). 
Zur Auswertung des Integrals 


dx 
ee v+b sin # 
werden wir, statt auf die allgemeine Theorie zuriickzugehen, eine 
Zahl A und einen Winkel # so bestimmen, dab 


a=Asin?, b=Acos? 
ist, d. h. wir setzen 


A= \@ + 2, } = arctg - f 
Das Integral geht dann in 


ae («+ 3) 


iiber, als dessen Wert sich nach Einfiihrung von x + #@ als neuer Ver- 
anderlichen 


ergibt (vgl. S. 174). 


§ 7. Bemerkungen tiber Funktionen, die sich nicht mittels 
der elementaren Funktionen integrieren lassen. 


1. Definition von Funktionen durch Integrale. Elliptische Integrale. 


Mit den angegebenen Beispielen von Funktionstypen, deren Inte- 
gration sich auf die von rationalen Funktionen zuriickfithren 1aBt, 
ist im wesentlichen der Bereich der elementar integrierbaren Funktions- 
klassen erschépft. Die Bemiihungen, z. B. allgemeine Integrale der 
folgenden Art 


sled oder cat 
fa, 2 ae ia ro  [Yaot aa “+a, 2" dx te og 


durch elementare Funktionen auszudriicken, sind stets gescheitert ; 
im 19, Jahrhundert gelang sogar der Beweis fiir die prinzipielle Unmég- 
lichkeit, diese Integrationen mittels der elementaren Funktionen aus- 
zufiihren. 

Wenn es also das Ziel der Integralrechnung ware, Funktionen 
elementar zu integrieren, so waren wir rasch am Ende dieser Kunst 
angelangt. Aber ein solches Ziel hat tatsachlich keine innere Berechti- 
gung; im Gegenteil, es haftet ihm etwas Kiinstliches an. DaB das 
Integral einer stetigen Funktion existiert und als Funktion der oberen 
Grenze wiederum eine neue stetige Funktion darstellt, ist eine Tat- 
sache, die mit der Ausdriickbarkeit dieser letzteren Funktion durch 
elementare Funktionen nichts zu tun hat. Was die elementaren Funk- 
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tionen auszeichnet, ist im Grunde nur die Tatsache, daB sie in ihren 
Figenschaften leicht itbersehbar sind, daB ihre numerische Verwendung 
vielfach durch bequeme Tabellen erleichtert ist bzw. daB man sie, wie die 
rationalen Funktionen, auf einfache Weise mit beliebiger Genauigkeit 
berechnen kann. 

Nichts hindert uns, wenn das Integral einer Funktion sich durch die 
uns gelaufigen Funktionen nicht ausdriicken la8t, dieses Integral als 
eine neue ,,hdhere“’ Funktion in die Analysis einzufiihren, d.h. im 
Grunde nur, ihr einen Namen zu geben. Ob die Einfithrung einer solchen 
neuen Funktion zweckmaBig oder unzweckmaBig ist, wird davon ab- 
hangen, was fiir Eigenschaften sie besitzt, wie haufig man auf sie ge- 
fiihrt wird und wie leicht man sie theoretisch oder numerisch beherr- 
schen kann. In diesem Sinne bildet also der IntegrationsprozeB ein 
Prinzip zur Erzeugung neuer Funktionen. 

Im Grunde genommen kennen wir dieses Prinzip schon von den 
elementaren Funktionen her. So sahen wir uns gendétigt (drittes 


aon : 1 
Kapitel), das zunachst noch nicht bekannte Integral von ~ als neue 


Funktion einzufiihren, die wir als Logarithmus bezeichnet haben und 
deren Eigenschaften wir dann leicht feststellen konnten. Ganz ahnlich 
hatten wir auch, lediglich auf die rationale Funktion, den Integrations- 
prozeB und den UmkehrungsprozeB gestiitzt, die trigonometrischen 
Funktionen einfithren kénnen; man braucht dazu nur etwa eine der 
beiden Gleichungen 


dt q : dt 
arctg %¥ = ea oder AO Sin 36 = } Tar 
0 0 


als Definition der Funktion arctg x bzw. arcsin x an die Spitze zu 
stellen, um dann aus ihnen durch Umkehrung die trigonometrischen Funk- 
tionen zu gewinnen; ein Verfahren, durch welches man die Definition 
dieser Funktionen von der Geometrie losldst, sich aber natiirlich die 
Verpflichtung auferlegt, ihre Eigenschaften nunmehr auch unabhangig 
von der Geometrie aus der Definition durch Integrale zu entwickeln *). 

Das erste und wichtigste Beispiel, welches tiber den Bereich der ele- 
mentaren Funktionen hinausfiihrt, geben uns die elliptischen Integrale. 
Es sind dies Integrale, bei denen der Integrand in rationaler Weise eine 
Quadratwurzel aus einem Ausdruck dritten oder vierten Grades enthalt. 
- Als besonders wichtig hat sich unter diesen Integralen die Funktion 


: Pees ax d 
U (s) =|; ce =) ( m2 x2) 
0 


1) Auf die Ausfiihrung dieses Gedankens will ich hier nicht eingehen. Das 
Wesentliche ist, daB man die Additionstheoreme der Umkehrfunktionen, d. h, 


des Sinus und des Tangens, beweist. 
13* 
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erwiesen. Ihre Umkehrfunktion s(w) spielt ebenfalls eine groBe Rolle. 
Fiir k=0 erhalten wir speziell w(s)=arcsins bzw. s(u)=sinw. Die Funk- 
tionen s(#) hat man in ihren Eigenschaften genau so gut erforscht 
und in Tabellen festgelegt wie die elementaren Funktionen. Dies fihrt 
uns jedoch aus dem Rahmen dieser Vorlesung hinaus in das Gebiet 
der sog. elliptischen Funktionen, welches ein Kernstiick der Funktionen- 
theorie bildet und Sie bei Ihrem spateren Studium noch ausfiihrlich 
beschaftigen wird. 

Hier méchte ich nur erwahnen, daB das Wort elliptische Integrale 
von der Tatsache herriihrt, daB solche Integrale bei dem Problem 
der Langenbestimmung eines Ellipsenbogens auftreten. (Vgl. fiinftes 
Kapitel, S. 228.) 

Ich méchte ferner bemerken, daf Integrale von scheinbar ganz 
anderem Aussehen sich durch einfache Substitutionen als elliptische 
Integrale erweisen. Beispielsweise geht das Integral 

dx 


ae: — cos # 


durch die Substitution “= cos > in das Integral 


_ Bye a U : =. ae 1 
te }(1 — wu?) (1 — k2 u?)’ a 0 


tiber; das Integral 


ax 


je 


durch die Substitution w= sin x in 


J du ‘} 
recor 


schlieBlich verwandelt sich das Integral 


(hee. x 
du 
jd — 4? ) (1 — R28 u?2) © 


2. Grundsatzliches ber Differentiation und Integration. 


durch “ = sin x in 


Noch eine allgemeine Bemerkung iiber das Verhaltnis der Diffe- - 
rentiation zur Integration sei eingeschaltet. Die Differentiation ist, 
da sie aus dem Bereich des Gegebenen nicht herausfiihrt, der elemen- 
tarere ProzeB gegeniiber der Integration. Andererseits aber miissen 
wir uns vor Augen halten, da die Differenzierbarkeit irgend 
einer stetigen Funktion keineswegs selbstverstindlich ist, sondern 
eine sehr einschneidende Voraussetzung darstellt. Wir haben ja 
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gesehen, daB es stetige Funktionen gibt, die an einzelnen Stellen 
nicht mehr differenzierbar sind, und ich erwahne ohne Beweis die 
Tatsache, da8 man seit WeterstraB zahlreiche Beispiele fiir stetige 
Funktionen konstruieren kann, welche sogar nirgends einen Differen- 
tialquotienten besitzen!). (Es steckt also in der mathematischen Defini- 
tion der Stetigkeit viel weniger, als die naive Anschauung zunichst 
vermuten 1aBt.) Im Gegensatz dazu ist zwar die Integration im all- 
gemeinen nicht mehr elementar ausfiihrbar, dafiir aber ist man unter 
allenUmstanden der Existenz des Integrales einer stetigen Funktion sicher. 

Alles in allem erkennen wir, da8 Differentiation und Integration 
nicht schlechthin als mehr oder weniger elementar einander gegen- 
iiberstehen, sondern daB in der einen Hinsicht der eine, in der anderen 
der andere ProzeB als der elementarere bezeichnet zu werden verdient. 

Was den Integralbegriff betrifft, so werden wir sogleich im nachsten 
Paragraphen erkennen, daB er nicht einmal an die Voraussetzung der 
Stetigkeit der zu integrierenden Funktion gekniipft ist, sondern sich 
auf weite Klassen von Funktionen mit Unstetigkeiten ausdehnen 1aBt. 


§ 8. Erweiterung des Integralbegriffes. Uneigentliche 
Integrale. 
1. Funktionen mit Sprungstellen. 


Zunachst sehen wir sofort, da8 der Erweiterung des Integralbegriffs 
keinerlei Schwierigkeit entgegensteht, wenn 


die zu integrierende Funktion /(x) an einer A 

oder mehreren Stellen des Intervalles sprung- 

haft unstetig ist. Dann brauchen wir als 

Integral der Funktion nur die Summe der EEE 
Lz 


Integrale iiber die einzelnen Teilintervalle a é 


zu verstehen, in denen die Funktion stetig Fig. 76. 
bleibt. Auch anschaulich behalt das Inte- 
gral als Flacheninhalt seine Bedeutung bei (vgl. Fig. 76)?). 


2. Funktionen mit Unendlichkeitsstellen. 


Anders liegt jedoch die Sache, wenn das Integrationsintervall im 
Innern oder an einem Endpunkt eine Unendlichkeitsstelle der Funk- 
tion besitzt. Um den Integralbegriff fiir diesen Fall noch formulieren 


1) Vgl. F. Klein, Elementarmathematik vom héheren Standpunkt aus, III. 
Berlin, Julius Springer (erscheint voraussichtlich 1928). 

2) Eigentlich mi®ten wir beachten, daB wir frither bei der Integraldefinition 
die Intervalle als abgeschlossen betrachteten und die Funktion als stetig in dem 
abgeschlossenen Intervalle voraussetzten. Es entsteht aber hieraus jetzt keine 
Schwierigkeit fiir uns, da wir fiir jedes abgeschlossene Teilintervall die Funktion 
f (*) zu einer stetigen erganzen kénnen, indem wir einfach die Grenzwerte der 
Funktion bei Annaherung an die Endpunkte vom Inneren des Intervalles als 
Funktionswerte in diesen Endpunkten hinzunehmen. 
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zu kénnen, miissen wir einen weiteren Grenziibergang heranziehen. Wir 
erlautern die méglichen Vorkommnisse zunachst an einigen Beispielen, 
bevor wir die allgemeinen Begriffsbildungen formulieren, und zwar 
betrachten wir das Integral: 

ax 

Ha 


1 
wo « eine positive Zahl ist. Der Integrand —, 


und wir kénnen das Integral daher nicht von der unteren Grenze 0 
an erstrecken. Dagegen kénnen wir untersuchen, was herauskommt, 
wenn wir es von der positiven Grenze € etwa bis zur Grenze 1 erstrecken 
und zum SchluB ¢ gegen 0 streben lassen. Nach den elementaren Inte- 
grationsregeln erhalten wir, auBer im Falle « = 1, 


wird fiir x—>0 unendlich, 


1 
ax 1 


fe =) a. 
Wir erkennen nun sofort, daB folgende Méglichkeiten bestehen. Erstens: 
Es ist « >1. Dann strebt die rechte Seite mit abnehmendem ¢€ gegen oo. 
Zweitens: «<1. Dann strebt die rechte Seite gegen den Grenzwert 

1 
] = 
das Integral zwischen den Grenzen 0 und 1 betrachten. Im ersten 
Falle werden wir sagen, daB dieses Integral nicht existiert. Im dritten 
Falle « = 1 wird das Integral gleich — log e sein und daher ebenfalls 
mit abnehmendem e keinem endlichen Grenzwert zustreben, sondern 
unendlich werden, d.h. nicht existieren. 

Ein anderes Beispiel dafiir, daB man eine Integration bis in eine 
Unendlichkeitsstelle einer Funktion hineinerstrecken kann, gibt der 


Hi 
7 5 Es wird 


Im zweiten Falle werden wir also diesen Grenzwert einfach als 


Integrand - 
1—e 


dx c 
] ae = arc sin (1 — ro) : 
0 


LaBt man e gegen 0 streben, so wird die rechte Seite einen bestimmten 


= a 7 é a - 
Grenzwert, namlich > erreichen, man wird daher diesen Wert 


dx 
als Vos bezeichnen, obwohl der Integrand an der Stelle *« = 1 


unendlich wird. 

Um aus diesen Beispielen eine allgemeine Begriffsbildung zu abstra- 
hieren, bedenken wir zunachst, da es ganz gleichgiiltig ist, ob die Un- 
stetigkeit einer zu integrierenden Funktion am oberen oder unteren 
Ende des Integrationsintervalles liegt; denn wir kénnen obere und 
untere Grenze eines Integrales bei gleichzeitiger Anderung des Vor- 
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zeichens vertauschen. Nunmehr sagen wir: Wenn in einem Inter- 
val a<% Sb die Funktion f(x) héchstens mit Ausnahme des End- 
b 


punktes b stetig ist, so definieren wir als S F(x) dx den Grenzwert 


b—e 
lim ii T(ayiae 
é—>Oa 
— wober die Stelle b—e vom Innern des Intervalles her gegen den 
Endpunkt b strebt — vorausgesetzt, daB dieser Grenzwert existiert. 


b 
Wir sagen in diesem Falle, das Integral {i [ (x) dx ist ein honvergentes 
a 
uneigentliches Integral. Wenn aber unser Grenzwert nicht existiert, 


b 
sagen wir, daB das Integral i {(x) dx nicht existiert oder nicht kon- 


vergiert oder daB es divergiert. 

Auch ein uneigentliches Integral kann man durch einen Flachen- 
inhalt deuten. Es hat zwar zunachst keinen Sinn, von dem Flachen- 
inhalt eines sich ins Unendliche erstreckenden Gebietes zu reden; aber 
man kann doch versuchen, einen solchen Flacheninhalt zu definieren, 
indem man einen Grenziibergang von Gebieten mit endlichem Flachen- 
inhalt vornimmt. Beispielsweise besagt das obige, auf die Funk- 


: 1 ; : 

tionen a beziigliche Resultat, da8 der Flacheninhalt, der von der 

x-Achse, der Geraden 7 =1, der Geraden ¥ =e und der Kurve 
1 ‘ : Z 

y=, begrenzt ist, fiir ¢ +0 einem endlichen Grenzwert zustrebt, 


sobald «<1 ist, daB er aber y 
unendlich wird, sobald « = 1 ist. 
Man driickt diese Tatsache ein- 
fach so aus: Der Flacheninhalt 
zwischen x-Achse, y-Achse, un- 
serer Kurve und der Geraden 
*=1 ist endlich bzw. wird 
unendlich. 

Die Anschauung kann uns 
natiirlich tiber Endlichkeit oder 9 
Unendlichkeit des Flacheninhal- Fig. 77. 
tes eines sich bis ins Unendliche 
erstreckenden Flichenstiickes nichts Prazises aussagen. Man kann nur 
sagen, daB ein Flachenstiick, das ins Unendliche reicht, um so eher 
doch noch einen endlichen Flacheninhalt besitzen wird, je schmaler es 
sich zusammenzieht. In diesem Sinne veranschaulicht uns die Figur 77 
die Tatsache, daB fiir «< 1 die Flacheninhalte unter unseren Kurven 
endlich bleiben, wahrend sie fiir « = 1 unendlich werden. 
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Um zu erkennen, ob eine Funktion f(x), welche fiir *« = 0 eine 
Unendlichkeitsstelle besitzt, sich in die Stelle + = } hineinintegrieren 
laBt, wird man nicht stets eine besondere Untersuchung anstellen 
wollen, sondern sich haufig des folgenden Kviteriums bedienen kénnen : 

Es sei im Intervall a < x< b die Funktion f(x) positiv1), und es 

b 


gelte lim f(x) = oo. Dann konvergiert das Integral ik f(x) dx, falls es 
x—>b a 


eine unterhalb 1 liegende positive Zahl vy und eine feste, von x unab- 
hangige Schranke M gibt, derart, daB in dem Intervall a<x< b 
M ; ; 
Pal de Gaur bleibt; mit anderen Worten, wenn die Funktion f(x) 
an der Stelle x =b von geringerer Groéfenordnung als von der ersten 
unendlich wird. Das Integral divergiert dagegen, wenn es eine Zahl y > 1 
und eine positive Schranke N gibt, derart, daB f(x) = ee wird; mit 
anderen Worten, wenn die Funktion an der Stelle x =b von min- 
destens erster Ordnung unendlich wird. 

Der Beweis folgt fast unmittelbar aus dem Vergleich mit dem ein- 
fachsten schon oben diskutierten Fall. Um etwa den ersten Teil des 
Satzes zu beweisen, beachten wir, daB fiir e > 0 

b—e b—e 


0<fi@dxs fgtyeax 


ist und da das Integral rechts fiir ¢—0O nach der Bemerkung zu 


Anfang dieser Nummer — wenn wir dort x durch 6— x, « durch 
vy und 0 durch 6 ersetzen — konvergiert, also beschrankt bleibt, daB 
b—e 


ferner die Werte f f(x) dx fiir e—>0 monoton zunehmen. Diese Werte 
a b 


besitzen also einen Grenzwert, d.h., das Integral f f(x) dx konvergiert. 


Den genau parallel laufenden Beweis fiir den zweiten Teil des Satzes 
kann ich Ihnen selbst iiberlassen. 

Ebenso erkennen Sie selbst sofort, daB genau die entsprechenden 
Satze auch gelten, wenn die wntere Grenze des Integrales eine Un- 
endlichkeitsstelle ist. Liegt eine Unendlichkeitsstelle im Inneren des 
betrachteten Intervalles, so braucht man dieses nur durch diese Stelle 
in zwei Teilintervalle zu zerlegen und auf jedes der beiden die obigen 
Betrachtungen anzuwenden. 

Als weiteres Beispiel betrachten wir das elliptische Integral 


’ = ax ete 2 
{a =i pay ee 
0 


1) Im achten Kapitel, Anhang, werden wir lbrigens sehen, da®B eine solche 
Vorzeichenbeschrankung leicht beseitigt werden kann. 
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Man sieht sofort, daB fiir « = 1 der Integrand nur von der GréBen- 


1 : ; 5 : : ; 
ordnung 9 unendlich wird, woraus die Existenz des uneigentlichen 


Integrales folgt. 


3. Unendliches Integrationsintervall. 


Eine andere ebenso wichtige Erweiterung des Integralbegriffes be- 
steht darin, daB wir eine Integrationsgrenze ins Unendliche verlegen. 
Wir fiihren, um diese Erweiterung des Begriffes zu prazisieren, fol- 
gende Bezeichnungen ein: Wenn das Integral 


A 
Jf (ax 


bei festem a einem bestimmten Grenzwert zustrebt, sobald A positiv 
liber alle Grenzen wachst, bezeichnen wir diesen Grenzwert mit 


Si(adx 


und nennen es das bis ins Unendliche erstreckte Integral der Funk- 
tion /(x). Selbstverstandlich braucht ein solches Integral nicht immer 
zu existieren oder, wie man sagt, zu konvergieren. Einfache Bei- 


spiele fiir die modglichen Vorkommnisse liefern uns wieder die Funk- 


tionent } (%)\°== ah 


HO. 
A 
d il 
oe 


l—« 


1 


wir erkennen hieraus, wenn wir wieder den Fall « = 1 ausschlieBen, 
daB im Falle « >1 das ins Unendliche erstreckte Integral existiert, 


und zwar, daB genau 
ioe) 
ax 1 
xo “a—l 
1 


wird; daB dagegen im Falle «<1 das Integral nicht mehr existiert. 
Fiir den Fall « = 1 existiert das Integral selbstverstandlich auch nicht, 
da log ~ mit x gegen unendlich strebt. Wir sehen also, daB hin- 
sichtlich der ins Unendliche erstreckten Integrale die Funktionen 


sich anders verhalten wie bei Integration in den Nullpunkt hinein. 
Auch hier wird diese Tatsache durch einen Blick auf die Figur 77 
plausibel gemacht. Denn wir sehen, dab, je gréBer « ist, desto enger 
sich die Kurven fiir groBe Werte von x an die x-Achse anschmiegen, 
so da& die Endlichkeit des betreffenden Flacheninhaltes fiir gréBere 
Werte von A verstandlich wird. 
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Fiir die Existenz eines ins Unendliche erstreckten Integrales dient 
in vielen Fallen das folgende Kriterium, bei dem wir wiederum 
voraussetzen, daB fiir hinreichend groBe Werte von x, etwa fiir a 
der Integrand f(x) von einem Zeichen bleibt — wir diirfen ihn ohne 
Beschrankung der Allgemeinheit positiv wahlen!). — Dann gilt: Das 


co 
Integral ‘} f(x) dx konvergiert, wenn die Funktion f(x) 1m Unendlichen 
von hiherer als erster Ordnung verschwindet, d. h. wenn es eine Zahl 
y>1 gibt, derart, daB fiir alle noch so groBen Werte von x die Be- 
M : F : 
ziehung 0 < f(x) < ye» besteht, wobei M eine von x unabhangige feste 


Schranke bedeutet. Ebenso divergiert das Integral, wenn die Funktion f (x) 
positiv bleibt und im Unendlichen von nicht hoherer als erster Ordnung 
verschwindet, d. h. wenn es eine feste positive Schranke N gibt, derart, 
daB x f(x) = N>0 bleibt. Den Beweis dieser Kriterien, der dem obigen 
vollstandig parallel lauft, kann ich Ihnen selbst tiberlassen. 


oO 
Das einfachste Beispiel ist das Integral feva x (a>0). Der Integrand 


verschwindet im Unendlichen von zweiter Ordnung. Tatsachlich sehen 


A 
: : . 1 ut u 
wir sofort, daB das Integral konvergiert, denn es ist la dx =——— 


a 


und so erhalten wir 
co 


1 {Il 
oF ep 
a 


Ebenso nahe liegt das Beispiel 


ie.8) 
i ae a 
trea ax ce A —arctg 0) = OK 

Ein weiteres, fiir die Analysis besonders wichtiges Beispiel bieten 
die sog. J’-Integrale 


co 
I'(n) = Je-* x"-1dx (n> 1). 
‘ =< 
Auch bei ihnen ist das Konvergenzkriterium erfiillt, denn es ist 
lim x?+e-*x"-1—0, da ja die Exponentialfunktion e~* von hdhe- 
x —>0CO 


rer Ordnung Null wird als jede Potenz & . Diese I’-Integrale, welche 


wir als Funktionen der Zahl m auffassen kénnen, erfiillen eine bemerkens- 
werte Beziehung, zu welcher wir durch Produktintegration folgender- 


") Die Aufhebung dieser Vorzeichenbeschrankung ergibt sich von selbst im 
achten Kapitel. 
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maBen gelangen: 
fe-exm—1dx, = —e—*@yn-1a. (m4 — J) fe-#xn—2d x : 
Nehmen wir die Formel zwischen den Grenzen 0 und oo, d. h. zunidchst 
zwischen den Grenzen 0 und A, und lassen dann A iiber alle Grenzen 
wachsen, so erhalten wir sofort 
oO 
I'(n) = (n—1) fe-*®x"-2dx =(n—1) T (n—1) 
6 


und hieraus 
co 
I (n) = (n—1):(n—2)-: -(m — LL) fe-®xn-H-1dx,, 
0 


Ist m eine ganze positive Zahl, so ergibt sich 


co 
I (n) = (n—1) (n—2)--- 3-2-1 fe-*dx, 
0 
und da 
oc 
\f CE ie sea | 
; 0 
ist, folgt schlieBlich 
I (n) =(n—1) (n—2)---2-1=(n—1)! 
Diese Darstellung der Fakultaéten durch Integrale spielt in sehr vielen 


Anwendungen eine groBe Rolle. 
Auch die Integrale 


ice) ee) 
fe-#dx, fame-@ dx 
6 0 


konvergieren, wovon Sie sich selbst sofort nach unseren Kriterien 
tiberzeugen k6nnen. 


Zum Schlu8 will ich noch ausdriicklich darauf hinweisen, daB selbst- 
verstandlich alle Regeln iiber Substitution neuer Verdnderlicher usw. 
auch bei konvergenten uneigentlichen Integralen ihre Giiltigkeit be- 


co 
halten. Um beispielsweise das Integral fue* dx za berechnen, fiihren 
6 


wir uw — x? als neue Verdnderliche ein und erhalten 
co co 


; 1 
fuc-#ax= = fe “du = lim = fii a) eo 


Asoe 


0 0 
Vielfach wird durch eine Substitution ein uneigentliches Integral in 
ein eigentliches iibergehen, z. B. wird durch die Transformation * = sin w# 


ro] 9 


1 


So hE It 
levee faw=3. 


0 0 
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al 


Andererseits gehen ebenso Integrale iiber stetige Funktionen f(x) in 
uneigentliche Integrale tiber, wenn in dem Endpunkt des Integrations- 
intervalles bei einer Transformation «= @ (x) die Ableitung 9’ (x) 


LS ax . ; 
verschwindet, also Ei unendlich wird. 


Fiinftes Kapitel. 


Anwendungen. 


Wir wollen, nachdem wir eine gewisse Bewegungsfreiheit gewonnen 
haben, in diesem Kapitel die Anwendbarkeit des Gelernten nach ver- 
schiedenartigen Richtungen hin in Geometrie und Physik dartun. 


§1. Darstellung von Kurven. 
1. Die Parameterdarstellung. 


Bei der Darstellung einer Kurve durch eine Funktion y = f(x) 
miissen wir uns, wie wir im ersten Kapitel sahen, jeweils auf einen 
eindeutigen Zweig beschranken. Es ist daher vielfach, insbesondere, 
wenn es sich um geschlossene Kurven handelt, bequemer andere 
analytische Darstellungen heranzuziehen. Die allgemeinste und zu- 
gleich handlichste Darstellungsform gibt uns die Pavrameterdar- 
stellung von Kurven. Man betrachtet nicht die eine rechtwinklige 
Koordinate als Funktion der anderen, sondern man faBt beide Ko- 
ordinaten x und y als Funktionen einer dritten unabhangigen Ver- 
anderlichen ¢, einer sog. Hilfsvariabeln oder eines Parameters auf; 
dabei durchlauft dann der Punkt mit den Koordinaten x und y die 
Kurve, wenn ¢# ein bestimmtes Intervall durchlauft. Solche Para- 

A meterdarstellungen sind uns schon be- 
g gegnet. Z.B. erhalten wir fiir den 
Kreis *?-++ y? =a? eine Parameter- 
darstellung in der Form x=acost, 
y=asint. Hier hat ¢ in der bekannten 
Weise die geometrische Bedeutung eines 
zum Kreise gehérigen Zentriwinkels. 
Ebenso ergibt sich fiir die Ellipse 


x2 y2 
aft pha 


die Parameterdarstellung x* = a cost, 
Fig. 78. y = bsint, wobei ¢ die sog. exzen- 

trische Anomalie bedeutet, namlich den 

Zentriwinkel, der zu dem iiber dem Ellipsenpunkt P liegenden Punkte des 
umbeschriebenen Kreises gehért. (Fig. 78.) In diesen beiden Fallen 
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beschreibt der Punkt mit den Koordinaten x, y den ganzen Kreis bzw. die 
ganze Ellipse, wenn der Parameter ¢ das Intervall von 0 bis 2 7 durchlauft. 

Allgemein kénnen wir nun eine Kurve darzustellen versuchen, 
indem wir setzen 


4=P()=x(t), Y= yH=y), 


d.h. zwei Funktionen eines Parameters ¢ betrachten — die kiirzere 
symbolische Bezeichnungsweise x (¢) und y (¢) werden wir fortan benutzen, 
wo sie zu keinen Mifversténdnissen AnlaB geben kann. — Und zwar 


mtissen zu einer gegebenen Kurve diese beiden Funktionen g (¢) und 
w (4) so hinzubestimmt werden, daB man durch die Gesamtheit der 
Paare von Funktionswerten x (¢) und y (¢) eines gegebenen Intervalles 
fiir ¢ gerade die Kurvenpunkte und nur diese erhalt. Ist eine Kurve 
zunachst in der Gestalt y = f (x) gegeben, so kann man zu einer solchen 
Parameterdarstellung gelangen, indem man zuerst x = @ () setzt, 
wo @ (t) eine beliebige stetige monotone Funktion ist, welche in einem 
bestimmten Intervalle alle in Frage kommenden Werte von x gerade 
einmal annimmt; es wird dann y = f (9 (#)) = y (é), d.h. die zweite 
Funktion yp (¢) bestimmt sich durch Zusammensetzung von f/ und 9. 
Wir sehen hieraus, da wir wegen der Willkiir bei der Wahl der Funktion » 
noch eine groBe Freiheit in der Parameterdarstellung einer gegebenen 
Kurve haben; insbesondere kénnen wir ¢ = x selbst wahlen und daher 
die urspriingliche Darstellung y = f (x) als Parameterdarstellung mit 
dem Parameter ¢ = x auffassen. 

Der Vorteil der Parameterdarstellung ist nun der, daB man die ver- 
bleibende Willkiir zu einer Vereinfachung ausnutzen kann. Z. B. wer- 
den wir die Kurve y= ye darstellen, indem wir setzen: x = #3, 
y= 2% also p(t) = 7%, y(t) = 7? Es wird dann der Punkt mit den 
Koordinaten x, y die ganze Kurve (Neilsche Parabel) durchlaufen, 
wenn ¢ von — oo bis © variiert. 

Ist umgekehrt eine Kurve von vornherein in der Parameterdar- 
stellung x = g (t), vy = yp () gegeben und will man die Kurvengleichung 
in rechtwinkeligen Koordinaten erhalten, so braucht man nur aus 
den beiden Gleichungen x = @ (é), y = y(t) den Parameter ¢ zu elimi- 
nieren. Bei der obigen Parameterdarstellung fiir Kreis und Ellipse 
gelingt dies ohne weiteres durch Quadrieren und Beriicksichtigung der «~ 
Gleichung sin?¢ + cos?¢= 1. (Weiteres Beispiel siche unten.) All-” 
gemein hatte man ¢ aus der Gleichung x =  (¢) durch die Umkehr- 
funktion ¢ = ® (x) auszudriicken und in y = p() einzusetzen, um die 
Darstellung y = y(@ (x)) = f (x) zu erhalten!). Allerdings mu8 man 


1) Es kann dabei aber vorkommen, da8 die so erhaltene Gleichung y = /(¥) 
mehr Punkte darstellt als die urspriingliche Parameterdarstellung. So lefert 
z.B. ¥ =asint, y=ObDsiné nur das endliche zwischen den Punkten = — a, 


b : 
y= —b und =a, y=b gelegene Stiick der Geraden y = aie wahrend die 
letztere Gleichung die ganze Gerade darstellt. 
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bei dieser Elimination sich im allgemeinen auf ein Stiick der Kurve, 
naimlich einen eindeutig iiber der x-Achse liegenden Zweig, beschranken. 

In sehr vielen Fallen la8t sich dem Parameter ¢ eine unmittelbare 
physikalische Bedeutung geben, namlich die Bedeutung der Zeit. Jede 
Bewegung eines Punktes in der Ebene wird mathematisch ihren Ausdruck 
darin finden, daB die Koordinaten x und y als Funktionen der Zeit er- 
scheinen. Diese beiden Funktionen geben also in Parameterdarstellung die 
Bewegung auf einer Bahnkurve. Damit hangt es zusammen, daB die meisten 
Kurven, deren Quelle in mechanischen oder kinematischen Betrach- 
tungen liegt, sich ganz von selbst in Parameterdarstellung darbieten. 
Ich nenne da die Zykloiden, die entstehen, wenn ein Kreis auf einer 
Geraden oder auf einem anderen Kreise abrollt. Jeder Punkt der 
rollenden Kreisscheibe beschreibt dann eine Zykloide. Wir beschran- 
ken uns hier auf den einfachsten Fall, daB ein Kreis vom Radius a auf 
der x-Achse rollt und ein 
Punkt der Kreisperipherie be- 
trachtet wird. Dieser Punkt 
beschreibt dann eine ,,gewdhn- 
tiche’ Zykloide. Legen wir 
den Anfangspunkt des Koor- 
dinatensystemes so, daB in 
ihm gerade der Kurvenpunkt 
fiir = 0 auf die x-Achse fallt, so ergibt sich (vgl. Fig. 79) fiir die Zy- 
kloide die Parameterdarstellung 


Fig. 79. 


x%=a(t—sint), y=a(1—cos?); 


dabei bedeutet ¢ den Winkel, um den sich der rollende Kreis von seiner 
Anfangslage heraus gedreht hat und der bei gleichférmiger Rollbewe- 
gung der Zeit proportional ist. 

Man kann nach Elimination des Parameters ¢ die Gleichung der 
Zykloide auch in rechtwinkligen Koordinaten schreiben. Man erhalt 
namlich 


a— == / aan a 
cost ==, t= arccos— A za sint = 1“ 


*% = aarc cos -—* — V(2a—y)y 
cae \(24a—y)y, 


d.h. x als Funktion von y; aber Sie sehen, wie uniibersichtlich und 
unhandlich diese Darstellung gegeniiber der Parameterdarstellung ist. 

Wenn wir die Parameterdarstellung einer geometrisch gegebenen 
Kurve vom mathematischen Standpunkte aus ansehen (nicht vom 
Standpunkte der Darstellung einer bestimmten Bewegung durch den 
Zeitparameter), so bleibt uns, wie schon auf S. 205 gesagt wurde, 
in der Wahl des Parameters noch eine groBe Freibeit. Man kénnte 
z. B. statt der Zeit ¢ auch die GréBe t= 2? als Parameter wahlen 
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oder schlieBlich einen ganz beliebigen Parameter t, welcher mit dem 
urspriinglich gegebenen Parameter ¢ durch eine beliebige Gleichung 
der Form t =o (¢) verkniipft ist, wobei wir voraussetzen, daB diese 
Gleichung durch die Gleichung ¢ = (zr) in einem gewissen Intervall 
sich eindeutig umkehren 1aBt. 

Natiirlich kann man nicht nur die rechtwinkligen Koordinaten einer 
Kurve in Parameterdarstellung geben, sondern ebenso gut auch z. B. 
die Polarkoordinaten y und %, welche in der bekannten Weise mit den 
rechtwinkligen Koordinaten durch die Gleichungen 


a COSah 7c), 
r= |x? + 2, ) =arctg = 


verkniipft sind, also r = x (t), } = # (t). Beispielsweise erhalten wir eine 
Gerade durch die Parameterdarstellung (siehe 
Fig. 80) 

peed a 

i cost 5) oO == % + t 
(p und « sind Konstanten), aus welcher durch 
Elimination des Parameters ¢ sich sofort 
Ee) p 
ae (® — «) 

als Gleichung der Geraden in Polarkoordi- 
naten ergibt. 


2. Die zu einer Kurve gehorigen Differentialquotienten bei 
Parameterdarstellung. 


Ist eine Kurve einmal durch eine Gleichung y = f(x), anderer- 
seits in Parameterdarstellung durch x = x(t), y = y(t) gegeben, so 
muB y(t) = f(x(¢)) sein. Nach der Kettenregel der Differentialrechnung 
ist dann: dy ay ax 
dt dx di 


oder ob dye 


ax ie 


wobei wir zur Abkiirzung fiir die Differentiation nach dem Para- 
meter ¢ an Stelle des Zeichens ’ einen iiber die GroBe gesetzten Punkt 
verwendet haben (im Anschlu8 an Newton). 


Beispielsweise ergibt sich fiir die Zykloide 


; BES 2, pede : meet t 
%=a(l1—cost)=2asm’—>, y=asint=2asin-cos>. 


2? 2 2 
Diese Formeln lassen erkennen, daB die Zykloide in den Punkten 
t=0, + 2a, + 42a, ..., im denen sie die x-Achse trifft, eine Spitze 


mit senkrechter Tangente besitzt; denn es wird bei Annaherung an 
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: , 
diese Stellen der Differentialquotient y’ = = = clg-> unendlich wer- 
den; im Punkte selbst ist y= 0 und in der Umgebung sonst tiber- 
all y> 0. 

Die Gleichung der Tangente an unsere Kurve wird, wenn auf der 
Tangente die laufenden Koordinaten mit & und 7 bezeichnet werden, 
durch (E24) Jn yy eenO 
gegeben. Ebenso ist die Gleichung fiir die Normale der Kurve, d. h. 
die in einem Kurvenpunkt auf der Tangente senkrecht stehende Gerade 


(§—«)% + (n—y)y =0. 
Die Cosinus der Winkel «, 6, welche die Tangente mit der x-Achse 


bzw. der y-Achse bildet, werden, wie Sie hieraus sofort bestatigen — 
kénnen, durch die Ausdriicke 


: : 
COS & = -_———__ , cos B ae — 
ye ys Ete 8 
gegeben, wahrend die entsprechenden ,,Richtungscosinus’ der Nor- 
y malen durch 
es : 2 
(ore) a! = — ; cos B ee 
14-3" \#? + 9? 


geliefert werden (Fig. 81). 

Aus einer bekannten Formel der Trigono- 
metrie bzw. der analytischen Geometrie er- 
gibt sich nun fiir den Winkel 6 zwischen zwei 
Kurven mit den Darstellungen x = 9 (d), 
y = p(t) baw. 4 = 9, (4), = 4,2), (d. h. 
fiir den Winkel zwischen ihren Tangenten 
Fig. 81. oder Normalen) der Ausdruck 


H+ vv, : 
Arr Vat a 

Die Unbestimmtheit des Vorzeichens der hier tiberall auftretenden 
Quadratwurzel deutet an, daB unsere Winkel nicht véllig bestimmt 
sind, da man auf der Tangente bzw. Normale noch einen beliebigen 
Richtungssinn auszeichnen kann, so daB zugleich mit dem Winkel 6 der 
Winkel x— 06 als Winkel zwischen den beiden Kurven angesehen 
werden darf. 2 

Die zweite Ableitung y’’ = — erhalten wir durch Benutzung der 


cos 0 = 


Kettenregel und der Quotientenregel folgendermaBen =. 


a a ata 8) lL *¥—7% 1 
i ity dew des ae Nae ele ee 
me eae vox: 
also ag ale lopt at ke ae 

dx? x3 
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3. Ubergang zu neuen Koordinatensystemen bei Parameterdarstellung. 
Drehen wir das Koordinatensystem um den Winkel « in positivem 


Sinne, so bestehen zwischen den neuen rechtwinkeligen Koordinaten &, 
7 und den alten x, y die Beziehungen 

= E €OSa — HSIN &; €=xcosa+ ysinag, 

y =€sin« + ycosa, 47 =—xSin« + y cosa. 
Es sind also zugleich mit x und y auch die neuen Koordinaten é und 7 
als Funktionen des Parameters ¢ bekannt. Durch Differentiation er- 
halten wir unmittelbar 

“= Ecosa—7sina, E=£cosatysinag, 

y=Esina+ Hosa, n=—xsina+tycose usw. 

Denken wir uns die Kurve durch Polarkoordinaten gegeben, und 
sowohl die Polarkoordinaten als auch die rechtwinkligen Koordinaten 
als Funktionen eines Parameters ¢ dargestellt, so erhalten wir aus den 
Gleichungen « = 7 cos #, y =r sin ? durch Differentiation nach ¢ sofort 
die Beziehungen 
: x =rcos?—rsind-B, 
oy y=rsind+rcosd-B, 
die bei dem Ubergang von rechtwinkligen Koordinaten zu Polar- 
koordinaten vielfach. Anwendung finden. Als ein Beispiel hierfiir 
betrachten wir die Gleichung einer Kurve 
in Polarkoordinaten, d. h. eine Gleichung der 
Fon 7 — /(@), die etwa-aus einer Para- 
meterdarstellung + =~r(t), @=O(t) durch 
Elimination des Parameters ¢ entstanden ist. 
Ich behaupte, daB der Winkel uw zwischen 
dem Radiusvektor nach einem Kurvenpunkte 
und der dort an die Kurve gelegten Tangente 
durch die Gleichung oe F(O) 
wen) 


gegeben wird. Wir tiberzeugen uns von dieser Tatsache z. B. folgender- 
maBen. Denken wir uns die Kurve durch eine Gleichung y = F (x) 


e 


gegeben und als Parameter speziell ¢= 0% verwandt, so daB d=1, 
y = f' (8) wird, so ist at Bee 
y ESI Tr =7rted 


(vgl. Fig. 82 und (*)). Ferner ist w = «— 9, also 
y’ —te o ytrtg?d 7 
eS) Lyted rtiteo 7’ 
eine Formel, die sich auch leicht aus geometrischen Uberlegungen ent- 
nehmen 1aBt. 
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4, Allgemeine Bemerkungen. 

Bei der Diskussion gegebener Kurven betrachtet man einmal 
Eigenschaften, die nichts tiber die Gestalt der Kurve selbst, sondern 
lediglich etwas tiber ihre Lage zum Koordinatensystem aussagen: z. B. 
das Auftreten einer horizontalen Tangente, ausgedriickt durch die 
Gleichung y = 0, oder das Auftreten einer vertikalen Tangente, ausge- 
driickt durch x = 0. Bei einer Drehung des Koordinatensystems werden 
solche Eigenschaften nicht bestehen bleiben. 

Dagegen wird ein Wendepunkt der Kurve auch nach einer Drehung 
ein Wendepunkt bleiben. Die Bedingung fiir einen Wendepunkt lautet 
nadmlich in Parameterdarstellung mit Riicksicht auf unsere obige Um- 


rechnungsformel i ty. 


Ersetzen wir links die Ausdriicke x, y, x, ¥ durch ihre Werte in den 
neuen Koordinaten &, 7, so findet man sehr leicht 
ny — ty =Ej—EH 

und so ergibt sich, daB aus * y—%xy =O auch §7—£&7 =O folgt, 
daB also unsere Gleichung eine vom Koordinatensystem unabhangige 
Eigenschaft des Punktes der Kurve ausdriickt. 

Wir werden noch 6fter sehen, daB eigentliche geometrische Eigen- 
schaften ihren Ausdruck in Formeln finden, deren formale Gestalt 
sich bei einer Koordinatendrehung nicht andert. 


§ 2. Anwendung auf die Theorie der ebenen Kurven. 


Wir werden bei Kurven zwei verschiedene Arten von geome- 
trischen Eigenschaften oder GréBen betrachten, solche, die nur von 
dem Verhalten der Kurve im Kleinen, d.h. in der unmittelbaren Um- 
gebung eines Punktes abhangen, und die sich analytisch mit Hilfe 
der Differentialquotienten in diesem Punkte ausdriicken lassen, und 
solche Eigenschaften, die mit dem Gesamtverlauf der Kurve oder eines 
Kurvenstiickes zusammenhangen und ihre analytische Formulierung 
mit Hilfe des Integralbegriffes finden. Wir beschaftigen uns zundchst 
mit Eigenschaften des zweiten Typus. 


1. Der Flacheninhalt in rechtwinkligen Koordinaten. 

Der Flacheninhalt war unser Ausgangspunkt fiir die Integraldefi- 
nition; aber dem Zusammenhang zwischen bestimmtem Integral 
und Flacheninhalt haftet noch etwas Unbefriedigendes an. Das, 
worauf es uns in der Geometrie ankommt, ist der Flacheninhalt, der 
von beliebig gegebenen geschlossenen Kurven eingegrenzt wird; 


dagegen besteht bei dem Integral fydx die Begrenzung des Flachen- 


Xo 
inhaltes nur zu einem Teil aus der jeweils vorgegebenen Kurve y = f (x 
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zum anderen Teile aber aus Linien, welche von der Willkiir des Koor- 
dinatensystemes abhingen. Will man den Flacheninhalt einer ge- 
schlossenen Kurve, wie Kreis oder Ellipse, durch Integrale dieser Art 
bestimmen, so mu8 man etwa die Flache in mehrere Teile zerlegen, 
deren jeder von einem eindeutig tiber der x-Achse liegenden Ast der 
Kurve und der x-Achse begrenzt ist. 

Fiir die Diskussion dieses allgemeinen Falles ist es zweckmabig, 
einige Bemerkungen tiber die Bestimmung des Vorzeichens der be- 
trachteten Flacheninhalte vorauszuschicken. Wir haben im zweiten 
Kapitel gesehen, daB durch bestimmte Integrale nicht Flaicheninhalte 
an und fiir sich gegeben werden, sondern daB den dort betrachteten 
Flachenstiicken durch den Integralausdruck ein bestimmtes Vorzeichen 
zugeschrieben wird. Wir kénnen nun diese Vorzeichenbestimmung des 
Flacheninhaltes — und zwar sogleich fiir ein beliebiges von einer ge- 
schlossenen Kurve begrenztes Flachenstiick — mit dem rein geo- 
metrischen Begriff des Umlaufungssinnes durch folgende Festsetzungen 
in Verbindung bringen: Wir sagen, da ein Fldchensttick positiv um- 
laufen wird, wenn man seine Berandung so durchlauft, daB dabei das 
Innere des Flachenstiickes zur Linken bleibt!); den entgegengesetzten 
Umlaufssinn nennen wir negativ. Bei einem mit y 
einem Umlaufungssinn versehenen Flachensttick, ZA 
einem sog. ortentierten Flachenstiick, soll dann der 
Flacheninhalt negativ bzw. positiv gerechnet wer- 
den, je nachdem, ob der Umlaufungssinn positiv 
oder negativ ist (vgl. Fig. 83). Da man dem Um- 
laufungssinn gerade das entgegengesetzte Vorzei- 
chen wie dem Flacheninhalt zuschreibt, ist eine an 
sich willkiirliche, aber wie sich zeigt, durchaus zweckmaBige Festsetzung. 

Nunmehr betrachten wir speziell den Linienzug, der aus dem vom 
Punkte x = b = x, bis zum Punkte x = a = 4% durchlaufenen Sttick 
der x-Achse, der anschlieBenden Ordinate « = a = x, bis zur Kurve 
y = f(x), dem oben betrachteten Kurvenstiick und _ schlieBlich dem 
Stiick der Ordinate x = 6 = x, von der Kurve bis zur x-Achse besteht 
(vel. Fig. 84). Dieser Linienzug grenzt ein oder mehrere Flachenstiicke 
ein, die positiv oder negativ umlaufen sein kénnen. Ihre Flachen- 


inhalte, mit dem nach obiger Regel bestimmten Vorzeichen versehen und 
b 


addiert, werden dann gerade durch das Integral I’), = ik f(g) dx ge- 


Fig. 83. 


1) Will man die Worte ,,links‘‘ und ,,rechts“ bei einer solchen Erklarung 
vermeiden, so sagt iman: Das Dreieck, dessen Eckpunkte der Reihe nach der 
Nullpunkt, der Punkt x = 1, y= 0, endlich der Punkt = 0, y = 1 sind, wird 
positiv umlaufen, wenn die angegebene Reihenfolge der Ecken innegehalten 
wird. Jede im selben Sinne umlaufene Flache heifSt in diesem Koordinaten- 
system positiv, jede im entgegengesetzten Sinne umlaufene Flache negativ umlaufen. 

14* 
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geben, wie ein Vergleich mit den Festsetzungen vom zweiten Kapitel 
§ 2 zeigt. 

Nach diesen Vorbemerkungen ist es nun in einfachster Weise még- 
lich, den zu Anfang genannten Schwierigkeiten zu entgehen, indem 
man nadmlich die Parameterdarstellung ~ = x(t), y = y(t) fiir unsere 
Kurve heranzieht. Fiihrt man nach der Substitutionsregel formal ¢ 


Fig. 84. Fig. 85. 


als neue unabhangige Veranderliche in dem obigen Integral ein, so 
erhalt man die Darstellung 


wo ft, und ¢, die den Abszissen x)= a und x,=) entsprechenden 
Parameterwerte sind. Dabei ist zundchst vorausgesetzt, daB dem 
betreffenden Intervall tj < ¢ < ¢, in eindeutiger Weise ein Zweig der 
Kurve y = f(x) zugeordnet ist, daB etwa in ihm * (t) nicht verschwindet. 
Unser Ausdruck stellt dann in der eben geschilderten Weise das zum 
Kurvenbogen gehoérige Flachenstiick dar, d. h. den Flacheninhalt, der 
begrenzt wird von diesem Kurvenbogen, den beiden Geraden x% = %9 
und x = x, sowie der x-Achse. Es ist nun das Eigentiimliche unseres 
Ausdruckes fiir den Flacheninhalt in Parameterdarstellung, da er 
auch fiir geschlossene Kurven giiltig bleibt. 

Eine geschlossene Kurve ist in Parameterdarstellung durch zwei 
Funktionen « = x(t) und y = y(t) gegeben, welche den Bedingungen 
% (to) = x(t) und y (ty) = yv(4) geniigen miissen, wenn bei Durchlaufung 
des Parameterintervalles tj) <¢<t, die ganze Kurve einmal umlaufen 
wird. Wenn die Kurve nirgends Ecken hat, so diirfen wir die Ablei- 
tungen %(¢) und y(t) als durchweg stetig voraussetzen, wahrend etwa 
vorhandenen Ecken Unstetigkeitspunkte dieser Ableitungen entsprechen. 
Durchlauft der Parameter ¢ sein Intervall tj) < ¢ < ¢,, so entspricht dem 
ein bestimmter Umlaufungssinn der Kurve, den wir wie gesagt positiv 
rechnen wollen, wenn er im entgegengesetzten Sinne des Uhrzeigers 
geht, andernfalls negativ. — In Figur 83 ist der negative Umlaufungs- 
sinn durch einen Pfeil angedeutet. 

Sehen wir zunachst von Ecken ab und setzen die Kurve als konvex 
voraus, so daB sie von einer geraden Linie in héchstens zwei Punkten 
geschnitten wird, Diejenigen Stellen, an welchen die Kurve vertikale 
Tangenten oder, wie man auch sagt, ,,Stiitzgeraden“‘ besitzt, in denen 
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also « (t) =O ist, seien P, und P,. Wir kénnen dann ihren Flachen- 
inhalt wie in Figur 86 auffassen als die Summe des unterhalb des 
oberen Bogens P,P, liegenden Flacheninhaltes F,, und des unter- 
halb des unteren Bogens P,P, liegenden Flacheninhaltes F,,. Dabei 
nehmen wir den Umlaufssinn, wie in der Figur, negativ an, F, , bedeutet 
wie oben den mit einem Vorzeichen versehenen zu dem betreffenden 


0 0 0 
Pye Fo 
Fig. 86. 

Kurvenbogen gehérigen Flacheninhalt, wobei hier F, positiv, F’,, nega- 
tiv sein wird. Wir nehmen dabei an, daB der Punkt x(t), y(¢) auf 
dem oberen Teil der Kurve von P, bis P, lauft, wenn ¢ von f, bis t 
geht und auf dem unteren Teil von P, bis P, beit <¢ <1¢,. Wir er- 
halten dann sofort 


Fy = Jy eae 


und 
ty 
F,,=fy@x(bdt; 


es ergibt sich daher fiir den gesamten Flacheninhalt der konvexen 
Kurve ty 


Dieser Ausdruck stellt uns nun stets bis aufs Vorzeichen den Flachen- 
inhalt dar. Andert man den Durchlaufungssinn der Kurve, so bedeutet 
dies, daB man in dem Integral den Parameter ¢ nicht von fy bis ¢,, sondern 
umgekehrt von ¢, nach ¢y laufen laBt; das Integral wechselt dann sein 
Vorzeichen, und wir erkennen: Der durch unsere Formel dargestellte 
Flicheninhalt besitzt ein positives oder negatives Vorzeichen, je nachdem 
der Umlaufungssinn der Kurve negativ oder positiv tst?). 


1) Wir haben in der Figur angenommen, dai langs der Kurve tiberall y > 0 
ist. Tatsdchlich liegt hierin keine Beschrankung der Allgemeinheit. Denn ver- 
schieben wir die Kurven parallel der y-Achse um die Strecke a, ersetzen mit anderen 
Worten y durch y+ a, so Andert sich der Flacheninhalt nicht; dies findet analy- 
tisch seinen Ausdruck in der Tatsache, daB bei einer solchen Verschiebung an Stelle 

hy 
des obigen Integrales das Integral fy + a)xdt tritt und daB8 wegen der Be- 
ty a 
dingung fiir die Geschlossenheit der Kurve faxdt = a(# (ty) — x (to) ) == (0) 1S 
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Wir erweitern nun unser Ergebnis mit Hilfe zweier Bemerkungen. 
Einmal kénnen wir ohne weiteres auch Ecken der Kurve zulassen, 
ohne daB die Giiltigkeit unserer Formel aufhért. Es wird dann lediglich 
die Ableitung x (¢) oder y(t) an den Ecken sprunghafte Unstetigkeiten 
aufweisen; unser Integral behalt dann nach dem vierten Kapitel, § 8, 
seinen Sinn. Zweitens gilt unsere Formel auch noch dann, wenn 
die Kurve nicht mehr die einfache konvexe Gestalt aus Figur 86 
hat, sondern eine allgemeinere geschlossene Form zeigt, wie z. B. 
Figur 87. Wir zerlegen dann einfach die Kurve durch die Punkte 
eel ae eel mye CCIE Vict tlkate Stiitzgeraden auftreten, in ein- 
deutig iiber der x-Achse liegende Aste und erhalten dann sofort wie 
in der Figur den umgrenzten Flacheninhalt F in der Gestalt 
F =Fy,+ Fy. + Fos + Feo. Driicken wir jeden dieser Teilflachen- 
inhalte in Parameterdarstellung aus und fiigen diese Ausdriicke zu 


irs 


Fig. 87. Fig. 88, 


8 


einem einzigen Integrale zusammen, so erhalten wir genau wie oben 
als Flacheninhalt der geschlossenen Kurve den Ausdruck 


hy 
Jyxdt, 
to 


dessen Vorzeichen uns gleichzeitig den Umlaufungssinn angibt. 

Das Integral auf der rechten Seite unserer Formel besitzt sogar 
dann noch einen Sinn, wenn die geschlossene Kurve sich tiberschligt (vgl. 
Fig. 88). Es stellt dann die Summe der negativ umlaufenen vermindert 
um die Summe der positiv umlaufenen von der Kurve begrenzten Flachen- 
stiicke dar. Unsere Darstellung des Flacheninhaltes gilt fiir jede geschlos- 
sene Kurve, wenn x(t), y(¢) stetige Funktionen sind, deren Ableitungen 
bis auf héchstens endlich viele Sprungstellen stetig bleiben und fiir 
welche es nur endlich viele vertikale Stiitzgeraden gibt. 

Man kann unsere Formel fiir den Flacheninhalt in eine elegantere 
symmetrische Gestalt bringen, wenn man das Integral zunachst durch 
Produktintegration umformt: 


ty : ty 4 
fyxdt aan, faust + xy ) 
ide to 


to 
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woraus wegen 


sich sofort 
ti ty 
F=fysdt=—Jxydt 
to to 


ergibt?). Bilden wir das arithmetische Mittel beider Ausdriicke, so 
erhalten wir die symmetrische Darstellung?) 


fy 
1 : : 
F=5-[(yt—xp)dt. 
to 


1) Statt den zweiten Ausdruck fiir den Flacheninhalt durch Produktintegra- 
tion zu finden, hatten wir auch von der Bemerkung ausgehen kénnen, daB fiir die 
Definition des Inhaltes die ¥-Achse und die y-Achse gleichberechtigt sind, ab- 
gesehen davon, daB der Drehungssinn, der die x-Achse in die y-Achse iiberfiihrt, 
demjenigen entgegengesetzt ist, durch den umgekehrt die y-Achse in die ¥-Achse 
ubergeftthrt wird. 

*) An diese Formel kniipfe ich beilaufig eine Bemerkung von grundsatz- 
lichem Interesse an: Man bestatigt, da®8 unsere Flacheninhaltsdefinition durch 
ein Integral tatsachlich von der speziellen Wahl des rechtwinkeligen Koordi- 
natensystemes nicht abhangt, wie es bei jeder echten geometrischen GrdéBe 
der Fall sein mu8. Denken wir uns namlich ‘das Koordinatensystem irgend- 
wie um den Winkel « gedreht, indem wir statt ¥ und y durch die Gleichungen 
4% =é&cosa—ynsina, y=EéEsina + ycose neue Veranderliche € und 7 ein- 
fiihren, die dann ihrerseits wieder Funktionen des Parameters ¢ werden; beriick- 
sichtigen wir dann, daB x = Ecos a — nsing und y= é sin a + 7 cos o ist, 


so finden wir durch eine kurze Rechnung y ¥ — xy = né—En, so daB 


wird, eine Gleichung, welche die behauptete Unabhangigkeit der Flacheninhalts- 
definition vom Koordinatensystem ausspricht, indem sie zeigt, da®B der FJachen- 
inhalt sich im &, 7-System durch dieselbe Formel wie im urspriinglichen 
#, y-System ausdriickt. Ebenso wird der Flacheninhalt nach unserer Definition 
von der Wahl des Parameters ¢ unabhangig; d. h. unsere Formel behalt ihre 
Gestalt, wenn wir statt ¢ durch die Gleichung t= T(t) einen neuen Para- 
meter t einfiihren. Es wird namlich 


ax Ghee (hes dy _ dy dt 


Ti mei dice dt. dx at 


t ty Tv 


1 at 
ax ) ( dx a2) dt fl dx at 
take Lyra an ed es si) ele rp tae |e das 
Ne i ke fle ae eRe ek eS VP 


to to 


wobeit, und t, die den Parameternwerten ¢) und ¢, entsprechenden Anfangs- und 
Endwerte des neuen Parameters sind. 

Wir waren bisher bei der Definition des Flacheninhaltes vom Integralbegriff 
ausgegangen und haben nun gezeigt, da® diese analytische Fischeninhaltsdefinition 
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Als Beispiel fiir die Anwendung unserer Flacheninhaltsformel be- 
trachten wir die Ellipse y = ya? — x?. Um ihren Inhalt in recht- 


winkligen Koordinaten auszudriicken, kénnen wir die obere und die 
untere Halfte der Ellipse getrennt betrachten und ihn demgema8 
durch das Integral 


a 
b ee 
2 — [ye — x2dx 
a 
—a 


darstellen. In der Parameterdarstellung x =acost, y=bsint jedoch 
erhalten wir unmittelbar fiir den Flacheninhalt den Ausdruck 


Qu 
ab fsin? MIE 
0 


der sich zufolge dem vierten Kapitel § 4 integrieren la8t und den 
Wert aba besitzt. 


9. Flacheninhalt in Polarkoordinaten. 


Fiir viele Zwecke ist die Darstellung des Flacheninhaltes in Polar- 
koordinaten von Wichtigkeit. Es sei also ry = /(#) die Gleichung einer 
Kurve in Polarkoordinaten. F(#) 
sei der Inhalt der Flache, die von 
dem Radiusvektor vom Nullpunkt 
nach dem Punkte (/(#),%), dem vom 
Nullpunkt nach (/(0),0) und dem 
zwischenliegenden Stiick der Kurve 
begrenzt wird. Dann ist 


/ — ah 2. 
E(B) = ers 
Fig. 89, denn betrachten wir auBer dem zu 


® gehorigen Radiusvektor den zum 
Winkel # + A#’ gehorigen und ist 7) der kleinste, 7, der gréBte Radius- 
vektor in diesem Winkelintervall (siehe Fig. 89), so wird der zwischen 
dem Radiusvektor # und dem Radiusvektor ? + 4% gelegene Sektor einen 


Flacheninhalt AF besitzen, welcher zwischen den Grenzen = re Ad 


1 , : 1 AF Lit 
und 5-77 4# liegt. Es ist also ross ae <5 71, und der Grenziiber- 


tatsachlich geometrischen Charakter tragt, indem sie ihren Ausdruck unabhangig 
vom Koordinatensystem findet. Man kann aber leicht auch unmittelbar geome- 
trisch den Flacheninhalt der oben betrachteten Kurven folgendermaBen de- 
finieren: Der Flacheninhalt ist der obere Haufungswert der Flacheninhalte aller 
der Kurve eingeschriebenen Polygone. Den an sich einfachen Beweis fiir die 
Aquivalenz beider Definitionen libergehe ich hier. 
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gang A@ — 0 liefert uns sofort die obige Relation; aus ihr folgt nach 
dem Fundamentalsatz der Integralrechnung fiir den Inhalt des Sektors 
zwischen den Polarwinkeln « und f der Ausdruck 


i 5 
= le? 
9 rad . 


Als Beispiel betrachten wir etwa die Flache, die von einer Lemnis- 
katenschleife begrenzt ist. Dabei lauft der Winkel ? von — z bis + x ; 


und wir erhalten fiir diesen Flacheninhalt gema& der Lemniskaten- 
gleichung 7? = 2a? cos 20 (vgl. S. 55) den Ausdruck 


4 
a® { cos 20a0 , 


der sich durch Einfiihrung der neuen Veranderlichen u = 2% sofort 
ausrechnen ]a8t und den Wert a? hat. 


8. Lange einer Kurve. 


Der zweite wichtige, mit einer Kurve zusammenhiangende geome- 
trische Begriff, der auf eine Integration fiihrt, ist die Bogenliange. 

Wir machen uns zunachst geometrisch klar, wie wir die Lange 
einer beliebigen Kurve zu definieren haben. Der elementare ProzeB 
des Messens einer Lange besteht darin, da8 man die zu messenden 
Langen mit geradlinigen Mafstaben vergleicht; das _ einfachste 
Verfahren wird dann das sein, daB man einen solchen Ma8stab 
auf der zu messenden Linie immer wieder abtragt und zahlt, wie 
oft diese Abtragung hintereinander moglich ist; daB man sodann 
je nach Bedarf diesen MessungsprozeB verfeinert, indem man zum 
Gebrauch immer kiirzerer MaBstabe tibergeht. Dieser elementaren an- 
schaulichen Vorstellung entsprechend werden wir bei der Definition der 
Lange einer Kurve folgendermafen vorgehen: Wir schreiben der Kurve 
ein geradliniges Polygon ein und messen dessen Lange. Diese wird 
davon abhangen, in welcher Art dieses Polygon gewahlt wird, z. B. wie 
‘groB die Anzahl seiner Ecken genommen wird. Lassen wir die Anzahl 
der Seiten eines solchen, einem Kurvenbogen einbeschriebenen Poly- 
gones iiber alle Grenzen wachsen, wahrend gleichzeitig die Lange der 
langsten Polygonseite gegen Null strebt, so werden wir den Grenzwert 
der Gesamtlangen der Polygone als die Lange des betreffenden 
Kurvenbogens bezeichnen. Diese Definition der Lange setzt voraus, 
einmal, daB der beschriebene Grenzwert existiert, zweitens aber, daB 
er unabhangig von der speziellen Wahl der Polygonfolge ist, mit der 
man die Kurve immer feiner annahert. Nur wenn diese Voraussetzung 
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a! 


der sogenannten ,,Rektifizierbarkeit erfiillt ist, werden wir von der 
Lange einer Kurve sprechen kénnen. Wir werden bald sehen, daf 
unter sehr weiten Voraussetzungen die Rektifizierbarkeit sich leicht 
beweisen 1aBt. 

Um die Lange durch einen analytischen Ausdruck, und zwar durch 
ein Integral darzustellen, denken wir uns die Kurve zunachst durch eine 
Funktion y = f(x) mit stetiger Ableitung y’ reprasentiert, und das 
Intervall a < x <b der x-Achse, 
welches dem betrachteten Kur- 
venbogen entspricht, durch die 
Punkteg==15, 2-7 t,o 
Teile von der Lange 4%,,..., 
Ax, eingeteilt. Uber diesen 
Teilpunkten der x-Achse mégen 
die Ecken des einbeschriebenen 
Polygones liegen. Die Gesamt- 
lange des einbeschriebenen Polygones wird dann gemaB dem pytha- 
gordischen Lehrsatz (vgl. Fig. 90) durch den Ausdruck 


Fig. 90. 


n—1 n—1 ee ee 
2 Ax2+Ay2 = 2 yi = & za)" Ax, 


gegeben. Der Differenzenquotient se ist aber nach dem Mittelwertsatz 
der Differentialrechnung gerade gleich /’(&,), wo &, ein Zwischenwert 
im Intervall 4x, ist. LaBt man nun » iiber alle Grenzen wachsen 
und dabei das langste Intervall 4x, gegen Null streben, so wird 
gemaB der Definition des Integrales unser Ausdruck gegen den Grenz- 
wert 


b 
fireyias 


streben, der somit die Lange unserer Kurve zwischen den Punkten 
mit den Koordinaten a und 6 darstellt. 

Da unser Grenziibergang von der Summe zum Integral stets zum 
selben Resultat fiihrt, unabhangig von der Art der Einteilung des Inter- 
valles, so zeigen uns unsere Betrachtungen die Giiltigkeit des folgenden’ 
Satzes: Jede Kurve y = f(x) mit stetigem Differentialquotienten ist 
vektifizierbar, und thre Linge zwischen den Punkten x = a und x = b ist 
gegeben durch: 


b 
s(a, 6) =f Vl+y'2dx. 


Fir den Differentialquotienten der Bogenlange nach der unabhan- 
gigen Veranderlichen x entnimmt man, wenn man diese Bogenlange, 
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von irgend einem Anfangspunkt aus gezadhlt, mit s bezeichnet, aus 
unserer obigen Gleichung sofort die Beziehung 
Ba ylty?. 

Unserem Ausdruck fiir die Bogenlange haftet noch die spezielle 
und kiinstliche Voraussetzung an, daB der betrachtete Kurvenbogen 
als eindeutiger Zweig iiber der x-Achse liegt. Von dieser Einschrankung 
befreit uns die Parameterdarstellung. Ist unsere Kurve in Parameter- 
darstellung x = x(t), y = y(t) gegeben, so finden wir durch Einfiihrung 
des Parameters ¢ in unsern obigen Ausdruck sofort die Parameter- 
darstellung der Bogenlange 


(ky ene tk ae 
s(a, p)=J Ye + di, 


wobei « und f die Werte von ¢ sind, die zu unseren Kurvenpunkten 
= aund 7 == 0 sehoren. 

Diese Parameterdarstellung der Lange besitzt gegeniiber der friiheren 
den groBen Vorzug, daB sie wiederum nicht mehr auf eindeutige Zweige 
der Kurven — dargestellt durch Gieichungen der Form y = /(x) — 
beschrankt ist, sondern fiir beliebige Kurvenbégen, auch fiir geschlossene 
Kurven gilt, vorausgesetzt, daB langs diesen Kurvenbégen «(t) und 
y (¢) stetig sind. 

Wir erkennen dies am einfachsten, indem wir auf die obige Aus- 
gangsformel fiir die Lange des einem Kurvenbogen einbeschriebenen 
Polygones zuriickgehen. Es seien langs dieses Bogens x(t) und y (é) 
mit stetigen Differentialquotienten % (t) und y(¢) versehen. Es mégen 
den Eckpunkten des eingeschriebenen Polygones die Parameterwerte 
t1, t2,..., t, mit den Differenzen At, entsprechen, und bei dem Grenz- 
tibergang 1 > co mége die jeweils gréBte dieser Differenzen gegen Null 
streben. Schreiben wir nun die Lange des Polygones in der Form 


Fo A %y Ayy\2 , 
S484 a= SV GE) + (GE) 46 
so erkennt man sofort, daB diese Summe gegen das Integral 
if \x?-+ y2dt 


strebt. Man braucht sich hierzu nur der allgemeinen Integraldefinition 
(vgl. S. 107) zu erinnern. 

Ist eine Kurve aus mehreren derartigen Bogen zusammengesetzt, 
welche in Ecken oder Spitzen aneinander grenzen diirfen, so erhalt 
man als Ausdruck fiir die Bogenlange die Summe der entsprechenden 
Integrale. 

Als Resultat fassen wir zusammen: Wenn langs eines Kurven- 
bogens « <#<f die Funktionen x(é), y(é) stetig sind und auch die 
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Ableitungen x (), (é) bis auf endlich viele Sprungstellen stetig bleiben, 
dann besitzt der Bogen eine durch 
B 


gegebene Lange, wobei dieses Integral im Sinne des vierten Kapitels 
notigenfalls als uneigentliches Integral zu verstehen ist?). 

Ich gebe noch den Ausdruck fiir die Bogenldnge an, falls Polar- 
koordinaten zugrunde liegen. Wir brauchen dann nur in dem zuletzt 
gefundenen Ausdruck fiir * und y die Werte aus der Formel (*) von 
S. 209 einzutragen und erhalten 


2+ y2— 724 72H? 
und somit 


s ( =f pried. 


Gehen wir hier von der Parameterdarstellung zu der Darstellung ry = f (#) 
iiber, indem wir t= @ selbst als Parameter einfiihren, so ergibt sich 
sofort fiir die Bogenlange wegen ? = 1 


a 


$(%, 94) =) VPr+rde. 


Ein einfaches Beispiel zur expliziten Berechnung der Bogenlange 


: : 1 : : 
gibt uns die Parabel y =, x°; fiir ihre Bogenlange erhalten wir so- 


b 
fort das Integral fyi + x2 dx, welches durch die Substitution 


x = Gin wu iibergeht in 


Ar Sin b a Gin 6 Ar Sin b 
1 : 
| Coftudu = sfa + Coj 2u)du= 9 (u + Sin wu Cof w) | , 
Ar Sin a Ar Sin a Ar Sin a 


so daB fiir die Lange des Parabelbogens zwischen den Abszissen a 
und 6 der Ausdruck 


s(a, 6) = 5 {Ue Sin b+.b JI +82 — Wr Sin a—a yi + ak 
entsteht. 


1) DaB der Ausdruck fiir die Bogenlange von der Wahl des Parameters 
unabhangig ist, bestatigen wir sofort, wenn wir durch t = 1 (é) einen neuen 
Parameter t einfiihren, Es wird dann, falls m + 0 


Serre - (FHSS. 
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Fiir die Kettenlinie y = ©oj x ergibt sich 
b b 
s(a,b)=f Vl+ Gin? xdx= i} Cof xd x 
oder . ’ i 
s(a, b)= Gin d— Gina. 

Ich méchte schlieBlich noch bemerken, da es bei der Darstellung 
einer Kurve in vielen Fallen bequem ist, die von einem festen An- 
fangspunkt aus gerechnete Bogenlange s als Parameter zu wihlen, 
d.h. x = x(s) und y = y(s) zu betrachten. Es ist dann 

x2 aie v2 as il, 
woraus durch Differentiation 
x% + yy =0 
folgt, zwei Relationen, die vielfach Anwendung finden. 


4, Die Kriimmung einer Kurve. 


Wahrend der Flacheninhalt und die Bogenlange von dem Gesamt- 
verlauf der Kurve abhangen, méchte ich hier die Besprechung eines 
Begriffes einschalten, der sich auf das Verhalten der Kurve nur 
in der Umgebung eines Punktes bezieht, namlich der Kritmmung. 

Denken wir uns die Kurve gleichférmig durchlaufen, derart dab 
in gleichen Zeiten gleiche Bogenlangen zuriickgelegt werden, so wird 
sich die Richtung der Kurve mit einer bestimmten Geschwindigkeit 
andern. Diese Geschwindigkeit werden wir als MaB fiir die Starke der 
Kriimmung der Kurve an der betreffenden Stelle anzusehen haben. 

Ist also « der Winkel zwischen der Tangente und der positiven 
x-Achse und fassen wir « als Funktion der Bogenlange s auf, so werden 
wir die Kriimmung & an der Stelle, zu der die Bogenlange s gehort, 
durch die Gleichung do 

| Reman ated 

ds 
definieren. Nun ist « = arc tg y’ und nach der Kettenregel daher 

da da. ds iad 1 
ds dx dx 1 fy’? jit? , 


mithin wird die Kriimmung durch den Ausdruck 


at 


(pp ee 
(1 + y’2 2 


geliefert. 

Mit Hilfe der in §1 Nr. 2 gegebenen Umrechnungsformeln fiir ’’ 
auf Parameterdarstellung, ergibt sich nunmehr in Parameterdarstellung 
fiir die Kriimmung der einfache Ausdruck 
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der natiirlich auch sofort aus der Gleichung 
a= arctg »~ —arccot + 
x y 


erhalten werden kann. Im Gegensatz zu dem obigen Ausdruck, der an 
die Kurvengleichung y = /(x) gekniipft ist und daher eine spezielle 
Voraussetzung tiber die Lage des betrachteten Kurvenbogens zur 
x-Achse macht, gilt die Parameterdarstellung der Kriimmung wieder 
fiir beliebige Kurvenbégen, langs deren *,, ¥, y stetige Funktionen 


a dy : 
von ¢sind, insbesondere auch fiir solche Stellen, wo x = 0 also ae, 1S 


Fiihren wir die Bogenlange s als Parameter ein, so wird wegen 
x* 1 y2—] und *+*-+4y¥ =0 einfach 


\ ¥ 


pois jeng (v9 F)—4——F, 
Wir erhalten also besonders einfache Ausdriicke fiir die Kriiimmung. 
Das Vorzeichen der Kriimmung hat keine vom Koordinatensystem 


unabhiangige geometrische Bedeutung. Nehmen wir — wie immer — 


die Wurzel 1 + y’? positiv, so hat die Kriimmung das Vorzeichen 
von y’’, ist also positiv oder negativ, je nachdem die Kurve in der Um- 
gebung des betreffenden Punktes oberhalb oder unterhalb der Tan- 
gente liegt. 

Als Beispiel betrachten wir die Kriimmung eines Kreises mit dem 
Radius a. Gehen wir von der Parameterdarstellung * = acost, 
y =asint aus, so ergibt sich sofort 


pp 


a 
Die Kriimmung eines Kreises ist also gleich seinem reziproken Radius. 
Dies Ergebnis bestatigt uns, daB unsere Kriimmungsdefinition wirklich 
zweckmaBig war, denn bei einem Kreise werden wir ganz naturgemaB 
als MaB fiir die Kriimmung den reziproken Radius ansehen. 


Setzt man 9 = ES so nennt man allgemein 9 | = 7 den Kriimmungs- 
vadius der Kurve an der betreffenden Stelle. Denjenigen die Kurve in 
einem gegebenen Punkte beriihrenden Kreis, welcher dieselbe Kriim- 
mung k wie die Kurve und dasselbe Vorzeichen der Kriimmung besitzt, 
nennt man den zum Kurvenpunkte gehérigen Kriimmungskreis. Den- 
ken wir uns seine Gleichung in der Form y = g(x) geschrieben, so muB 
fiir den betreffenden Kurvenpunkt nicht nur g(«) = f(x), g’ (x) = f’ (x) 
sein, was die Beritihrung zwischen Kreis und Kurve ausdriickt, sondern 
es muB auch wegen 

21) OES eae ee 
die Gleichung (WEF) (We Pe 
bestehen. { (4) = 8" (x) 
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Den Mittelpunkt des Kriimmungskreises nennt man den zum 
Kurvenpunkte gehérigen Kriimmungsmittelpunkt. Seine Koordinaten & 
und 7 driicken sich in Parameterdarstellung durch 

SS ay 
je+ 52 Uae o P+ 
aus; wir brauchen hierzu nur die oben gegebenen Formeln fiir die 
Richtungscosinus der Normalen — auf welcher der Kriimmungsmittel- 


Pee 1 
punkt ja im Abstande ia /@| von der Kurve liegt — anzuwenden. 


Die obigen Formeln stellen uns den Kriimmungsmittelpunkt durch 
den Parameter ¢ ausgedriickt dar. Durchwandert ¢ sein Intervall, so 
beschreibt der Kriimmungsmittelpunkt eine Kurve, die sogenannte 
Evolute der gegebenen Kurve, und unsere Formeln geben uns, da wir 
zugleich mit * und y auch x,y und @ als bekannte Funktionen von ¢ 
anzusehen haben, diese Evolute in Parameterdarstellung. 

Hinsichtlich einzelner Beispiele verweise ich auf den nachsten Para- 
graphen und den Anhang. 


5. Schwerpunkt und statisches Moment einer Kurve. 


Wir kommen nunmehr zu einigen Anwendungen, die uns in das 
Gebiet der Mechanik hineinfiihren. Wir betrachten ein System von ” 
in einer Ebene liegenden Massenpunkten. Es seien my, mp, ..., Mm, die 
Massen dieser einzelnen Punkte; es seien weiter 1, Vo, .-., Vn die 
y-Koordinaten der einzelnen Punkte. Man bezeichnet dann 


age ag TE Vea é. Fa Mn Vn 


als das statische Moment unseres Punktsystems in bezug auf die x-Achse. 
Der Ausdruck 7 = : gibt uns die Héhe des Schwerpunktes unseres 
Punktsystems tiber der x-Achse an, wobei 

M=m,+m,+:+-+ mM, 
die Gesamtmasse des Punktsystems darstellt. Entsprechend definiert 
man das statische Moment in bezug auf die y-Achse und die x-Koordinate 
des Schwerpunktes. 

Wir wollen uns nunmehr tiberlegen, was man unter dem statischen 
Moment einer gleichmaBig mit Masse belegten Kurve yy = f(x) zu ver- 
stehen hat und wie man dementsprechend die Koordinaten € und 7 
des Schwerpunktes einer solchen Kurve bestimmt. Dabei machen wir 
der Kiirze halber die Voraussetzung, das die Massendichte auf der Kurve 
konstant, etwa gleich mw sei. 

Wir fiihren unsere Aufgabe zuriick auf die Betrachtung eines Sy- 
stems von endlich vielen Punkten und auf einen Grenziibergang. Zu 
diesem Zwecke denken wir uns auf der Kurve die Bogenlange s als Para- 
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meter eingefiihrt und den betrachteten Kurvenbogen durch die Teil- 
punkte So, 5, Sg,..., S, in Teile der Langen As,, Asg,..., As,, zerlegt. 
Die Massen ys As, dieser Teilstiicke stellen wir uns jeweils in einem be- 
liebigen Punkt des Intervalles mit der Ordinate y, konzentriert vor. 
GemaB der Definition des Momentes erhalten wir also fiir das Mo- 
ment dieses Punktsystemes den Ausdruck 
T=p Sy:45,. 


Der Grenziibergang As; 0 liefert uns nunmehr fiir das Moment 
der Kurve in bezug auf die x-Achse den Ausdruck 


T=ufyds=pfy Vilt+y'2dx. 
Da die Gesamtmasse der Kurve gleich ihrer Lange mal u 
pw Jds= p(s, —Sy) 


zu setzen ist, so ergeben sich fiir die Koordinaten des Schwerpunktes 
die Ausdriicke 


Sy S$} 

Jyds Jxds 

So So 
= are f= = 

S; — So S; — So 


6. Flacheninhalt und Volumen einer Rotationsflache. 


LaBt man die Kurve y = / (x), wobei wir /(x) > 0 voraussetzen, um 
die x-Achse rotieren, so beschreibt sie eine sog. Rotationsflache. Der 
Flacheninhalt dieser Oberflache, soweit ihre x-Koordinaten zwischen 
den Grenzen x) und x,>.%, liegen, 1aBt sich unmittelbar durch eine 
der obigen ganz analoge Betrachtung ableiten. Ersetzt man namlich 
zunachst die Kurve durch ein einbeschriebenes Polygon, so wird an 
Stelle der krummen Flache ein Gebilde entstehen, das aus einer Anzahl 
schmaler Kreiskegelstiimpfe zusammengesetzt ist. Der Flacheninhalt 
des Mantels eines solchen Kegelstumpfes ist aber bekanntlich gleich 
der Lange der Seitenlinie, multipliziert mit dem Umfang des mittleren 
Kreisquerschnittes. Addiert man alle diese Ausdriicke und fiihrt dann 
den Grenziibergang von dem Polygon zur Kurve aus, so erhalt man 
als Flacheninhalt den Ausdruck 


x Sy 
/ 19 
F=2afy j ley *de=22 Jods. 
Xo So 


Man kann dieses Resultat in Worten dahin aussprechen, da8 der Flachen- 
inhalt der Rotationsflache gleich der Lange der Kurve multipliziert 
mit dem Wege des Schwerpunkts der Kurve ist (Guldinsche Regel). 

Ganz ebenso ergibt sich fiir das von unserer Rotationsflaiche ein- 
geschlossene Volumen, welches durch die Ebene x = x) und x = x, >0 
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abgeschlossen wird, der Ausdruck 


Die Herleitung beruht auf der aus der Anschauung entnommenen 
Festsetzung, da man das fragliche Volumen als Grenzwert der 
Summe der Volumina der eben betrachteten Kegelstiimpfe auffassen 
mu. Hiernach darf ich Ihnen den Beweis der Formel selbst iiberlassen. 


7. Tragheitsmoment. 


Bei allen Drehbewegungen spielen in der Mechanik gewisse GréBen 
eine wichtige Rolle, welche man Tragheitsmomente nennt. Auch diese 
Ausdriicke sollen hier nur kurz erwahnt werden. 

Wir denken uns, daf ein Massenpunkt m mit dem Abstand y von 
der als Rotationsachse betrachteten x-Achse gleichférmig um diese 
Achse rotiert, und zwar mit der Winkelgeschwindigkeit w (dies bedeutet, 
daB in der Zeiteinheit eine Drehung um den Winkel w erfolgt). Die 
lebendige Kraft oder kinetische Energie des Punktes, ausgedriickt als das 
Produkt aus halber Masse und Quadrat der Geschwindigkeit, wird 
offenbar sf 

9 (yo)? . 


Wir nennen den Faktor von = wm, d.h. die GroBe my”, das Tragheits- 


moment des Punktes um die x-Achse. 
Ebenso bezeichnen wir, wenn ” Massenpunkte mit den Massen 
Wiig in eundeden. Ordinaten 1, Vo,-- . VY, gegebem sind, den 


Ausdruck T= Sim, y2 


als das Traigheitsmoment des Massensystems um die x-Achse. Das 
Tragheitsmoment ist eine GréBe, welche dem Massensystem als solchem 
ohne Bezug auf seinen Bewegungszustand zukommt. Seine Bedeutung 
besteht darin, da8 wir durch Multiplikation mit dem halben Quadrat 
der Winkelgeschwindigkeit aus dem Tragheitsmoment die kinetische 
Energie des Massensystems erhalten, sobald es um die betreffende Achse 
in Rotation versetzt wird, ohne daB dabei die gegenseitigen Abstande 
geindert werden. Das Tragheitsmoment um eine Achse spielt bei 
Drehbewegungen um sie eine dhnliche Rolle wie die gesamte Masse 
des Massensystemes bei geradliniger Bewegung. 

Um nun das Tragheitsmoment fiir eine beliebige mit einer Masse 
von der Dichte 1 belegten Kurve y = /(x) zwischen den Abszissen %9 
und x, zu definieren, miissen wir ganz entsprechend verfahren wie bei 
der Definition des statischen Momentes; es ergibt sich in genau der- 
selben Art fiir das Tragheitsmoment um die x-Achse die Definition 
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T=T = fyds= Jy Jl+y2dx. 
Entsprechend erhalten wir als Te eneramorent um die y-Achse den 
Ausdruck 


T,= (ee = fe Jl+y'2dx ; 


§ 3. Beispiele. 

Die Theorie der ebenen Kurven mit ihren mannigfaltigen speziellen 
Gestalten und Eigenschaften bietet in Fiille Beispiele fiir alle unsere 
Begriffsbildungen. Ich kann mich aber hier nicht in allzu viele Ein- 
zelheiten verlieren und mu8 mich auf einige wenige charakteristische 
Anwendungen beschranken. 


1. Die gemeine Zykloide. 
Aus den Gleichungen (vel. ee pe a a(t —sin?z), y = a(1—cos?) 
erhalten wir ohne weiteres x = a(1 — cos ?#), y = a sin¢ und daraus die 
Bogenlange 


a 


=fy ix? +Hat=f) 2a?(1—cosf)dt. 
6 


Nun ist aber 1 —cost = 2 sin? > , und das ergibt oben eingesetzt 


ce oe. t 
SSG sin 5 dt = — 4acos > =4a(1—cos 


2 
0 0 
Betrachten wir insbesondere die Bogenlange zwischen zwei aufeinander- 
folgenden Spitzen, so ist « = 2 a einzusetzen, da diese Bogenlange der 
Zykloide einem vollen Umlaufe des rollenden Kreises entspricht. Wir er- 
halten somit 8a, d.h. der Umfang der Zykloide zwischen zwei aufeinander- 
folgenden Spitzen ist gleich dem vierfachen Durchmesser des rollenden 
Kreises. 
Auf dieselbe Art berechnen wir auch den Flacheninhalt, der von 
einem phy ie und der x-Achse eingeschlossen wird: 
Qa 


= =[yiat at J(1— cos?) 2dt—aXf (I — 2cost-+ cos?!) dt 
0 


oa) yes Os 
os 8 asin z 


2 
sin 2¢ 


== a? (i —-2sin ¢ +5 =f _— ie 3 a*n 
0 


Der berechnete Flacheninhalt ist somit gleich dem dreifachen Inhalt 
des rollenden Kreises, 


de ass : Lin 
Fiir den Kriimmungsradius 9, = jm findet man 
All 
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an den Stellen ¢=0,¢ = + 2,... wird dieser Ausdruck gleich Null. 
Es sind dies gerade die Spitzen, in denen die Zykloide unter rechtem 
Winkel auf die x-Achse trifft. 

Die Oberflache des Rotationskérpers, welcher entsteht, wenn sich 
die Zykloide um die x-Achse dreht, ergibt sich gema8 unserer For- 
mel (S. 224) als 

8a 27 


ON 20 [yds = 2x |a(1—cost)-2a sin 5 at 
0 


=8 ax {sin® > di 16 ax {sin® udu =16 atx { (1 —cos?u) sinudu. 
0 0 0 
Das letzte Integral berechnet sich durch die Substitution cos u = v, 
und man findet 


64 a* x 
3 


O= 16a2z (— cos “4 + — + cos) E 

0 

Zur Ubung mégen Sie selbst noch die Héhe 7 des Schwerpunktes tiber 

der x-Achse und das Tragheitsmoment T, berechnen. Das Resultat ist: 
O __ 256 


4 
=— — 3 
Noms ara @ und] {7 ap: 


2. Kettenlinie. 
Die Bogenlange der Kettenlinie haben wir schon als Beispiel im 


vorigen Paragraphen berechnet und haben den Wert 


b 
s = {Coj xdx = Gind— Gina 
gefunden. 
Fiir den Flacheninhalt der Rotationsflache, die durch Drehung 


der Kettenlinie um die x-Achse entsteht, des sog. Katenoids, finden wir 
ty | hopes 1a 

= 0 ana adx— 20 2 afta, Ihe x—a(b—a+5 Gin26—+Gin 2a). 

Daraus folgt wieder die Héhe des Schwerpunktes des Bogens von a 


bis b: 


O 
AV Oaas ~ 2 (Sin 6 — Sina) 
Endlich ergibt sich fiir die Kriimmung 
b yl’ __ Cof* pied 1 
cs ~ Cojsx Cojrx , 
ipa 2 = 


15* 
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a al 


3. Ellipse und Lemniskate. 


Die Bogenlingen dieser beiden Kurven lassen sich nicht mehr auf 
elementare Funktionen zuriickfiihren, sondern gehéren schon unter die 
im vierten Kapitel § 7 erwahnten Deets Integrale“. 


Wir erhalten namlich fiir die Ellipse y = — ~ a? ae 


ret a (a? — b?) x? oe 1 — x? &? d 
sail) ni eee see es 


see 2 b2 z A 
wenn wir —-= E, Line =x? setzen, ein Integral, welches sich ver- 


moge der Substitution “ = sing noch auf die Form 


s=fya— (a? — b?) sin? pdy=af J1—x?*sin? gdp 
bringen laBt. Fiir den halben Ellipsenbogen hat man hierin x von 
—a bis +a laufen zu lassen, was dem Intervall -1<&< +1 


baw. dem Intervall — > Sige +> entspricht. 


Fiir die Lemniskate, ee Gleichung: in Polarkoordinaten 7? = 2.a2cos2¢ 
war, erhalten wir analog 


S= + 7a =| |/2a%cos2t+ 2 a? - 


=ay2 ey y2 sere: ——a 
Jcos 2¢ Jl — 2sin?¢ 


Fiihren wir in dem letzten Integral « =tg?t als unabhangige Ver- 
anderliche ein, so wird 


sin? 2¢ 
cos? 2¢ 


dt 


: u> du 
Py — na 
Sint bag dt ica a 
und es ergibt sich 
/ du 
@ V2. | Sa 
jl — u4 


Fiir eine volle Lemniskatenschleife lauft w von — 1 bis 1, und die Bogen- 
lange wird daher gleich 


ein spezielles elliptisches Integral, welches in den Untersuchungen von 
GauB eine groBe Rolle gespielt hat. 


§ 4. Die einfachsten Probleme der Mechanik. 


Neben der Geometrie ist es vor allen Dingen die Mechanik gewesen, 
welcher die Integral- und Differentialrechnung ihre erste Entwicklung 
verdankt. Die Mechanik beruht auf einigen Grundprinzipien, die von 
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Newton aufgestellt wurden, zu deren Formulierung der Begriff des 
Differentialquotienten und zu deren Verwertung die Theorie der Inte- 
gration notwendig ist. Ohne die Grundprinzipien naher zu analysieren, 
will ich an einfachen Beispielen die Anwendung der Integral- und 
Differentialrechnung in der Mechanik erlautern. 


1. Grundvoraussetzungen aus der Mechanik. 


Wir beschranken uns auf die Betrachtung eines Massenpunktes, 
d.h. eines Punktes, in dem wir uns eine Masse von der GréBe m kon- 
zentriert vorstellen; wir wollen weiter annehmen, daB die Bewegung 
nur auf einer fest vorgegebenen Kurve vor sich gehen kann, auf 
welcher wir die Lage der Massenpunkte durch die von einem festen 
Anfangspunkt gezahlte Bogenlange s charakterisieren; speziell kann 
es sich auch um eine gerade Linie handeln, auf welcher wir dann statt 
s als Ortskoordinate die Abszisse x einfiihren. Die Bewegung ist 
durch die Angabe der Koordinate s = g(t) als Funktion der Zeit ¢ charak- 
terisiert. Unter der Geschwindigkeit der Bewegung haben wir den 
Differentialquotienten g’ (¢) oder, wie wir auch schreiben wollen, 

Fav =3 
zu verstehen. Als Beschleunigung bezeichnen wir den zweiten Diffe- 
rentialquotienten as 


ope Ue . 


Die Mechanik geht von der Vorstellung aus, daB die Bewegung der 
Massenpunkte durch Krdafte zu erklaren bzw. zu beschreiben ist, denen 
eine bestimmte Richtung und GréBe zukommt. Das Newtonsche Grund- 
gesetz der Mechanik sprechen wir dann fiir den Fall der Bewegung 
auf unserer gegebenen Kurve so aus: Die Masse m multiplizert mut 
der Beschleunigung s ist gleich der auf den Massenpunkt in der Rich- 
tung der Kurve wirkenden Kraft, die wir mit S bezeichnen, in Formeln 

HS —="5 
Die Richtung der Kraft ist hiernach immer dieselbe wie die der Be- 
schleunigung, sie liegt also in Richtung wachsender s-Werte, wenn die 
Geschwindigkeit in dieser Richtung wachst, andernfalls ist sie der 
s-Richtung entgegengesetzt. 

In diesem Newtonschen Gesetz liegt zunachst nur eine Definition 
des Kraftbegriffes. Die linke Seite unserer Gleichung ist eine durch 
Beobachtung der Beschleunigung feststellbare GréBe, durch welche wir 
die Starke der Kraft messen. Aber diese Gleichung hat eine viel weiter- 
gehende Bedeutung; denn es zeigt sich in Wirklichkeit, daB wir in sehr 
vielen Fallen ohne Kenntnis der betreffenden Bewegung die wirken- 
den Krafte aus anderen physikalischen Voraussetzungen heraus von 
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vornherein bestimmen kénnen; dann wird das obige Newtonsche 
Grundgesetz nicht mehr Kraftdefinition sein, sondern eine Be- 
ziehung darstellen, aus der wir wichtige Schliisse tiber die Bewegung 
ziehen kénnen. 

Das wichtigste Beispiel einer von vornherein bekannten Kraft gibt 
uns die Schwere. Aus direkten Messungen wissen wir, daB die Schwer- 
kraft, welche auf eine Masse m in der Vertikalrichtung nach unten 
wirkt, gleich mg ist, wobei die Konstante g, die sog. Erdbeschleunigung, 
ungefahr gleich 981 ist, wenn wir die Zeit in Sekun- 
den, die Lange in Zentimetern messen. Bewegt sich 
eine Masse auf einer gegebenen Kurve, so entnehmen 
wir der Erfahrung, daB die Schwerkraft in Rich- 
tung dieser Kurve gleich mg cosa ist, wenn a den 
Winkel der Vertikalen mit der Tangente in dem 
betreffenden Punkte der Kurve bedeutet (vgl. 

Fig. 91. Fig. 91). 

Das Grundproblem der Mechanik ist fiir den Fall einer Bewegung 
auf unserer gegebenen Kurve folgendes: Wir kennen irgendwoher die 
auf den Massenpunkt wirkende Kraft, z. B. die Schwerkraft, und sollen 
die Lage des Massenpunktes, d. h. seine Koordinate s oder x als Funk- 
tion der Zeit bestimmen. 

Beschranken wir uns auf den einfachsten Fall, daB wir diese Kraft 
S = mf(s)+) von vornherein als Funktion der Bogenlange kennen — 
daB sie also von der Zeit unabhangig ist — so wollen wir zeigen, daB und 


wie wir aus der Gleichung s= aS =f (s) den Verlauf der Bewegung 


auf der Kurve entnehmen k6nnen. 

Wir haben es hier mit einer D1fferentialgleichung zu tun, d. h. 
einer Gleichung, aus der man eine unbekannte Funktion — hier s(t) — 
zu bestimmen hat, und in welcher auBer dieser unbekannten Funktion 
auch noch Differentialquotienten von ihr vorkommen (vgl. drittes 
Kapitel, § 7). 


2. Freier Fall. Reibung. 


Beim freien Fall eines Massenpunktes auf der vertikalen x-Achse 
liefert uns das Newtonsche Gesetz die Differentialgleichung 


Dey ae 


Aus ihr folgt x(t) = gt-+ v9, wo vp, eine Integrationskonstante ist. 


Thre Bedeutung ergibt sich, wenn wir t=O setzen. Es wird dann 
x (0) =v, d.h. vg ist die Geschwindigkeit des Massenpunktes zum 


') Die Herausnahme des Faktors m aus dem Ausdruck fiir die gegebene Kraft 
erfolgt lediglich der formalen Einfachheit wegen. 
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Beginn der Zeitzahlung, die Anfangsgeschwindigkeit. Durch nochmalige 
Integration erhalten wir 


1 
X(t) = BP + Vet + %, 


wo auch x, eine Integrationskonstante ist, deren Bedeutung sich wiederum 
ergibt, wenn wir ¢ = 0 setzen: % ist die Anfangskoordinate, d.h. die Ko- 
ordinate des Punktes zu Beginn der Bewegung. 

Umgekehrt kénnen wir bei der Bewegung die Anfangslage x, und 
die Anfangsgeschwindigkeit v, ere wahlen und erhalten dann 


Sstets i= der -Gleichung «= — et? + a + %9 die vollstandige Dar- 
stellung des Poet a 2 

Wollen wir den EinfluB der auf den fallenden Massenpunkt wirkenden 
Retbung beriicksichtigen, so miissen wir die Reibung als eine Kraft be- 
trachten, welche entgegengesetzt der Schwerkraft wirkt und iiber die 
wir bestimmte physikalische Hypothesen zu machen haben. Wir wollen 
zwei verschiedenartige physikalische Annahmen verfolgen: 

a) Die Reibungskraft sei proportional der Geschwindigkeit, sie werde 
gegeben durch einen Ausdruck der Form —~r7x, wo y eine positive 
Konstante ist. 

b) Die Reibungskraft sei proportional dem Quadrat der Geschwin- 
digkeit; sie hat dann die Form —~r7x*. Als Bewegungsgleichungen 
gemaB dem Newtonschen Grundgesetz erhalten wir dann 


a) mx—=mg—rx, b) mx=mg—rx*. 
Betrachten wir zunachst einmal « = u(t) als die gesuchte Funktion, 
so ergibt sich x (¢) = xu (¢), also 

a) mu=mg—ru, b) mu=mg—ru?. 
Aus diesen Gleichungen bestimmen wir jetzt nicht w als Funktion 


von #, sondern umgekehrt ¢ als Funktion von wu, indem wir von der 
Schreibweise 


dt 1} dt 1 
a) iy Ie b) Gi ieee 
So epprtes rae 


unserer Differentialgleichungen ausgehen. Wir kénnen dann mit Hilfe 
der Integrationsmethode des vorigen Kapitels ohne weiteres die Inte- 
gration ausfiihren und erhalten 


a) #(w) = — "log (1 u) des, 


iL “nu 


Dy aL) aes: m log pe +t 0 


wobei wir i = gesetzt haben und wo ¢, eine Integrationskonstante 
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ist. Durch Auflésung unserer Gleichungen nach « ergibt sich jetzt 


Yr 
"(t= t) 
a) Oem sf al} 


_ 2(t—te) 
e me al} 
DD) 40 (1) 2 cero Heese eee 

e “ +) 
Wir erkennen aus diesen Gleichungen schon eine wichtige Eigenschaft 
unserer Bewegungen: Die Geschwindigkeit wachst mit der Zeit nicht 
iiber alle Grenzen, sondern sie nahert sich bestimmten, tibrigens von 
der Masse m abhangigen Grenzwerten. Es wird namlich 


a) limu(t)= ae ; b) lim w(t) = y%# ; 
t—>oco t—>oo 


Durch nochmalige Integration unserer gewonnenen Ausdriicke erhalten 
wir, was Sie ebenfalls mit Hilfe der Methoden des vorigen Kapitels 
leicht selbst durchfiihren und durch Differentiation bestatigen kénnen, 


b) x(t) =~ lg Gof J “8 (tt) +0, 


wo c eine neue Integrationskonstante ist. Die beiden Integrations- 
konstanten ¢, und c bestimmen sich im iibrigen sofort, wenn wir fiir t = 0 
Anfangslage x (0) = x) und Anfangsgeschwindigkeit x (0) = (0) = ay 
unseres fallenden Massenpunktes kennen. 


3. Die einfachste elastische Schwingung. 


Als zweites Beispiel betrachten wir die Bewegung eines in Richtung 
der x-Achse beweglichen und durch eine elastische Kraft an den Null- 
punkt gebundenen Massenpunktes. Von der elastischen Kraft nehmen 
wir an, daB sie stets auf den Nullpunkt zu gerichtet ist und da8 ihre 
Gr6Be proportional dem Abstand vom Nullpunkt sei. Mit anderen 
Worten: Wir setzen die Kraft gleich —kx, wobei die GréBe des 
Koeffizienten k die Festigkeit der elastischen Bindung miBt. Die 
Kraft ist, da k als positiv angenommen wird, negativ, wenn x positiv 
ist, und positiv, wenn x negativ ist. Die Newtonsche Gleichung be- 
sagt also jetzt 

Mx =—kx. 


Wir kénnen nicht erwarten, daB diese Differentialgleichung den 
Vorgang vollstandig bestimmt; vielmehr ist plausibel, daB wir in einem 
bestimmten Moment, etwa zur Zeit ¢ = 0, die Anfangskoordinate x(0) = xg 
und die Anfangsgeschwindigkeit (0) =v, willkiirlich vorschreiben 
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diirfen, d.h. physikalisch ausgedriickt den Massenpunkt zum Beginn 
von einer beliebigen Anfangslage mit einer beliebigen Geschwindig- 
keit ablaufen lassen diirfen und da dann erst der Vorgang gem&B der 
Bewegungsgleichung festgelegt ist. Mathematisch findet dies seinen 
Ausdruck darin, da8 die allgemeinste Lésung unserer Differentialglei- 
chung zwei zunachst unbestimmte Integrationskonstanten enthialt, die 
erst durch die beiden Anfangsbedingungen zu bestimmen sind, eine 
Tatsache, die wir sogleich beweisen werden. 

Wir konnen sehr leicht direkt eine solche Lésung angeben. Setzen 


Wit @ = le so wird nadmlich unsere Differentialgleichung, wie man 
durch Differenzieren sofort bestatigt, durch alle Funktionen 

x(t) =c, coS@t-+ Cy sinwt 
befriedigt, bei welchen c, und c, beliebig gewahlte Konstanten bedeuten. 
Wir werden in Nr. 4 sehen, daB es andere Lésungen unserer Differential- 
gleichung nicht gibt, und daB daher jede solche Bewegung unter dem 


Einflu8 einer elastischen Kraft durch den obigen Ausdruck dargestellt 
wird, den wir iibrigens auch leicht in die Form 


x(t) = acoswm(t—6)=acoswmdcoswmt+ asin ad sinat 


bringen kénnen, wenn wir a cosw 6 =c,, aSinw 6 = c, setzen und somit 


statt der Konstanten c, und c, die neuen Konstanten @ = \e2 +e 
1 iene . 
und 6 = — arctg = einfiihren. Bewegungen dieser Art nennt man 
1 


veine Sinus- oder Cosinusschwingungen. Sie stellen periodische Be- 
wegungen dar; jeder Zustand, d.h. Lage x (¢) und Geschwindigkeit x (f) 


A 2 . a3 : 
kehrt namlich nach der Zeit T = = , der ,, Schwingungsdauer™, wieder, 


weil die Funktionen sin wt und cos wt die Periode T besitzen. Die GréBe 
a heiBt die Amplitude oder der maximale Ausschlag der Schwingung; 
die Zahl w heiBt die Frequenz der Schwingung, sie miBt die Geschwin- 
digkeit, mit welcher die periodische Bewegung sich wiederholt. Im 
iibrigen komme ich im zehnten Kapitel auf die Theorie der Schwin- 
gungen noch zurtick. 


4. Die allgemeine Bewegung auf einer vorgegebenen Kurve. 


Endlich erértere ich noch das oben aufgestellte Problem in seiner 
allgemeinsten Form, namlich den Fall der Bewegung auf einer Kurve 
bei beliebig vorgegebener Kraft mf(s). 

Es handelt sich hier einfach um die Bestimmung der Funktion s (¢) 
als Funktion von ¢ aus der Differentialgleichung 


s=f(s), 
wo }(s) eine gegebene Funktion ist. Man kann diese Differentialgleichung 
zur Bestimmung von s durch folgenden Kunstgriff vollstandig auflésen. 
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Wir betrachten zunichst irgend eine primitive Funktion F(s) von 
f(s), so daB also F’(s) = f(s) wird, und multiplizieren nunmehr die 
Differentialgleichung s = f(s) = F’ (s) beiderseits mit s. Dann kénnen 


: 3 Te t 
wir die linke Seite in der Form schreiben +, (5 52), wie man ohne 


weiteres durch Differentiation des Ausdruckes $2 erkennt; die rechte 
Seite F’(s)s aber ist gerade der Differentialquotient von f(s) nach der 
Zeit ¢, wenn man in F(s) die GréBe s als Funktion von ¢ auffaBt. 
Es ergibt sich also sofort 


oder durch Integration 


ere 
5 8=F(s)+c, 


wo ¢ eine noch zu bestimmende Konstante oe 
Schreiben wir diese Gleichung in der Form 5+ = /2(F(s) +c) (s)+c), 


so erkennen wir, daB wir zwar hieraus nicht cain tty ee s als Funktion 
von ¢ durch Integration gewinnen k6énnen, daB die Lésung der Auf- 
gabe aber gelingt, wenn wir uns zunachst mit der Auffindung der 
Umkehrfunktion ¢(s) begniigen, d.h. der Zeit ¢ = ¢(s), die der Massen- 
punkt braucht, um zu einer bestimmten Stelle s zu gelangen. Fiir 
diese ergibt sich die Gleichung 

dt 1 


as” (Fi) +o)’ 
d.h. der Differentialquotient der saeels t(s) ist uns bekannt, und 


es wird 
=| am ReetA 


wo Cc, eine neue sot AR bedeutet. Sobald wir also dieses 
letzte Integral ausfiihren, haben wir das Problem gelést, indem wir 
zwar nicht die Ortskoordinate s als Funktion der Zeit, sondern um- 
gekehrt die Zeit als Funktion der Ortskoordinate s bestimmt haben. 
Die Tatsache, da die beiden Integrationskonstanten ¢ und c¢, noch 
verfiigbar sind, erméglicht es, die allgemeine Lésung speziellen Anfangs- 
bedingungen anzupassen. 

In unserem obigen Beispiel der elastischen Bewegung haben wir 


* mit s zu identifizieren; es wird /(s) =— qs und entsprechend 
1 ; 
F(s) =— gq w*s*, Wir erhalten also 
dt 1 


ds \2c wi st 


t —— ranch B = aL Cy 2 
2c — w?s? 


und weiter 
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Dieses Integral aber kénnen wir leicht auswerten, indem wir ~ als 
i2c 


neue Veranderliche einfiihren, und es ergibt sich 
il 2. 1S 
t= — arc sin —+c¢,, 
a | 2c : 


oder, indem wir wieder zu den Umkehrfunktionen iibergehen, 
\2c 
com 
Wir sehen, daB wir gerade die schon oben direkt angegebene Lésung 
erhalten. 

Wir erkennen aber auch an diesem Beispiel wieder, was die Integrations- 
konstanten bedeuten und wie sie zu bestimmen sind. Verlangen wir 
Fie B., daB zur Zeit ¢ = 0 der Massenpunkt sich gerade an der Stelle s = 0 
befindet und da seine Geschwindigkeit s(0) in diesem Augenblick 


oS sin w(t—c,). 


den Wert 1 hat, so erhalten wir die beiden Gleichungen 0 = yes sin Cy, 

Vga | 2ccos c,, woraus sich fiir die Konstanten die bestimmten Werte 
1 

C—O 46 neo) ergeben. Genau ebenso lassen sich die Integrations- 


konstanten c und c, bestimmen, wenn wir im Zeitmoment ¢ = 0 die 
Anfangslage s, und die Anfangsgeschwindigkeit sy ganz beliebig vor- 
schreiben. 


§ 5. Weitere Anwendungen. Fall eines Massenpunktes 
auf eine Kurve. 


1. Allgemeines. 


In besonders einfacher Weise 148t sich nach der zuletzt geschilderten 
Methode die Bewegung eines Massenpunktes behandeln, welcher unter 
dem EinfluB der Schwerkraft reibungslos auf einer 
ebenen Kurve gleitet. Ich will diese Bewegung 
zunachst allgemein und dann an dem Beispiel des 
gewohnlichen Pendels und des Zykloidenpendels 
diskutieren. Wir legen das Koordinatensystem 
x,y so, daB die y-Achse senkrecht nach oben, 
d.h. entgegengesetzt der Richtung der Schwer- 
kraft weist, und denken uns die Kurve durch 
einen Parameter # in der Parameterdarstellung Fig. 92. 

a = 9(9) = «(9) und y = y(V) = (0) gegeben, 

etwa so, daB x zugleich mit # zunimmt. Ein Stiick der Kurve, auf dem 
wir die Bewegung gerade betrachten wollen, ist in Figur 92 angedeutet. 
In jedem Punkt der Kurve wirkt auf die Masse m unseres Massen- 
punktes die Schwerkraft vertikal nach unten, d.h. entgegengesetzt 
der y-Richtung mit der Starke mg. Verstehen wir unter « den 
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Winkel zwischen dieser Vertikalrichtung und der Tangente an die 
Kurve, so ist nach der in § 4 Nr.1 formulierten Voraussetzung die 
Schwerkraft langs der Kurvenrichtung 


/ 


y 
meg COS & = — mg er ; 
Me hg d / i4 dy T. 
f= H=9' (9), WY =Ze=V (9) 
ist — man beachte, daB wir hier durch den Strich nicht die Ableitung 
nach x, sondern die Ableitung nach # bezeichnet haben —. Fiihren wir 


insbesondere die Bogenlange s als Parameter an Stelle von # ein, so 
finden wir fiir die in Richtung der Kurve wirkende Kraft den Ausdruck 


= mes? und somit ergibt sich fiir die Funktion s(f) auf Grund des 


Newtonschen Gesetzes sofort die Differentialgleichung 


Auf der rechten Seite steht eine bekannte Funktion von s, da wir die 
Kurve kennen, also die GréBen x und y als gegebene Funktionen von s 
anzusehen haben. 

Wenn wir wieder wie im vorigen Paragraphen diese Differential- 
gleichung mit s multiplizieren, so erhalten wir links den Differential- 


: Lvs : : : 
quotienten von 3 s* nach ?¢, rechts den Differentialquotienten von 


— gy nach ¢ — wir haben uns dabei in der Funktion y(s) die GréBe s 
durch ¢ ausgedriickt zu denken — und gewinnen nun durch Integration 


sR=—gyte, 


wobei c eine Integrationskonstante ist. Um die Bedeutung der Inte- 
grationskonstanten von vornherein zu fixieren, nehmen wir an, dab 
unser Massenpunkt zur Zeit ¢ = 0 sich an einer Stelle der Kurve mit 
dem Parameterwert # = J) und den Koordinaten %) = (9), Vo = Y (Ao) 
befindet und daf in diesem Moment seine Geschwindigkeit Null ist, 
d. h. daB s(0) = 0 wird. Dann ergibt sich sofort, wenn wir t = 0 oben 
einsetzen, — g¥, +c = 0, also 


La. 
er a AC Ame) © 


“ 


Ebenso wie wir bei der Bewegung s als Funktion von ¢ auffassen kénnen, 
diirfen wir auch die Umkehrfunktion ¢(s) betrachten und erhalten 
fiir diese sofort dt 1 


ds V2e(x— 9). 
eine Gleichung, welche gleichbedeutend mit 


i Cy | ee 
V2e(%— ¥) 
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ist, wo c, eine neue Integrationskonstante bedeutet. Rechts steht 
nun ein Ausdruck unter dem Integralzeichen, den wir als Funktion 
des Parameters # kennen, da uns die Kurve bekannt ist. Wir erhalten 
namlich durch Einfiihrung von # als unabhangige Veranderliche 


ds ap HR A yl 
t =C i == = ad’, 
; de V2e(yo—) 2" | 28 (¥o — 9) 
und hier sind uns die Funktionen x’ = 9’(8), y’ = y' (9), y = (8) 
bekannt. Um die Integrationskonstante c, zu bestimmen, beachten wir, 


daB fiir ¢ = 0 der Parameterwert gleich #, sein soll. Wir erhalten daher 
sofort unsere Lésung in der Form 


: fj /z wie ys, 

2g ( =a 
Diese Gleichung stellt uns mit Hilfe eines Integrationsprozesses die 
Zeit ¢ dar, welche der Massenpunkt bei seiner Bewegung vom Para- 
meterwerte ?) bis zum Parameterwerte @ braucht. Die Umkehrfunk- 
tion 3 (t) der so definierten Funktion ¢(#) erlaubt, den Bewegungs- 
vorgang vollstandig zu beschreiben; denn wir kénnen fiir jeden Zeit- 


moment ¢ den Punkt x = (#(2)), y = y(#(t)) der Kurve bestimmen, 
welchen unser beweglicher Massenpunkt gerade passiert. 


2. Diskussion der Bewegung. 


Aus unseren Gleichungen 1]aBt sich, auch ohne da wir die Inte- 
gration mit Hilfe elementarer Funktionen auszufiihren brauchen, die 
allgemeine Art der Bewegung durch eine einfache anschauliche Diskus- 
sion entnehmen. Wir setzen voraus, dab y 
unsere Kurve den in Figur 93 gekennzeichne-  y,|_4 8 
ten Typus besitzt, d.h. aus einem nach unten 
konvexen Bogen besteht. Wenn zu Beginn der 
Bewegung der Massenpunkt an der links oben 
in der Figur gezeichneten Stelle A mitden Ko- ? 
ordinaten x = %), y = yy) entsprechend = 0, Fig. 93. 
losgelassen wird, nimmt seine Geschwindig- 
keit zu— die Beschleunigung $ ist nach unserer Bewegungsgleichung 
positiv. Der Massenpunkt wird bis zum tiefsten Punkt mit immer 
wachsender Geschwindigkeit herunterfallen. Nach dem Passieren dieses 
tiefsten Punktes ee wird die Beschleunigung negativ, da nunmehr die 


Lo ry x 


rechte Seite — pee - der Bewegungsgleichung negativ ist. Somit muB 
die Geschwindigkeit wieder abnehmen, und wir erkennen sofort aus 
der Gleichung s? =— 2g (y— 9), daB die Geschwindigkeit 0 wird, 
wenn der Punkt in die Hohe der Ausgangslage an der Stelle B 
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zuriickgekehrt ist. Da die Beschleunigung noch immer negativ ist, so 
mu8 der Massenpunkt an dieser Stelle umkehren und bis zur Stelle 
A zuriickpendeln, und dieses Spiel muB sich — die Reibung haben 
wir ja dabei nicht berticksichtigt — fortwahrend wiederholen. Die 
Zeit, welche der Punkt bei dieser Pendelbewegung braucht, um von 
B nach A zuriickzugelangen, muB offenbar dieselbe wie fiir die Be- 
wegung von A nach B sein. Nennen wir die Zeit fiir einen solchen Hin- 
und Riickweg T, so wird sich die Bewegung offenbar periodisch mit der 
Periode T wiederholen. Bezeichnen wir mit #) und 0, die Parameter- 
werte, welche zu den Punkten A und B gehdéren, so ist die halbe 
Schwingungsdauer unserer fos eee durch den Ausdruck 


ay 
oe 1 eee aoe VS gp’ 2 (0) + yp’? as 
2 42 Vy 28 (80) — pO 

Do 


dargestellt. Ist #, der Parameterwert, welcher dem tiefsten Punkt 
der Kurve entspricht, so wird die Fallzeit von A nach diesem tiefsten 
Punkte durch den Ausdruck 


y/2 [etBao 
; Igy ae 


geliefert. 


3. Das gewohnliche Pendel. 


Das einfachste Beispiel einer solchen Gleichung liefert uns das 
sogenannte mathematische Pendel. Hier ist die betrachtete Kurve ein 
Kreis vom Radius /: 

x=IlIsn?, y=—lcosd. 
Dabei haben: wir den Winkel # vom tiefsten Punkte aus gezahlt. Aus 
unserem obigen allgemeinen Ausdruck erhalten wir sofort 
/21 F 
r=l/% Lereee --\/2 do 


g ) Rae — cosa 


J e 
coma at 


Es bedeutet dabei « den Ausschlagswinkel des Pendels, d. h. diejenige 


Winkelstellung, von der aus wir etwa zur Zeit ¢ = 0 den Massenpunkt 
mit der Geschwindigkeit 0 losgelassen denken. Durch die Substitution 


sin Ve cos oO 
Ras ease ee 

sin ig Xa 2 sin & 

2 2 
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geht unser Ausdruck fiir die Schwingungsdauer des Pendels iiber in 


1 
ed i 


—1 
Wir haben also die Schwingungsdauer des Pendels durch ein ellip- 
tisches Integral ausgedriickt. 

Nehmen wir an, da8 der Ausschlagswinkel « klein ist, und daB 
wir daher den zweiten Faktor unter dem Wurzelzeichen mit hin- 
reichender Genauigkeit durch 1 ersetzen diirfen, so erhalten wir als 
Annaherung fiir die Schwingungsdauer den Ausdruck 


du 


1 — u?) (a — 4" sin? a) 


Wir kénnen recht das Integral nach Formel (13) unserer Integrations- 
tabelle (S. 167) auswerten und bekommen als angenadherten Wert fiir 


T den Ausdruck 2z yz : 


4. Das Zykloidenpendel. 


Die Tatsache, daB die Schwingungsdauer des gew6hnlichen Pendels 
nicht streng unabhangig von dem Ausschlagwinkel ist, hat Christian 
Huygens im Zusammenhang mit seinen Bemiihungen um die Konstruk- 
tion von Prazisionsuhren dazu veranlaBt, nach einer Kurve zu suchen, 
bei welcher die Schwingungsdauer streng unabhangig davon wird, an 
welcher Stelle der 
Kurve der schwin- 
gende Massenpunkt 
seine Bewegung be- 
Mi  SeCOCNCR CON aie cas spa Ra ag) ) epee 
Kurve erkannte Huy- 
gens die Zykloide. 

Damit ein Mas- 
senpunkt tiberhaupt g 
auf einer Zykloide Fig. 94, 
schwingen kann, 
miissen die Spitzen der Zykloide entgegengesetzt der Richtung der 
Schwerkraft weisen; d.h. wir haben die Zykloide, wie wir sie bis 
jetzt betrachteten, um die x-Achse umzuklappen (vgl. Fig. 94). Wir 
schreiben daher jetzt die Gleichung der Zykloide in der Form 

x=a(0—snP), 
Veal COs te)’, 


2aK 
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was noch einer Verschiebung um 2a in der positiven y-Richtung ent- 
spricht. Die Zeit, welche der Massenpunkt braucht, um von einem 


Punkt von der Hohe 
Yo = a(1+ Cos a) 


bis zum tiefsten Punkt zu gelangen, ist gemaB der vorhin entwickelten 


Formel 
pCa, a 1—cos®# 
= Vai ieee =3 Vaz eae. 


Nun benutzen wir wieder die Gleichung 


a o> 
COS i COS a pe oF — cos? 5) : 


es wird 


. rye S40 


a — — cos? — 
| 2 
a 


Wir berechnen zuerst das unbestimmte Integral, und zwar durch die 
Substitution 


oO od se a 
Say Bm eins reg Pye 
COS-5 = 4 COS->, sin > dd 2 cos-5 du. 
Es wird 
sin a 
hae 
2 du : 
——___— ap =—?2 —_ = — Zarcsinu, 
cos? ~ sesh ee 
SS Ete aa 
2 2 
und daher erhalten wir 
we 
o 
[a cos Ge 
| — arc sin ——— | =4z i ~ 
g ee 
cos ~ 


Es ist also die Schwingungsdauer T in der Tat unabhangig von dem 
Ausschlagwinkel « 


§ 6. Arbeit und Energie. 


1. Allgemeines. 


Auf die Betrachtung der letzten Paragraphen und auf viele andere 
Fragen der Mechanik und Physik wird ein neues Licht geworfen durch 
den Begriff der Arbeit. 
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Denken wir uns wieder den Massenpunkt auf einer Kurve unter dem 
EinfluB einer in dieser Kurve wirkenden Kraft bewegt und die Punkte 
der Kurve durch die von irgend einer Anfangsstelle gemessene Bogen- 
lange s charakterisiert. Dann wird die Kraft im allgemeinen selbst 
von s abhangig sein. Wir nehmen an, daB sie eine stetige Funktion 
f{(s) der Bogenlange sei. Diese Funktion besitzt positive Werte, sobald 
die Richtung der Kraft nach der Richtung wachsender s-Werte weist, 
negative Werte, wenn die Kraftrichtung der Richtung wachsender s 
entgegengesetzt ist. 

Wenn die Grofe der in Richtung der Bewegung wirkenden Kraft 
konstant ist, so versteht man unter der von der Kraft geleisteten Arbeit 
das Produkt aus der Kraft und dem von dem Massenpunkte zuriick- 
gelegten Wege s;— sg, wobei s, den Endpunkt, sy den Anfangspunkt 
der Bewegung bezeichnet. Ist die Kraft nicht konstant, so hat man 
die geleistete Arbeit durch einen Grenziibergang zu definieren. Man 
zerlegt das Intervall von sg bis s, in m gleich oder verschieden lange 
Teile und stellt sich vor, daB in jedem Teil die Kraft einen beinahe 
konstanten Wert besitzt, etwa gleich der tatsachlichen GroéBe der 
Kraft in irgend einem willkiirlich im betreffenden Teilintervall ge- 
wahlten Punkt o,. Wir kénnen dann fiir eine solche sprunghaft von 
Intervall zu Intervall sich verandernde Kraft den Ausdruck fiir die 
Arbeit in der Form 


n 

Zs f(o,) As, 
hinschreiben, wobei wir unter 0,,05,...,0, die benutzten Zwischen- 
werte der Kraft im ersten, zweiten usw. Intervall verstehen und mit 
As,,Aso,... die Lange der zugehérigen Teilintervalle bezeichnen. 
Machen wir nunmehr den Grenziibergang, indem wir x iiber alle Grenzen 
wachsen und dabei die Lange des jeweils langsten Teilintervalles 
gegen Null streben lassen, so wird unsere Summe auf Grund der Inte- 
graldefinition einfach gegen das Integral 


PIE 


streben, und dieses Integral werden wir naturgemaB als die bei der 
Bewegung geleistete Arbeit bezeichnen. 

Ist die Kraftrichtung und die Bewegungsrichtung dieselbe, so ist 
die geleistete Arbeit positiv; man spricht dann gelegentlich von positiv 
geleisteter Arbeit; sind dagegen Kraftrichtung und Bewegungsrichtung 
entgegengesetzt, so wird die Arbeit negativ; man spricht dann von 
gewonnener Arbeit ?). 


1) Man muB dabei beachten, daB bei dieser Ausdrucksweise die von der Kraft 
geleistete Arbeit gemeint ist. Z.B. wird beim Heben eines Gewichtes die von 
der Schwerkraft geleistete Arbeit negativ. Vom Standpunkte des Hebenden 


Courant, Differentialrechnung. 16 
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Betrachten wir die Ortskoordinate s und die Kraft f(s) =) 
beide als Funktionen der Zeit ¢ als Parameter, so wird in einer Ebene 
mit den rechtwinkligen Koordinaten s und p der Punkt mit diesen 
Koordinaten s(é), p(¢) als Funktion der Zeit eine Kurve beschreiben; 
diese Kurve nennen wir das Arbeitsdiagramm des Vorganges. Wenn es 
sich um einen periodischen Vorgang handelt, wie bei allen Maschinen, 
so wird der mit der Zeit sich bewegende Punkt s(¢), #(¢) nach der Zeit T 
(einer Periode) immer wieder an seine Stelle zuriickkehren, d.h. das 
Arbeitsdiagramm eine geschlossene Kurve sein. Die Kurve kann in 
diesem Falle einfach aus einem und demselben vorwarts und _ riick- 
warts durchlaufenen Bogen bestehen, namlich dann, wenn die Kraft bei 
dem Vorgang eine eindeutige Funktion von s ist und nicht von ¢ abhangt, 
wie z. B. bei elastischen Schwingungen; sie kann aber auch eine eigent- 
liche geschlossene Kurve darstellen, wie z. B. bei jeder Maschine, bei 
welcher der Druck auf einen Kolben beim Hingang nicht derselbe wie 
beim Riickgang ist. Der Flacheninhalt des Arbeitsdiagrammes wird 
dann einfach die geleistete Arbeit angeben. Wird ein Flacheninhalt 
positiv umlaufen, so entspricht ihm eine negative, wird er negativ 
umlaufen, so entspricht ihm eine positive Arbeit. Besteht die Kurve 
aus mehreren Schleifen, die teils positiv, teils negativ umlaufen werden, 
so ist die gesamte geleistete Arbeit durch die Summe der mit dem 
richtigen Vorzeichen zu nehmenden einzelnen Schleifeninhalte darge- 
stellt, ndmlich durch das Integral 


wo das Zeitintervall von fy bis fy +- T gerade eine Periode der Bewegung 
darstellt. 


2. Erstes Beispiel. Massenanziehung. 


Als erstes Beispiel betrachten wir die Arbeit, welche von der 
Kraft geleistet wird, wenn man einen Massenpunkt aus dem An- 
ziehungsbereich eines anderen Massenpunktes auf der Verbindungslinie 
fortfihrt, der auf ihn nach dem Newtonschen Anziehungsgesetz wirkt. 
Dieses Anziehungsgesetz besagt, daB die anziehenden Krafte um- 
gekehrt proportional dem Quadrat der Entfernung sind. Bezeichnen 
wir diese Entfernung mit 7, denken wir uns den anziehenden Punkt 
im Nullpunkte ruhend, den angezogenen Punkt in der Entfernung 7 
vom Nullpunkt, so wird die anziehende Kraft gegeben werden durch 
einen Ausdruck 
()=—ne, 

7 
aus wiirde man die Arbeit als positiv geleistet und nicht als gewonnen bezeichnen. 


Der Mensch, welcher hebt, leistet namlich Arbeit mit einer der Schwere entgegen- 
gesetzten Kraft. 
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ad 


wo eine Konstante ist. Die Arbeit, welche von der Kraft geleistet 
wird, wenn man den Punkt von der Entfernung 7 in die Entfernung 7, 
bringt, ist daher gegeben durch das Integral 


ry 
be Sl on a Wee 
r 


Denken wir uns die Endlage immer weiter und weiter entfernt, so 
erhalten wir als Grenzwert fiir die Arbeit, welche gegen die Anziehung 
geleistet werden muB, um den beweglichen Punkt aus dem Anziehungs- 
bereich des festen vollstandig ins ,,Unendliche“‘ zu entfernen, den Aus- 


druck f. Man nennt diesen wichtigen Ausdruck das Potential der 


beiden Punkte aufeinander. Das Potential ist also hier definiert 
als Arbeit, die zur vollstandigen Trennung zweier einander anziehender 
Punkte gebraucht wird; beispielsweise die Arbeit, die geleistet werden 
muB, um ein Elektron aus dem Verbande eines Atoms vollstandig 
herauszureiBen (lonisierungsspannung bezogen auf das Elektron). 
Wenn umgekehrt ein Massenpunkt sich unter dem EinfluB der An- 
ziehungskraft dem Anziehungspunkt nahert, wenn also 7, <r ist, so wird 
die bei der Bewegung von der Anziehungskraft geleistete Arbeit positiv. 


3. Zweites Beispiel. Spannen einer Feder. 


Als weiteres Beispiel betrachten wir die Arbeit, welche beim Spannen 
einer Feder geleistet wird. Wir machen (vgl. auch §4) die in der 
Elastizitatstheorie tibliche Annahme, daB die Kraft, die zur Federspan- 
nung notwendig ist, proportional der VergréBerung x der Federlange 
ist, d.h. p= kx, wo k eine Konstante bedeutet. Die Arbeit, die wir 
leisten miissen, um die Feder aus der Ruhelage x = 0 in eine Endlage 
% = %, zu bringen, wird also durch das Integral 


gegeben. 


4, Drittes Beispiel. Aufladen eines Kondensators. 


Ahnlich steht es mit dem Begriff der Arbeit in anderen Gebieten 
der Physik. Betrachten wir z.B. das Aufladen eines Kondensators. 
Bezeichnen wir mit Q die Elektrizitatsmenge auf dem Kondensator, mit 
C seine Kapazitat, mit V seine Spannung, so besteht die Relation 
Q=CV. Wiirde die Spannung des Kondensators bei der Aufladung 
einen konstanten Wert V haben, so wiirde die , ,elektrische Arbeit‘, welche 
nétig ist, um eine ElektrizitatsmengeQ auf den ungeladenen Kondensa- 
tor zu bringen, durch das Produkt QV gemessen werden. Da sich jedoch 

16* 
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bei der Aufladung die Spannung selbst vermehrt, so erhalten wir durch 
einen dem bei der obigen Definition der Arbeit in Nr. 1 durchgefiihrten 
ganz analogen Grenziibergang als Arbeit beim Aufladen eines Kondensa- 
tors den Ausdruck 


1 Qi 

gt _ a7 
[veo—cJed0=so— "3 
0 0 


wo Q, die gesamte auf den Kondensator gebrachte Elektrizitatsmenge 
bedeutet. 


Anhang zum fiinften Kapitel. 


Eigenschaften der Evolute. 


Unsere obige Parameterdarstellung 


a 
es eres () a en Vy a 
b emeee arene: ” YT Oa 
fiir die Evolute einer gegebenen Kurve x = x(¢), y= y(é) (vgl. S. 223) 
erlaubt uns, einige interessante geometrische Beziehungen zwischen 
ihr und der gegebenen Kurve abzulesen. Der Bequemlichkeit halber 
bedienen wir uns dabei wieder der Bogenlange s als Parameter, so daB 


42+ y2— 1] und *x+yy=0, 


an oder ey=x und 9t¥=—y 
wird. Es ist dann also 

S=%—0y, N=y+ Ox; 
durch Differentiation ergibt sich 


=i of —0)=—0), P= P+ ott 640% 
und somit 

Ex+ny=0. 
Da die Richtungskosinus der Kurvennormale durch —¥y und % ge- 
geben werden, so folgt hieraus: Die Kurvennormale beriihrt die Evolute 
im Kriimmungsnuttelpunkt; oder: Die Tangenten an die Evolute sind 


die Normalen der gegebenen Kurve; oder: Die Evolute ist die von den 
Normalen ,,eingehiillte’ Kurve (vgl. Fig. 95). 


Nennen wir weiter die von einem beliebigen Anfangspunkt der 
Evolute aus gezahlte Bogenlange auf ihr o, so wird 


do \ é : : 
(3) er, aia 
Aus den obigen Formeln ergibt sich sofort wegen «2 + 2 = 1 


G2 — 02 
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also, bei geeigneter Zahlung der Bogenlange ¢ — jedenfalls solange 
G == 0 bleibt: — ee 

; : ae. 
oder integriert 

OT eo Gam tae Cos 

D.h. die Bogenlinge der Evolute zwischen zwei Punkten ist gleich der 
Differenz der zugehbrigen Kriimmungsradien, jedenfalls solange als fiir 
den betreffenden Bogen @ von Null verschieden bleibt. 

Die letzte Bedingung ist nicht iiberfliissig: Wenn namlich beim 
Durchgang durch diese Stellen @ das Vorzeichen wechselt, der Kriim- 
mungsradius also ein Maximum oder Minimum hat, so wiirde die 
Formel 6 = 0, beim Weiterwandern iiber den @ 
betreffenden Punkt der Evolute hinaus be- 
deuten, daB man die Bogenlainge o nicht 
einfach weiterzahlt, sondern auch bei dieser 
Zahlung das Zeichen umkehren muB. Will 
man das vermeiden, so hat man beim Uber- 
schreiten dieser Punkte in der Formel das 
Zeichen zu wechseln, d.h. jetzt c=—o 2u 
setzen. 

Im wtbrigen erwadhne ich noch, da8 die 
Kriimmungsmittelpunkte, welche zu einem 
Maximum oder Minimum des Kriimmungs- 
radius gehG6ren, Spitzen fiir die Evolute sind. 
(Den Beweis tibergehe ich hier.) 

Man kann dem eben gefundenen geometrischen Zusammenhang 
noch einen andern Ausdruck geben: Denkt man sich um einen Bogen 
der Evolute einen elastischen, nicht dehnbaren Faden gezogen und so 
gespannt, daB ein Teil desselben sich von der Kurve ablést und tangen- 
tial zu ihr steht, so wird der Endpunkt Q, falls er zuerst auf der Aus- 
gangskurve C liegt, auch beim Abwickeln des Fadens einen Bogen dieser 
Ausgangskurve beschreiben. Diese nennen wir deshalb eine zur Evolute E 
gehérige Evolvente (evolvere = abwickeln). Man kann diesen Zu- 
sammenhang umkehren, von einer beliebigen Kurve E ausgehen und 
zu ibr durch den beschriebenen AbwickelungsprozeB eine Evolvente C 
konstruieren. Dann zeigt sich, daB umgekehrt E die Evolute von C 
wird. 

Zum Beweis denken wir uns die jetzt als gegeben betrachtete Kurve E 
in der Form & = &(c), 7 = n(o) dargestellt, wobei die laufenden recht- 
winkeligen Koordinaten mit € und 7 bezeichnet sind und als Parameter 
die Bogenlange o angenommen werden moége. Die Aufwickelung mége 
erfolgen wie in Figur 96 angedeutet; d.h. der Endpunkt Q des im 
Kurvenpunkte P mit den Koordinaten &, 7 beriihrenden Fadens mége 
bei voller Aufwickelung gerade in den Kurvenpunkt A mit der Bogen- 
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linge o =a fallen. Dann ist die Strecke PQ gleich a—o und die 


Richtungscosinus der Tangente PQ sind € und 7, wenn nunmehr der 
Punkt die Ableitung nach o bedeutet. Somit ergeben sich fiir die 
Koordinaten x und y des Punktes Q die Ausdriicke 
x=E+(a—o)é, y=n+(a—o)h, 

welche die Parameterdarstellung der vom Punkte Q beschriebenen 

Evolvente mit o als Parameter geben. 

Durch Differentiation nach o folgt so- 
6 fort 

x=€—E&+ (a—o)é=(a—oa)é, 


Venn =H za (t= 0) 8 a (dae 0) ae 


Somit ergibt sich wegen €&+ 7 =0 
vE+yI=0, 
und diese Gleichung besagt, daf die 
Gerade PQ auf der Evolvente C normal 
steht. Wir kénnen somit sagen: Die 
Normalen der Kurve C beriihren die 
Kurve E. Durch diese Beziehung aber ist E als die Evolute zu C 
charakterisiert. Also: jede Kurve ist die Evolute jeder threr Evolventen, 
Als Beispiel fiir unsere allgemeinen Erérterungen betrachten wir 
die Evolute der Zykloide x =t—sin#, y=1—cos#. Es ist (siehe 
Sookie 


Fig. 96. 


ee "2 aay 2) 
Ss Lies i= eae 
ny — Ve HY — yx 
also erhalten wir die Evolute durch den Parameter ¢ dargestellt in 
der Form §=¢+sin#, 7 =—1-+ cost. Setzt man ¢=1t-+42, so 
aN 
if 
0 x 
Fig. 97. 


wird —x =t—sint, 7 +2 —1—cost, und diese Gleichung zeigt, 
da die Evolute wieder eine der urspriinglichen kongruenten Zykloide 
ist, die durch Verschiebung, wie in Figur 97 angedeutet, aus der 
gegebenen entsteht, 
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Als weiteres Beispiel stelle ich die Gleichung der Kreisevolvente auf. 
Wir gehen demgema8 von dem Kreise & = cos?#, 1 = sin¢ aus und 
wickeln die Tangente auf, wie in Figur 97a angedeutet. Dann ergibt 
sich die Kreisevolvente in der Gestalt 

% =cost-+iésini, y =sint—tcost (2) 
durch den Parameter ¢ dargestellt. 


Endlich bestimmen wir noch die Evolute 
der Ellipse * = acost, y=bsint. Es ergibt 


sich sofort Abb. 97a. 
5 SP a, AE a2 — 62 
re ee a cos ¢ 
und 5 Pe Sh Bat. 
n=y-+ oo ae ee 


Eliminiert man ¢ in der tiblichen Weise, so erhalt man aus der gefun- 
denen Parameterdarstellung 

der Evolute deren Gleichung Yt 
in rechtwinkeligen Koordi- 


naten 
2 
3 


2 

(a&)° + (by) 
2 

= (a2—0?)*. 
Diese Kurve ist eine soge- 
nannte Asterotde. Ihre Ge- 
stalt ist durch Figur 98 
angegeben. DaB tatsachlich 
dieKriimmungsmittelpunkte 
fiir die Scheitel der Ellipse 
Spitzen der Asteroide sind, 
erkennt man iibrigens leicht 
aus deren Parameterdar- 
stellung. Fig. 98. 


Ry 


Sechstes Kapitel. 


Die Taylorsche Formel und die Annaherung 
von Funktionen durch ganze rationale. 


Die rationalen Funktionen stellen sich in vieler Hinsicht als die 
prinzipiell einfachsten Funktionen der Analysis dar; sie entstehen, 
indem man eine endliche Anzahl von Malen die rationalen Rechen- 
operationen auf die Variable « anwendet, wahrend letzten Endes die 
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Bildung jeder anderen Funktion mehr oder weniger versteckt die 
Ausfiihrung eines Grenziiberganges von rationalen Funktionen aus ver- 
langt. Es ist daher eine Frage von groBer theoretischer wie praktischer 
Bedeutung, ob und wie genau man eine gegebene Funktion f(*) durch 
rationale und insbesondere durch ganze rationale Funktionen ange- 
nahert darstellen oder, wie man auch sagt, approximieren kann. 


§ 1. Der Logarithmus und der Arcustangens. 


1. Der Logarithmus. (im). 


Zunichst betrachten wir einige spezielle Falle, bei denen uns die 
Integration der geometrischen Reihe fast unmittelbar die gewiinschte 
Annaherung liefert. Ich erinnere vorab noch einmal an die folgende 
Tatsache. Es ist fiir g + 1 


1 
el eat rates ta, 
wo 
mei ite 
n ce 
gesetzt ist. Im Falle |g|< 1 wird mit wachsendem m der Rest 7, 
gegen 0 streben, und wir erhalten dann, wie im ersten Kapitel S. 26 
auseinandergesetzt wurde, die unendliche geometrische Rethe 


1+q+q@?+--: mit der Summe 


1h 


1 
l1—q° 
Nunmehr gehen wir von der Formel 
> 2 
log (1 + x) =f 
0 
aus und entwickeln den Integranden gemaB der obigen Formel, wo 
gq = —#t zu setzen ist. Dann ergibt sich sofort durch Integration 


x’ 


x? x3 nn 
log (Ub 8) ey ee 
wobei x x 
indt 
ie Nhe as c= fry 
0 - 0 


gesetzt ist. Wir haben damit die Funktion log (1 + x) bei beliebigem 
ganzzahligem » durch eine ganze rationale Funktion, namlich die Funk- 


»2 -3 n 
tion x > i ~ es tS > isin (at 7h <. approximiert; die GréBe R,,, 
der Rest, gibt uns an, einen wie groBen Fehler wir bei dieser Approxi- 
mation begehen. 
Um die Genauigkeit dieser Approximation abzuschatzen, brauchen 
wir nur eine Abschatzung fiir den Rest R,,; und diese Abschatzung 
wird uns ohne weiteres durch den Mittelwertsatz der Integralrechnung 


§ 1. Der Logarithmus und der Arcustangens. 249 


gegeben. Nehmen wir zunadchst an, es sei x > 0, dann ist der Inte- 


grand in dem ganzen Integrationsintervall nicht negativ und kleiner 
als @". Es wird also 


[R, |< fimdt= 7 
0 


und wir sehen hieraus, daB fiir alle Werte von x, welche in dem Inter- 
Walle aa i | liegen, dieser Rest so klein wird, wie wir wollen, wenn wir 
nur # hinreichend gro8 wahlen (vgl. erstes Kapitel, §5, Nr. 5). Liegt 
die GréBe x dagegen in dem Intervall — 1< x <0, so wird der Inte- 


: im : : 
grand absolut genommen kleiner als Ty Sein, und wir erhalten fiir 
den Rest sofort die i 


Zs a 


Hol Sepa raft ate (I+ 4)(n+1)° 


Wir sehen also, daB auch hier der Rest bei hinreichend groBem n be- 
liebig klein wird; aber unsere Abschatzung versagt naturgema8, wenn 
wir % =— 1 setzen. 

Zusammenfassend kénnen wir sagen: Es ist 


“2 


log (1+ a) =2— 44 eee f (= 1)e-1 Ais an 


wobei der Rest R, mit wachsendem gegen 0 strebt, sobald x in dem 
Gebiet —1< x <1 liegt1). Wir kénnen fiir den Rest aus unseren 
obigen Ungleichungen sogar ein und dieselbe Abschatzung fiir alle 
Werte x eines Intervalles — 1+ h < x < 1 geben, wobei h eine positive 
beliebig kleine Zahl bedeutet. Dann wird namlich 


1 


Ry <Fapt: 


eine Formel, die uns zeigt, da8 in dem ganzen Intervall die Funktion 
log (1 + x) durch unser Polynom n-ten Grades mindestens mit der 


Genauigkeit approximiert wird. Ich tiberlasse Ihnen selbst, 


hn+il 
sich davon zu ae daB fiir alle Werte von x, fiir welche | x | > 1 
ist, der Rest nicht nur nicht gegen 0 streben kann, sondern sogar ab- 
solut genommen mit wachsendem 1 selbst tiber alle Grenzen wachsen 
muB, so daB fiir solche Werte von x keine angenaherte Darstellung 
des Logarithmus durch unsere Polynome geliefert wird. 

Die Tatsache, daB in dem obigen Intervall R,, gegen 0 strebt, driickt 
man auch dadurch aus, daB man sagt, in diesem Intervall haben wir 


1) Man beachte, dafS dieses Gebiet nach der linken Seite offen, nach der 
rechten abgeschlossen ist. al 
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fiir den Logarithmus die unendliche Rethe 


x2 x8 xt 


log (lst #) 8 eee alee 


hergeleitet. Setzen wir in dieser Reihe speziell x = 1, so erhalten wir 
die merkwiirdige Formel 


1 1 1 
108 2H os aug Te ae Aare 


eine der Beziehungen, deren Entdeckung auf die Gemiiter der ersten 
Pioniere der Differential-.und Integralrechnung einen tiefen Eindruck 
gemacht hat. 

Die oben gegebene Approximation fiir den Logarithmus fiihrt zu 
einer anderen fiir viele Zwecke, insbesondere auch fiir numerische 


Rechnungen niitzlichen Formel, wenn man noch den Ausdruck 
x x8 x4 


=_—_l oo — eee ae tl * 
log (l—x)=—x 3 3 4 Rn 


bildet und durch Subtraktion fiir gerade m zu der Gleichung 


1 Ieee x3 a> = Ba Oenly te 
‘9h 108 ee 4 Ot bak eT 


n 


iibergeht. Hierbei ist der Rest durch den Ausdruck 


Re- p (Rt Rt) felted 


gegeben. Setzen wir voraus, daB —1< x <1 ist, so strebt der Rest 
R, wegen der Beziehung 

ih A een SS 

Rni< n+l 1—# 
bei wachsendem gegen Null, was wir wiederum zum Ausdruck bringen, 
indem wir die fiir | x |< 1 giiltige Entwicklung 


1 


1+: 3 + x5 7 
g logy = We Igeax+ 5+ S474... 


in eine unendliche Reihe hinschreiben. 


2. Arcustangens. 
Ganz ahnlich laBt sich die Funktion Arcustangens behandeln, 
indem wir von der Formel 


1 
ACERS ete Se ore (— ])*~ 5 eh eee. 


mit 
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ausgehen. Durch Integration erhalten wir 


aS 43 x? zt y2n-1 / 
arctg % = %*— Soa ol Mi ee “Som pres 
i {2n 
R,, = (— 1)” Iza 
0 


und wir erkennen sofort, daB im Interval — 1 < x <1 der Rest Te 


mit wachsendem gegen 0 strebt, denn fiir diesen Rest gilt zufolge 
des Mittelwertsatzes der Integralrechnung 


|x| 


eee 
F ! 


Wir sehen aus der Restdarstellung auch leicht, daB fiir |x| > 1 der 
Rest bei wachsendem  tiber alle Grenzen wachsen wird. Fiir |x| <1 
haben wir somit die unendliche Reihe 


Bas ny? 


alte a —= 4 —— gt 


abgeleitet, aus der wir fiir den speziellen Wert x =1, d.h. arctg1= 
die Reihe 


mie 
4 ? 


erhalten. Ein ebenso merkwiirdiges Resultat wie das oben fiir log 2 
gefundene. 


§ 2. Die allgemeine Taylorsche Formel. 


Eine angenaherte Darstellung durch rationale Funktionen, wie in 
den oben betrachteten speziellen Fallen, gelingt nun auch in dem Fall 
einer beliebigen Funktion f(x), von der wir nur voraussetzen, daB 
sie fiir alle betrachteten Werte der unabhangigen Veranderlichen eines 
vorgegebenen abgeschlossenen Intervalles stetige Ableitungen bis min- 
destens zur (w + 1)-ten Ordnung besitzt. In den meisten vorkommen- 
den Fallen wird von vornherein die Existenz und Stetigkeit aller Ab- 
leitungen der Funktion feststehen, so daf wir fiir m jede beliebige 
Zahl wahlen kénnen. 

Die Annaherungsformel, die ich sogleich ableiten werde, ist in den 
ersten Zeiten der Differential- und Integralrechnung von Taylor, einem 
Schiiler Newtons, entdeckt worden und tragt den Namen Taylorsche 
Formel}). 


1) Haufig bezeichnet man einen Spezialfall von ihr ohne jeden sachlichen 
und historischen Grund als Formel von MacLaurin, ein Brauch, dem wir uns nicht 
anschlieBen. 
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1. Die Taylorsche Formel fiir ganze rationale Funktionen. 


Wir betrachten zunichst, um uns zu orientieren, den Fall, daB 
f(x) =a) + ax +--+ + a,x" selbst eine ganze rationale Funktion 
n-ten Grades ist. Dann kénnen wir die Koeffizienten dieser Funktion 
in einfacher Weise durch die Ableitungen von f(*) an der Stelle x = 0 
ausdriicken. Differenzieren wir namlich unsere Gleichung einmal, zwei- 
mal usw. nach x und setzen dann x = 0 ein, so ergibt sich sofort fiir die 
Koeffizienten die Darstellung 


&=/(0), a4,=f' (0), a= f"(0), a ae a, =>, f (0) 


Jede ganze rationale Funktion u-ten Grades {(x) 1aBt sich also in der 
Form 


f(*) =7(0) + x7’ (0) + =f (0) + <- 51 (0) +--+ 70) 


schreiben, eine Formel, welche lediglich besagt, daB und wie die 
Koeffizienten a, sich durch die Ableitungen am Nullpunkt aus- 
driicken lassen. 

Wir kénnen diese ,,Taylorsche Darstellung’ der ganzen rationalen 
Funktionen noch ein wenig verallgemeinern, wenn wir x durch € = x + h 
ersetzen und nunmehr die Funktion /(€) = f(x + h) = g(h) als ganze 
rationale Funktion n-ten Grades der GréBe / auffassen, indem wir 
uns fiir den Moment x als feste Zahl vorstellen und h als die unab- 
hangige Veranderliche betrachten. Es wird dann 


BVI (E) pares 8 (fee) 


also, wenn wir h = O setzen, 


§ (0) = 7 (2) 2 oe net (O} yea); 
Wenden wir unsere Taylorsche Darstellungsformel auf die Funktion 
{(x +h) =g(A) an, die ja ebenfalls eine ganze rationale Funktion -ten 
Grades in / ist, so erhalten wir sofort die Taylorsche Darstellung 


HEV =H EFM =f) THE (TSI) bagel (+e FZ (x), 


2. Die Taylorsche Formel fiir eine beliebige Funktion. 


Die gewonnene Formel gibt uns den Fingerzeig, auch fiir eine be- 
liebige, nicht notwendig ganze rationale* Funktion f(x) eine ahnliche 
Darstellung aufzusuchen, die aber nunmehr, im Gegensatz zu der Dar- 
stellung ganzer rationaler Funktionen, nur noch zu einem angenaherten 
Ausdruck der Funktion durch eine ganze rationale fiihren kann. 

Wir wollen die Funktionswerte von f an der Stelle x und an der 
Stelle = %-++h miteinander vergleichen, wo also h = &— x gesetzt 
ist. Jetzt wird der Ausdruck 


I(x) + (E—a) f(x) +2 ES 2” foray 
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im allgemeinen nicht mehr eine exakte Darstellung des Funktions- 
wertes /(&) sein. Wir werden also setzen miissen 


H) =f) + E—9) f () + ES prey t+ GE poy ¢ ,, 


n\ 


wobei der Ausdruck R, den Rest bei der Ersetzung von /(&) durch 
den Ausdruck f(x) + /’(*) (—-x) +--- bedeutet. Diese Gleichung 
ist zunachst nichts anderes als eine bloB formale Definition des Aus- 
druckes R,. Ihre Bedeutung besteht aber darin, daB wir fiir diesen 
Rest R,, sehr leicht eine tibersichtliche und handliche Darstellung finden 
k6nnen. Zu diesem Zwecke denken wir uns die GréBe & fest und die 
GréBe x als unabhangige Veranderliche. Der Rest wird dann eine 
Funktion R,,(x). Diese Funktion verschwindet, wie sofort aus unserer 
Definitionsgleichung hervorgeht, fiir « = &: 


R,(€) =0 
Weiter erhalten wir durch Differentiation 
Ri, (x) =— Grek fmt (x). 


Denn differenzieren wir unsere Definitionsgleichung nach %, so entsteht 
links Null, weil {(&) nicht mehr von x abhangt und also als Funktion 
von x angesehen konstant ist ; rechts differenzieren wir jeden Summanden 
auBer R,(x) nach der Produktregel und erkennen, daB dabei alle Aus- 
driicke sich gegenseitig zerstéren bis auf den letzten oben hin- 
geschriebenen. 


Nunmehr besagt der Fundamentalsatz der Integralrechnung: 
. S 
Ry (4) = R,, (x) — Ra (€) = JRu()dt=— [Rn (tat 


also erhalten wir fiir den Rest die Darstellung 
x+h h 
a+ h—t) 
R(x) = [= a eof e a?) (t)dt, 
welche, wenn wir eine neue Integrationsveranderliche t durch die Glei- 
chung t = ¢— » einfiihren, in 


Ie alu — Tt)" fmt) (x +7)dt 
iibergeht. 0 
Ich fasse unser Ergebnis noch einmal zusammen: Wenn die Funk- 
tion f (x) in dem betrachteten Intervalle stetige A bleitungen bis zur (n + 1)-ten 
Ordnung besitzt, so gilt 
2 
(a+) =H (0) + (a) + oe) + gy 2) He EMDR, 


n} 
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oder damit gleichbedeutend fiir h = E—% 
f— 2 vr € — ye n 
=H + E—a Ff + ES yt tS Ot, 


wobei der Rest R, durch die Formel 


1 
== 
1 


n! 


h 
-[ (h—a)n fmt (n+ t)dt 
0 


dargestellt wird. 
Setzen wir speziell x = 0 und schretben dann statt h wieder x, SO 


erhalten wir die Formel 


f(x) = 40) + 7-10) + 5, £0) +22 +27 10) +R, 
mit dem Rest Ss 
1 
R,= aif —7)"{@rD(t)at . 
0 


Unsere Formeln heiBen die Taylorschen Formeln. Sie geben einen Aus- 
druck fiir die Funktion /(x + A) bzw. fiir die Funktion f(x) durch 
ein Polynom n-ten Grades in / bzw. in x, das sogenannte n-te Ndherungs- 
oder Approximationspolynom, und ein Restglied. Das Naherungs- 
polynom ist dadurch charakterisiert, daB es selbst sowie seine ” ersten 
Ableitungen fiir 4 = 0 bzw. x = 0 mit der Funktion bzw. ihren ersten 
n-Ableitungen tibereinstimmt. Zum Unterschiede von der Taylorschen 
Darstellung ganzer rationaler Funktionen?) ist hier das Restglied und 
seine Darstellung wesentlich. Die Bedeutung der Formeln liegt darin, 
da dieses Restglied, wenn es auch eine kompliziertere Gestalt als die 
tibrigen Glieder der Formel hat, doch ein handliches Instrument zu 
einer Abschatzung der Genauigkeit bietet, mit welcher die ersten 
nm + 1 Glieder der Formel 


x 


x2 op me n 
f(0) + 7 f’ (0) + af (0) 4 +--+ = 1 (0) 
die Funktion /(x) darstellen. 


38. Abschatzung des Restgliedes. 


Inwieweit die ersten +1 Glieder der Taylorschen Formel tat- 
sachlich eine hinreichende gute Annaherung an die Funktion geben, 
wird natiirlich davon abhingen, ob das Restglied hinreichend klein 
bleibt; und die Aufmerksamkeit wird sich also auf die Abschatzung 
dieses Restgliedes zu konzentrieren haben. Fiir eine solche Ab- 
schatzung bietet sich als naturgemaBes Hilfsmittel der Mittelwert- 
satz der Integralrechnung (zweites Kapitel, § 7). 


*) Bei dieser Darstellung tritt namlich iiberhaupt kein Restglied auf. 
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Wenden wir diesen Mittelwertsatz in der Form 
h h 

Jom) pede = 9 (0h) [ p(rjat 
0 0 


an — es ist hierbei #(t) als eine in dem Integrationsintervall stetige 
positive und (rt) als eine dort lediglich stetige Funktion vorausgesetzt, 
und # bedeutet einen Wert aus dem Intervall 0< % <1 — einmal, 
indem wir p(t) = (h—t)" und zweitens, indem wir p(t) = 1 setzen, 
so erhalten wir fiir das Restglied das eine Mal den Ausdruck 
An+. 
R,= aah {+0 (~ + Bh) 

und das andere Mal die fiir uns weniger wichtige und hier nur der 
Vollstandigkeit wegen erwahnte Darstellung 


pret 


R, = (1— 9)" fF Y (w+ OA). 


Es bedeutet in diesen Formeln # einen gewissen nicht naher festzu- 
stellenden Zwischenwert in dem Intervall 0O< 39< 1; dieser Zwischen- 
wert ist nattirlich im allgemeinen in beiden Formeln des Restgliedes 
verschieden und zudem von 2 und x abhangig. Die erste Form des 
Restgliedes riihrt von Lagrange, die zweite von Cauchy her und wird 
entsprechend benannt 4). 

Das Hauptinteresse wird sich einmal darauf richten, ob mit wachsen- 
dem x der Rest R, gegen 0 strebt; wenn dies der Fall ist, so wird 
die Funktion f(x +) mit um so gréBerer Genauigkeit durch die 
entsprechende ganze rationale Funktion von h dargestellt werden, 
je gréBer m ist. Wir sagen dann, da8 wir fiir die Funktion eine Ent- 
wicklung in eine unendliche Taylorsche Rethe 


Hoth) =F) +P) bar) + gl) +- 


1) Man kann iibrigens diese — wie auch noch andere — Ausdriicke fiir den 
Rest auch ohne weiteres aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung bzw. 
aus dem verallgemeinerten Mittelwertsatz (S. 165) erhalten. Man hat diesen 
auf die Funktion R,(*) = R,(*) —R,(&) bzw. auf die Funktion 


(¥ = )eaves 
anzuwenden, wobei & als fester Wert anzunehmen ist und die Formel 
eee 2 
Ri(*) = — mee ee) 


zu benutzen ist. Bei dieser Ableitung der Restformeln tritt der Charakter der 
Taylorschen Darstellung als Verallgemeinerung des Mittelwertsatzes mehr hervor; 
man hat iiberdies den fiir manche theoretischen Zwecke wesentlichen Vorteil, 
da8 man nur die Existenz, nicht aber die Stetigkeit der (m + 1)-ten Ableitung 
vorauszusetzen braucht. Dagegen verzichtet man hierbei auf die exakte Dar- 
stellung des Restes durch eine Integralformel. 
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bzw. speziell, wenn wir wieder erst « = 0 setzen und dann » statt / 


schreiben, 
x2 


f(x) = 10) +f O) + 3-1") + 3,1) +e 


erhalten haben. Wir werden im nachsten Paragraphen Beispiele hierfiir 
kennen lernen. 

Zunichst will ich jedoch den zweiten wesentlichen Gesichtspunkt 
bezeichnen, welcher sich aus der Betrachtung der Taylorschen Reihe 
ergibt. Denken wir uns in der ersten Formel die Gré8e 4 kleiner und 
kleiner werden und gegen 0 streben, so wird in der Ausdrucksweise 
des dritten Kapitels, § 9, jedes einzelne Glied der Reihe von einer 
verschiedenen GréBenordnung klein werden; wir nennen dementspre- 


chend den Ausdruck f(x) das Glied nullter Ordnung in der Taylor- 

2 
schen Formel, //’ (x) das Glied erster Ordnung, den Ausdruck = I" (2) 
das Glied zweiter Ordnung usw. Wir sehen aus der Form unseres Rest- 
gliedes, daB wir ber einer Entwicklung bis zu Gliedern n-ter Ordnung 
einen Fehler begehen, der von der (n +-1)-ten Ordnung mit h klein wird. 
Auf dieser Tatsache beruhen viele wichtige Anwendungen. Sie zeigt uns, 
da8 man durch das Approximationspolynom eine um so bessere Dar- 
stellung der Funktion /(* + h) erhalt, je naher die Stelle x + / an 
der Stelle x liegt und daB man diese Annaherung in der unmittelbaren 
Umgebung der Stelle x gegebenenfalls durch Vergré8erung von 
verbessern kann. 


§ 3. Anwendungen. Entwicklung der elementaren Funktionen. 


Wir benutzen die allgemeinen Resultate des vorigen Paragraphen 
dazu, um die elementaren Funktionen durch ganze rationale Funk- 
tionen zu approximieren bzw. in Taylorsche Reihen zu entwickeln. 
Dabei will ich mich allerdings auf diejenigen Funktionen beschranken, 
bei denen sich die Koeffizienten der Reihenentwicklungen nach ein- 
fachen Bildungsgesetzen ergeben. Auf die Reihenentwicklungen einiger 
anderer Funktionen werde ich erst im achten Kapitel eingehen. 


1. Die Exponentialfunktion. 


Das einfachste Beispiel bietet die Exponentialfunktion f(x) = e*. 
Hier sind alle Ableitungen mit f(x) identisch, besitzen also fiir x = 0 
den Wert I, und wir erhalten daher unter Benutzung der Lagrangeschen 


Form des Restgliedes fiir die Exponentialfunktion gemaB § 2 sofort die 


Formel xn wnt 


n! s (n tal) 
Lassen wir m tiber alle Grenzen wachsen, so wird das Restglied gegen 
0 streben, was auch immer der fest gewahlte Wert « sei. Denn zundchst 


a 


y 2 3 
Sane Ge ak nee 


v 
| é 


$3: Anwendungen. Entwicklung der elementaren Funktionen. DRO 


ist | e”* |<el*!. Sodann wahlen wir éine feste ganze Zahl m groBer 
als 2|%|. Dann wird fiir n > m 


Mees Feoesra beatae [a] lesa sae j2xim 1 
n OA 2 eT m+ jp Se Al pl opaiam Fil serie 
also 

Ree earn, 


und da die beiden ersten oben rechts stehenden ms von ” un- 
abhangige feste Zahlen sind, wahrend die Zahl oy , bei wachsendem 


gegen 0 strebt, so folgt unmittelbar unsere cae Wenn wir 
die Zahl x nicht als fest ansehen, sondern frei im Intervall—a<x<a 
variieren lassen, wo a eine bestimmt gewahlte positive Zahl ist, so 
folgt aus unserer Betrachtung, sobald wir dann nur m > 2a wahlen, 
. (Qa) eal 

Files WOR 


[Ata 


Wir haben damit fiir den Rest eine von x unabhangige, nur von a 
abhangige Schranke angegeben, welche fiir »—> co gegen Null strebt. 
Wir kénnen also fiir die Funktion e® sofort die folgende Entwicklung 


in eine unendliche Reihe eo 
5 x8 ay 


ale a eh ee ery 


hinschreiben+) und bemerken, daB diese Reihenentwicklung fiir alle 
Werte von x gilt. Damit ist aufs neue bestatigt, daB die im ersten 
Kapitel betrachtete GréBe e (vgl. S. 32) mit der Basis der nattirlichen 
Logarithmen iibereinstimmt (vgl. drittes Kapitel, §6). Fiir nume- 
rische Zwecke allerdings miissen wir uns der abbrechenden Taylorschen 
Formel mit dem Restglied bedienen; z. B. liefert sie fiir x = 1 

1 1 1 ed 

oi 4 Bie cae (aol 

Wollen wir e mit einem Fehler von héchstens "|, 9999 berechnen, so brauchen 
wir z. B. nur » so groB zu wahlen, daB das Restglied sicher kleiner 


Si 1+ 


: : : é 3 : 
als 1|19999 wird; und da dieses Restglied sicher kleiner als (ein ist?}; 
so gentigt es, m =7 zu wahlen, weil 8! > 30000 ist. Wir finden 


co 
1) Das vielfach zu verwendende Summenzeichen >) ist eine Abkiirzung der 
y=0 
Vorschrift: Man setze in dem unter dem Summenzeichen stehenden Ausdruck 
fiir vy alle Werte 0, J, 2, ... ein und addiere dann. 
2) Wir haben hierbei von der Voraussetzung Gebrauch gemacht, daB e<3 
ist. Dies aber folgt sofort (vgl. auch 32) aus unserer Reihe fiir e; denn es ist sicher 
il ] il 1 1 
a) = 9n-1 unde dahere <1 ba ay Ear —apee en 
[ee 
2 
Courant, Differentialrechnung. 17 
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so den angenaherten Wert 
e= 2,718 


mit einem Fehler, der sicher kleiner als 0,0001 ist. 
2. sinx, cosx, Ginx, Gn) x. 


Fiir die Funktion sin x, cos x, Gin x und @oj x erhalten wir die 
folgenden Formeln *) 


[C= gene Verney coax = (Sing | Cal a, 
[ls (==) COSX2  —sinx,  .C0pe 2 Sta 
(’(«) =—sin#% —cosx Cinx oj *, 
[oh ) ee COS sinx Cojx Ginx, 
pe Bee Es haten cosx Ginx GCojx. 


Bei den Approximationspolynomen fiir sin x und Gin x werden also 
die Koeffizienten der geraden Potenzen von x verschwinden, bei den 
Approximationspolynomen fiir cos « und oj x die der ungeraden, so 
daB im ersten Falle das (2 -+ 2)-te und das (2” + 1)-te Polynom 
identisch sind, im zweiten Falle das 2 -te und das (2 ” + 1)-te. Denken 
wir uns die jeweils héchsten dieser Polynome benutzt, so erhalten wir 
sofort mit dem Restglied von Lagrange 


: Pe yond 4 vents 
eet aes eiiae: a (ae eee a n pa eo ——_s 
SID Ams Ka oh aire tage t= 1) aay Cola ogame prays 
py 4 yan went? 


COS Se lero ap tt oat fa Lie (2n)! 4 ye ioa oe (# x) ; 


3 45 x2ntl n2n+3 


6 x 
CUA herent oe Gnd) + On par Sl (8*), 
x2 44 yan y2n+2 
Gofxm it St yg Ot ee of (ia), 


wo natiirlich ? im allgemeinen in jeder der vier Formeln einen anderen 
echten Bruch bedeutet, der auSerdem noch von » und x abhangt. 
Auch in diesen Formeln kann man fiir jeden Wert von x die Annaherung 
beliebig genau machen, da der Rest mit wachsendem m gegen 0 strebt. 
Wir erhalten so die vier Reihenentwicklungen 


co 
oe x3 x5 Vv “ x2v+1 
SIRS Aan | $1 Boe So a ) @r +1) y 


1) Ist f(¥) = sin w oder f(¥) = cos x, so laBt sich iibrigens stets die n-te Ab- 
leitung durch den Ausdruck 


FOG) (« +n z) 


einheitlich darstellen. 
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2 4 Qy 
cosx=1— 5, a fee a Wea 
x x — 207 
S20 
Cin +=x%-+ 3! 5! = OW 
Sip ae eh nn ne pee 
2! 4! ae , 


von denen iibrigens die beiden letzten sich formal auch aus den Reihen- 
entwicklungen von e* gemaB den Definitionsformeln der Hyperbek 
funktion ergeben. 


3. Die binomische Reihe. 


Wahrend ich darauf verzichten kann, die Funktionen log (1 + x) 
und arctg x, die wir schon im §1 direkt behandelt haben, noch- 
mals mit Hilfe der Taylorschen Formel zu entwickeln, mu8 ich noch 
auf die Verallgemeinerung des binomischen Satzes fiir beliebige Ex- 
ponenten eingehen, die eine der folgenreichsten mathematischen Ent- 
deckungen von Newton war und eines der wichtigsten Beispiele fiir 
die Taylorsche Reihenentwicklung iiberhaupt darstellt. Es handelt 
sich darum, die Funktion 

f(*) = (1+ 9) 

bei beliebigem positiven oder negativen, rationalen oder irrationalen « 
nach der Taylorschen Formel zu entwickeln. DaB wir nicht die Funk- 
tion «*, sondern gerade die obige Funktion gewahlt haben, hat natiirlich 
seinen Grund in der Tatsache, daB fiir ~* an der Stelle x = 0 nicht mehr 
sdmtliche Ableitungen stetig sind, abgesehen von dem trivalen Falle 
eines nicht negativen ganzen «. Wir berechnen zunachst die Ableitungen 
von /(x) und erhalten 


aC eet (Weary eee et o(aoVe=100 (00a lh (Noe )° =e a ey 
f(x) = a(a—1)---(a—y+1) (1+ 2)2-”. 
Speelletiir 7 —1 01st 


(Ove con (O)== cal) es. (0) ale 1)... (a wel). 
Es ergibt sich also die Taylorsche Formel 

fs IN Ge Dios ole Stel 
(txt 1tanp So) gap... 4 MERE NE OLR, 


wo uns nun noch die Aufgabe der Diskussion des Restes bleibt. Diese 

Aufgabe ist zwar nicht schwierig, jedoch nicht ganz so einfach 

wie in den schon behandelten Fallen. Ich will daher auf die Durch- 

fiihrung der Restabschatzung hier verzichten, da ich im_ tber- 

nachsten Kapitel den allgemeinen binomischen Satz auf eine etwas 
Hg 
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andere und einfachere Art vollstandig ableiten werde. Das Ergebnis, 
welches ich schon hier nenne, ist, daB jedenfalls fiir |x |< 1 das Rest- 
glied gegen 0 strebt und also der Ausdruck (1 + x)* in die unendliche 
binomische Reihe 
ec 
Lee Cee 
(1 -b Baye — 1 aL 7 *-+ i ee Siac Dye 
! ! — 
entwickelt werden kann, wobei wir zur Abkiirzung die allgemeinen 


yet veel \ oe 
Binomialkoeffizienten (3) = se 2) Aes Ais ds a == eimretuute 


haben. 


$4. Geometrische Anwendungen. 


Die Taylorsche Formel erlaubt uns, das Verhalten einer Funktion /(%) 
in der Umgebung einer Stelle « =a bzw. das Verhalten einer ge- 
gebenen Kurve in der Umgebung eines Punktes genauer zu untersuchen, 
da sie den Zuwachs der Funktion bei Ubergang zu einer Nachbarstelle 
x—=a+h in eine Summe von GréBen erster, zweiter, dritter usw. 
Ordnung auflést. 


1. Beriihrung von Kurven. 

Wir machen hiervon Gebrauch, um den Begriff der Beriihrung 
zweier Kurven zu analysieren. 

Wenn zwei Kurven y = /(x) und y = g(x) an einer Stelle, etwa 
an der Stelle « = a, sich nicht nur treffen, sondern noch eine gemein- 
same Tangente besitzen, so sagen wir, daB sie einander an dieser Stelle 
beriihren. Die Taylorschen Entwicklungen der Funktion f(a + /) und 
g(a +h) stimmen dann mit den Gliedern 0-ter und 1-ter Ordnung in / 
iiberein. Wenn an der Stelle x =a auch noch die zweiten Ableitungen 
von f(x) und g(«) miteinander iibereinstimmen, so sprechen wir von 
einer Beriihrung zweiter Ordnung. Die Taylorschen Entwicklungen 
stimmen alsdann auch noch in den Gliedern zweiter Ordnung iiberein 
und die Differenz D(x) = f(x) — g(x) wird sich, wenn wir die Stetig- 
keit der Ableitungen bis mindestens zur dritten Ordnung voraussetzen, 
in der Form 


D(a+h)=f(a+th)—g(a+h)= 5D!" (a + #h) =— Fh) 


darstellen lassen, wobei der Ausdruck F (h) fiir nee 0 gegen f’”’ (a) —g'""(a) 
strebt. Die Differenz D(a + h) wird also mit h von dritter Ordnung 
unendlich klein. 

So kénnen wir weitergehen und den allgemeinen Fall betrachten, 
daB die Taylorschen Formeln fiir {(«) und g(x) in den Gliedern bis zur 
n-ten Ordnung tibereinstimmen, d. h. daB 


H(a)=g(a), f(a)=g'(a), f'(a=e" (a), ..., JM (a)=g (a) 
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ist, wobei wir weiter voraussetzen, daB noch die (n + 1)-ten Ableitungen 
stetig sein sollen. Wir sagen unter diesen Voraussetzungen, daB die 
Kurven an dieser Stelle eine Beriihrung n-ter Ordnung besitzen. Die 
Differenz der beiden Funktionen wird dann die Form haben 
n+1 
f(a+h)— g(a hy= or pi), 

wo F(h) = D™+) (a4 bh) wegen 0O<O<1 fiir h+O gegen 
{"*+Y(@)—g"+tD (a) strebt. Man erkennt aus diesen Formeln, daB 
die Differenz /(x) — g(«) in der Nahe des Beriihrungspunktes von um 
so gréBerer Ordnung mit «—a unendlich klein wird, je gréBer n ist. 

Die Taylorschen Polynome sind geometrisch einfach dadurch de- 
finiert, daB sie diejenigen Parabeln n-ter Ordnung darstellen, welche 
an der betreffenden Stelle mit der zur gegebenen Funktion gehérigen 
Kurve eine Beriihrung méglichst hoher 
Ordnung haben. Man nennt sie darum 
gelegentlich Schmiegungsparabeln oder 
oskulierende Parabeln. Figur 99 gibt 
uns. tur das Beispiel y =e* an der 
Stelle + = 0 die ersten Schmiegungs- 
parabeln. 

Wenn zwei Kurven y = /(x) und 
y = g(x) sich von n-ter Ordnung be- 
riihren, so ist durch die Definition 
nicht ausgeschlossen, da die Beriih- Fig. 99. 
rung sogar von noch hoherer Ordnung 
ist. d, ny -dab. auch noch #@*) (a) = p"*) (a) wird. Ist dies jedoch 
nicht der. Fall, ist also f+! (a) == g(* (a), so sprechen wir von 
einer Beriihrung genau -ter Ordnung oder sagen, die Ordnung der 
Beriihrung!) ist genau n. 

Wir kénnen aus unseren Formeln wie aus unseren Figuren eine 
bemerkenswerte, gerade von Anfangern haufig nicht beachtete Tat- 
sache ablesen. Wenn die Beriihrung zweier Kurven von genau gerader 
Ordnung ist, d. h. wenn eine gerade Anzahl von Ableitungen der beiden 
Funktionen miteinander tibereinstimmt, die (m + 1)-ten Ableitungen 
aber nicht mehr, so wird die Differenz f(a + h) — g(a -+ h) der beiden 
Funktionen gema8 der obigen Formel fiir positive hinreichende kleine h 
und fiir ebensolche negative # verschiedene Vorzeichen besitzen. Es 
werden sich die beiden einander beriihrenden Kurven bei der Beriihrung 
durchschneiden. Dieser Fall tritt z. B. ein bei einer Beriihrung zweiter 
Ordnung, wenn tatsdchlich die Ableitungen dritter Ordnung nicht mehr 


1) Da® die Ordnung der Beriihrung zweier Kurven eine echte geometrische 
Beziehung ist, die durch eine Drehung des Koordinatensystems nicht beeinfluBt 
wird, ist eine Tatsache, die man leicht den Formeln fiir die Drehung des Ko- 
ordinatensystemes entnehmen kann. 
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iibereinstimmen. Betrachten wir aber den Fall einer Beriihrung un- 
gerader Ordnung, z. B. den Fall einer gewohnlichen Bertihrung erster Ord- 
nung, so wird die Differenz /(a + 4)—g(a + A) fiir positive und negative 
hinreichend kleine f dasselbe Vorzeichen haben; die beiden einander 
beriihrenden Kurven werden also in der Umgebung der Beriihrungs- 
stelle einander nicht durchschneiden. Die Beriihrung einer Kurve mit 
ihrer Tangente ist dafiir das einfachste Beispiel; nur an Punkten, 
wo wir eine Beriihrung zweiter Ordnung haben, mu die Tangente 
die Kurve durchsetzen, es sei denn, daB fiir die Kurve an der be- 
treffenden Stelle auch noch die Ableitung dritter Ordnung verschwindet, 
(oder allgemeiner alle Ableitungen bis zu einer ungeraden Ordnung ein- 
schlieBlich) wie z. B. fiir die Kurve y = x4 an der Stelle x = 0. 


2. Der Kriimmungskreis als Oskulationskreis. 


In dieser Auffassung gewinnt der Begriff der Kriimmung einer 
Kurve y = f(x) eine neue anschauliche Bedeutung. Betrachten wir 
einen bestimmten Kurvenpunkt mit den Koordinaten x =a und 
y =, so gibt es durch diesen Punkt unendlich viele Kreise, welche 
die Kurve dort beriihren. Die Mittelpunkte dieser Kreise hegen auf 
der Kurvennormale, und zu jedem Punkt dieser Normalen gehort genau 
ein solcher beriihrender Kreis. Man darf erwarten, daB wir durch ge- 
eignete Wahl des Kreismittelpunktes eine Beriihrung zweiter Ord- 
nung zwischen Kreis und Kurve erzielen kénnen. 

Nun wissen wir in der Tat aus dem fiinften Kapitel, daB fiir den 
Kriimmungskreis im Punkte x =a, dessen Gleichung y = g(x) sei, nicht 
nur g(a) = f(a) und g’ (a) = f’ (a), sondern auBerdem noch g” (a) =f” (a) 
wird. Der Kriimmungskrets ist also zugleich der Schmiegungskreis oder 
oskulierende Kreis fiir den betreffenden Kurvenpunkt, d. h. der Kreis, 
welcher dort mit der Kurve eine Bertihrung von zweiter Ordnung be- 
sitzt. Im Grenzfall eines Wendepunktes oder allgemein einer Stelle, 
wo die Kriimmung Null, der Kriimmungsradius unendlich wird, artet 
der Kriimmungskreis in die Tangente aus. Der Kriimmungskreis wird 
im allgemeinen, d. h. wenn die Beriihrung nicht zufallig an der betref- 
fenden Stelle von héherer als zweiter Ordnung ist, die Kurve nicht nur 
beriihren, sondern an der Beriihrungsstelle noch durchschneiden. 


8. Zur Theorie der Maxima und Minima. 


Wie wir friiher im dritten Kapitel gesehen haben, liefert eine Stelle 
x = a, fiir welche /’ (a) =0 ist, ein Maximum bzw. ein Minimum fiir die 
Funktion /(x), wenn /”’ (a) negativ bzw. /’’(a) positiv ist. Die letzten 
Bedingungen sind also hinreichend fiir das Auftreten eines Maximums 
oder Minimums, sie sind aber keineswegs notwendig, denn im Falle f’’(a) =0 
bleibt noch jede der drei Méglichkeiten offen, daB ein Maximum oder 
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Minimum oder keine der beiden Erscheinungen vorliegt. Beispiele fiir 
die drei Erscheinungen boten die Funktionen y = — x4, y = x4 und 
y = x° an der Stelle x =0. Die Taylorsche Formel gibt uns sofort 
die Moglichkeit einer allgemeinen Formulierung hinreichender Be- 
dingungen. Wir brauchen nur die Funktion f(a + h) nach Potenzen 
von # zu entwickeln; dann kommt es darauf an, ob das erste nicht 
verschwindende Glied eine gerade oder eine ungerade Potenz von h 
enthalt. Im ersten Falle haben wir ein Maximum oder Minimum, je 
nachdem der Koeffizient von /# negativ oder positiv ist; im zweiten 
Falle haben wir eine horizontale Wendetangente und weder ein 
Maximum noch ein Minimum. Sie mégen sich diesen Zusammen- 
hang an Hand des Restgliedes selbst genauer durchdenken!), 
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§ 1. Beispiel einer Funktion, die sich nicht in eine Taylorsche 
Reihe entwickeln 1af8t. 


Die Méglichkeit der Taylorschen Darstellung mit Restglied (m + 1)-ter 
Ordnung beruhte wesentlich auf der Differenzierbarkeit der Funktion 
an der betreffenden Stelle. Deshalb ist z. B. die Funktion log x nicht 
durch eine Taylorsche Formel nach Potenzen von x darstellbar, 


ebenso nicht die Funktion y %, deren Ableitungen fiir « = 0 unend- 
lich werden. 

Damit eine Funktion in eine unendliche Taylorsche Reihe entwickel- 
bar ist, miissen jedenfalls an der betreffenden Stelle alle Ableitungen 
existieren; aber diese notwendige Bedingung ist keineswegs hinreichend. 
Eine Funktion, deren samtliche Ableitungen in einem Intervall stetig 
sind, braucht sich trotzdem keineswegs in eine Taylorsche Reihe ent- 
wickeln zu lassen; d.h. das Restglied &, der Taylorschen Formel 
braucht nicht mit wachsendem m gegen 0 zu streben, ganz gleichgiiltig 
wie klein das Gebiet, in welchem wir entwickeln wollen, gewahlt wird. 


Das einfachste Beispiel fiir diese Erscheinung bietet uns die Funk- 
1 


TONG == (4) =e ia 0 {(0) =0, die wir schon im Anhang 
zum dritten Kapitel betrachtet haben. Die Funktion ist mit ihren 
samtlichen Ableitungen in jedem Intervalle stetig, auch fiir 7 = 0, 
und wir haben gesehen, da in diesem Punkte alle Ableitungen ver- 
schwinden, d. h. daB /™(0)=0 ist. In der Taylorschen Formel ver- 


1) Im iibrigen ist fiir die Anwendungen die frither (S. 129) gegebene not- 
wendige und hinreichende Bedingung bequemer: Notwendig und hinreichend 
fiir das Eintreten eines Maximums oder Minimums ist, da beim Durchgang 
durch die betreffende Stelle die erste Ableitung f/’(%) ihr Vorzeichen wechselt. 
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schwinden also alle Koeffizienten des Approximationspolynomes, wie 
wir auch 2 wahlen; mit anderen Worten: Das Restglied ist und 
bleibt gleich der Funktion selbst, strebt also nicht gegen 0, da die 
Funktion fiir jedes x auBer fiir x =O positiv ist. 


§ 2. Beweis der Irrationalitat von e. 
it 1 : : 
Aus der Formel ¢é= 2 + x a4 Sashes cea e” ergibt sich sofort 


die Tatsache, daB die Zahl e irrational ist. Ware das Gegenteil richtig, 
namlich os wo p und gq ganze Zahlen bedeuten, so kénnten wir 
gewi® 2 groBer als g und zugleich gréBer als 2 wahlen. Dann 
muB 1! e=n! - eine ganze Zahlsein. Andererseits ist 1!e=2n!+- - es" 


! 1 4 a oh 
et Ph und) da se? = ere-8 Asteewitds 0 = aes cad t Ree 0K 


miiBte also die ganze Zahl n! e gleich der ganzen Zahl 2 »! + ate --+] 
plus einem nicht verschwindenden echten Bruche sein, was nicht 
moglich ist. 


§ 8. Nullstellen, Unendlichkeitsstellen von Funktionen und 
sogenannte unbestimmte Ausdriicke. 


Die Taylorsche Entwicklung einer Funktion in der Umgebung einer 
Stelle x =a gibt uns Veranlassung, das Verhalten der Funktion 
in der Umgebung dieser Stelle durch folgende Definition zu kenn- 
zeichnen: Wir sagen, eine Funktion f(x) hat fiir x =a eine genau 
n-fache Nullstelle, oder sie verschwindet dort genau von der Ordnung n, 
wenn zugleich, ((¢):<=.0,. 7" (a). On f(@) =O. ay ee) a eed 
/™ (a) == 0 ist. Dabei setzen wir voraus, daB die Funktion in der Um- 
gebung dieser Stelle stetige Ableitungen bis mindestens zur -ten Ord- 
nung besitzt. Mit unserer Definition wollen wir andeuten, daB die Tay- 
lorsche Entwicklung der Funktion in der Umgebung dieser Stelle sich 
in die Form setzen laBt 

f(ath)=h"F (h), 
wobei der Faktor F (h) fiir + 0 gegen einen von Null verschiedenen 
Grenzwert, namlich den Wert / (a), strebt. 

Ist eine Funktion (x) in allen Punkten der Umgebung einer Stelle 
x = a definiert, nicht aber notwendig fiir « = a selbst, und zwar durch 
einen Ausdruck der Form 


ery oe aha!) 
y (x) tas g (x) ’ 
wo an der Stelle x =a der Zihler nicht verschwindet, wahrend der 


Nenner eine v-fache Nullstelle besitzt, so sagen wir, die Funktion 
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p(x) wird an der Stelle «=a von der y-ten Ordnung unendlich. 
Besitzt an der Stelle *« =a auch der Zahler eine y-fache Nullstelle und 
ist “¢ >v, so schreiben wir der Funktion dort eine (4 —~+)-fache Null- 
stelle zu, wahrend wir ihr im Falle ~<y eine (y— y)-fache Unendlich- 
keitsstelle zusprechen. 

Alle diese Definitionen stehen im iibrigen in Ubereinstimmung mit 
den Festsetzungen, die wir schon friiher im dritten Kapitel, §9, hin- 
sichtlich des Verhaltens von Funktionen getroffen haben. 

Um unsere letzten Festsetzungen zu prazisieren, stellen wir uns 
Zahler und Nenner gemaB der Taylorschen Formel mit dem Restglied 
von Lagrange in der Gestalt 

ay Lah) he f(a + Oh) 
eas g(a+h) yp g(a ay h) 


entwickelt dar, wobei ? und #, zwei Zahlen zwischen 0 und 1 sind und 
die Faktoren von h” bzw. h” in der Grenze h — 0 nicht verschwinden, 
indem sie in die von Null verschiedenen Ausdriicke f(a) und g® (a) 
tibergehen. Es wird dann fiir 4 >yv 


() 
lim g(a +h) =limh*~” eee) = 0. 
h—0 h—>0 g”) (a) 
Der Ausdruck g(x) wird also von der Ordnung w—yvy Null. Fiir 
y > erkennen wir, daB der Ausdruck @ (a+ h) fiir h->0 von der Ord- 
nung y — yw unendlich wird. Im Falle 1 =y erhalten wir die Gleichung 
me) 


lim m9 (a +h) = —, 
Se a eae 


Den Inhalt der letzten Gleichungen kénnen wir in folgender Form 
aussprechen: Wenn Zahler und Nenner eines Bruches p(x) = aa fiir 
% == a verschwinden, so bestimmt man den Grenzwert des Bruches 
fiir «>a einfach, indem man Zahler und Nenner gleich oft so lange 
differenziert, bis mindestens einer der Differentialquotienten von Null 
verschieden ist. Tritt dies gleichzeitig fiir Zahler und Nenner ein, so 
ist der gesuchte Grenzwert gleich dem Quotienten dieser beiden Ablei- 
tungen. Verschwindet als erster der Differentialquotient des Nenners | 
nicht, so wird der Bruch gleich 0; verschwindet als erster der Differential- 
quotient des Zahlers nicht, so wachst der Bruch tiber alle Grenzen. 

Wir haben damit eine Regel zur Festlegung der sog. unbestimmten 


Ausdrticke 7 vor uns, ein Gegenstand, der in manchen Darstellungen 


der Differential- und Integralrechnung mit tibertriebener Breite behan- 
delt wird. In Wirklichkeit handelt es sich um nichts als die sehr ein- 
fache Bestimmung eines Grenzwertes eines Quotienten, bei dem Zahler - 
und Nenner fiir sich gegen 0 streben. Die in der Literatur tibliche Be- 
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zeichnung ,,unbestimmte Ausdriicke“ ist eine irrefiihrende unprazise 
Ausdrucksweise. 

Wir kénnen iibrigens unserer Betrachtung noch eine etwas andere 
Wendung geben, indem wir uns anstatt auf die Taylorsche Formel 
auf den verallgemeinerten Mittelwertsatz stiitzen (vgl. zweites Kapitel, 
S. 108)1). Nach diesem gilt, wenn g’(x) + 0 ist, allgemein 


f(at+h)—f(a) _ f (a+ 8A) 


(a+h)—g(a) g’(a+ 8h) 
mit demselben #in Zahler und Nenner, und also speziell fiir f(a) = g(a) =0 


(ath) i (a+9h) 


g(ath) g’(a+h)° 
Dabei ist # ein Wert des Intervalles 0< #< 1, und es wird somit, 
wenn wir k = th setzen, 


Jin AU Sule aa pis 
a im k ak (GR)? 


vorausgesetzt, daB der Grenzwert rechts existiert. Ist auch /’(a)=g’ (a) =0, 
so kann man in derselben Weise weiter schlieBen, bis man zu einem 
ersten Index « kommt, fiir den nicht /“ (a) = g\ (a) = O ist. Es gilt 
dann stets 
_ tah) f! (a+ k) 
jim (ath) LL (ae ay" 


wobei wir den Fall einbeziehen, daB die rechte Seite auch den ,,Grenz- 
wert Unendlich*‘ haben kann. 
Als Beispiele betrachten wir 


sin ¥ 1 —cos* e2e _ ] tg x 
ee? ¥en) © slog(a- 4) 2 ypea ee ay 
fir «0. Es wird 
, sin ¥ sO —=60 i 
ite laa = pine =1, lim Lak ery 
es 1 Ete x 1 : 
: e2a __ | : Qera 
lim —.——, = lim ——-=2 
x0 108 (1 + 4) 02 U : 
l+x 
2 a 
tie a Se ore lim (2t eas 
Mm == =~ = = = 1m a6 7 — ~2 — 
4390 Jl—#2—1 x—>O0 na ed x—>0 2 ey i 2 Ue 
Vi—# 


1) Diese Wendung unserer Regel hat den Vorteil, da8 bei ihr von der Existenz 
der Ableitung im Punkte x = a selbst kein Gebrauch gemacht wird; ferner um- 
faBt man so auch den Fall mit, da8 (a) nur fiir x => a definiert ist und daB man 
also nur von einer Seite her den Grenziibergang x — a oder h > 0 zu machen hat. 
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Ich bemerke ferner, da8 auch andere sog. unbestimmte Formen 
sich genau auf unseren Fall zuriickfiithren lassen. Z. B. erscheint der 


Grenzwert von 


tee. x ; 
Sate a fiir x + 0 als Grenzwert der Differenz zweier 
Ausdriicke, die beide unendlich werden, als eine ,,unbestimmte“ Form 
co— co. Durch die Umformung 


1 1 #—sin* 


sin ¥ #6 2o Sitio 39 


gelangen wir sofort zu einem Ausdruck, dessen Grenzwert fiir «+ 0 
wir durch unsere Regel als 
1—cos * : sin ¥ 


230% COS # + sin + Ply 


DICOSH EV SLIT, 


bestimmen. 


§ 4. Das Problem der Interpolation und sein 
Zusammenhang mit der Taylorschen Formel. 


Die Taylorsche Formel JaBt sich als Grenzfall einer allgemeinen 
Interpolationsformel auffassen, welche uns nicht nur einen genaueren 
Einblick in das Wesen der Taylorschen Formel geben wird, sondern 
auch an und fiir sich eine groBe theoretische und praktische Bedeutung 
besitzt. Ich méchte auf diese Dinge hier um so lieber kurz eingehen, 
als sie in den iiblichen Darstellungen gewohnlich vernachlassigt werden. 


1. Problemstellung und Vorbemerkungen. 


Wir gehen von folgender Aufgabe aus: Ein Polynom, d. h. eine ganze 
rationale Funktion g(x) von (héchstens) m-tem Grade soll so bestimmt 
werden, daB es an 2 + 1 verschiedenen gegebenen Stellen %9, %1,..., %» 
bzw. die +1 gegebenen Werte fo, /,,...,/, annimmt, so da8 also 


P(%)=fo. P(%)=Hhs---, Pn) =fn 


wird. Dabei ist es bequem, sich die gegebenen Werte /; als diejenigen 
Werte einer gegebenen Funktion /(x) vorzustellen, die in den Punkten 
4% = %, angenommen werden, d.h. /, =/(x,) zu setzen. Wir werden 
dann das Polynom (x) oder ,,(x) das Interpolationspolynom n-ten 
Grades der Funktion f(x) fiir die Stellen %o, %1,..., %, mennen. 

Ich bemerke zuerst, daB es héchstens ein einziges solches Polynom 
n-ten Grades geben kann. Haben wir namlich in p(x) und p(x) zwei 
solche Polynome vor uns, so ist ihre Differenz D(x) = (x) — p(x) 
ea ae ei a eet nc ein Inj) deny Punkten) 47)... %,_ VeI- 
schwindendes Polynom m-ten Grades, also nach einem bekannten Satze 
der Algebra 


TD 0G) ae, (iy)! (Xia g) te (eX): 
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Da aber auch D(x.) = 0 ist, also 
Cy (Hy — %) (Xo — %a) °° *(%p — +n) — 0 


gilt, so folgt (da die Werte %o, %1,..., %, nach Voraussetzung samtlich 
verschieden sind), daB die Konstante cy verschwindet und somit D (x) 
ein Polynom mit verschwindenden Koeffizienten ist. Damit ist die 
Eindeutigkeit der interpolierenden Funktion und ihrer Koeffizienten 
gesichert. 

Wir kénnen im iibrigen die eindeutige Bestimmtheit des Inter- 
polationspolynomes noch auf eine andere unmittelbar an den Begriff 
des Differentialquotienten anschlieBende Methode beweisen, welche auf 
dem allgemeinen Satz von Rolle beruht: Wenn eine in einem Inter- 
vall mit stetigen A bleitungen bis zur n-ten Ordnung versehene Funktion F (x) 
in mindestens n +- 1 Stellen %9, X1,.. +, X» des Intervalles verschwindet, so 
gibt es im Innern des Intervalles sicherlich eine Stelle &, fiir welche 
F( (&) = 0 ist, d.h. fiir welche die n-te Ableitung Null wird. Der Beweis 
dieses Hilfssatzes ergibt sich einfach folgendermafen. Denken wir uns 
die Stellen %», x,,..., #, nach wachsender GréBe geordnet. Dann muB 
nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung die erste Ab- 
leitung F’ (x) in jedem der m Teilintervalle mindestens einmal verschwin- 
den. Dieselbe Betrachtung fiir die Funktion F’ (x) und fiir die Inter- 
valle zwischen ihren Nullstellen ergibt das Vorhandensein von 
n—1 Stellen, fiir welche die zweite Ableitung F’’ (x) verschwindet; 
indem man so weiter schlieBt, gelangt man unmittelbar zu dem behaup- 
teten Ergebnis. 

Wenden wir diesen Satz auf die Differenz F (x) = D(x) = p(x) — p(x) 
an, welche ja nach Voraussetzung an + 1 Stellen verschwindet, so 
folgt das Verschwinden der n-ten Ableitung D‘™(€) an einer Stelle & 
des Intervalles. Diese n-te Ableitung aber ist gerade m! cy. Es ist 
also co = 0, d. h. die Differenz ist ein Polynom vom (m — 1)-ten Grade, 
das in unseren 7 + 1 Stellen verschwindet. In derselben Weise erkennen 
wir, indem wir auf dieses Polynom den Rolleschen Satz anwenden, 
daB c, = 0 ist, und so fortfahrend, daB® auch alle anderen Koeffizienten 
des Polynomes D(x) verschwinden, was die behauptete Eindeutigkeit 
ausdriickt. 


2. Konstruktion der Lésung. Die Steigungen einer Funktion. 
Die Newtonsche Interpolationsformel. 


Wir gehen nun an die Aufgabe, ein Polynom n-ten Grades p(x) zu 
bilden, fiir welches die Gleichungen (x9) = fo, . . ., P(X») = fy erfillt 
sind. Um dieses Polynom schrittweise aufzubauen, gehen wir von 
der Konstante /, aus, einem Polynom ,,0-ten Grades‘‘, das iiberall, 
also auch fiir x = x») den Wert fp = A, annimmt. Zu ihm addieren wir 
ein Polynom ersten Grades, welches fiir x — X) verschwindet, also die 
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Form A,(x— x9) besitzt, und bestimmen A, so, daB die Summe auch 
noch fiir x = x, den richtigen Wert /, erhalt. Das entstehende Polynom 
ersten Grades nennen wir y, (x). Weiter addieren wir zu ¢, (x) ein Poly- 
nom zweiten Grades, welches fiir » = %) und x = x, verschwindet, 
also die Form A,(% — x») (x — x,) besitzt, dessen Hinzufiigung an diesen 
beiden Stellen also nichts mehr andert, bei dem wir jedoch den Faktor A, 
so bestimmen, daB das entstehende Polynom zweiten Grades g(x) auch 
noch fiir x = x, den richtigen Wert /, erhalt usw. Wir schreiben dem- 
gemaB 

P(%) = Pn (*) = Ag +A, (%—%q) + Ap (%—%q) (4H) F202 + Ay, (%—%p)* “(HK n_-1) 
und, wie ich gleich hinzufiige, daher 

P(%) = Pn (*) + Ry (%) , 


wobei Fk, (*) ein Rest ist, der jedenfalls an den Stellen x = x, (¢ = 0, 


1, ..., m) verschwindet. Allgemein setzen wir fiir » < n 
f(x) = 9, (x) + R, (x), 
wo dann der Rest R,(x%) an den Stellen x), %,, ..., %, verschwindet. 
Um den Koeffizienten A; und den Rest iibersichtlich auszudriicken, 

denken wir uns zunachst aus R den Faktor (*— x9) (x—%,)---(*— %,) 
herausgezogen und schreiben demgema8 

Cena ae Neer (iW, NT (My Arne sry Xo) 
oder 

f(x) a Py (x) i (% — %o) a ES Or Kah f (Xs 2, F099 %q) « 
Dabei ist /(%, %,, ..., %9) eine Funktion von x, welche auBerdem noch 
vow der Lagerder Stellen’ %,, 4, 7,..-4% und den Punktionswerten 


{(x,),..-, f(%9), abhangt. Sie ist zunachst lediglich indirekt durch die 
obige Gleichung definiert ; wir werden sie jedoch gleich direkt berechnen. 
Zunachst beachten wir, daB nach Definition 


f(x) aa Py (%) Se Ana (ah %q) oF ites (2) =e ae 
ist, wo die Punkte Glieder bezeichnen, welche fiir x = x; (1 =0,1,..., 


y + 1) verschwinden. Setzen wir also = %,,, ein, so erhalten wir 
durch Vergleich mit der obigen Definitionsgleichung 


Aya oa LAC rene Nyy 2 64 %q)- 
Man erkennt somit, daB allgemein die Gleichungen 
Ay =] (%); A=} (*1, Xo). A,=1}(%2, *y, Ko)s s+e5 A,=f(%n> Nn—yrs0%) %q) 


bestehen. Die Lésung unserer Interpolationsaufgabe wird also durch 
die folgende nach Newton genannte Interpolationsformel gegeben 
Pr(X) = f (%) +f (%1.%p) (% — 4%) Het f(A» +1 %o) (4% — Xo) (% — Hy) +++ (% — %qy_4)- 
Um nun die Koeffizienten A, sukzessive zu berechnen, schreiben 
wir einerseits 


f(%) = P»—1(%) +f (%», Ny —1y)+0%5 Xo) (4—%q) +++ (X¥—Hy—1) +7 (%, Nyy os Xo) (H—=%o)°**(4—%,), 
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andererseits 
} (x) = Oy (8) LH, He 1 Xo) 2) ee 
und erhalten durch beara hte sofort 
Oe Mae AN) == ie U( KEE Ne (Le eee eee jae 


Somit ergibt sich fiir unsere Koeffizienten, die sog. Steigungen der 


Funktion f(x) fiir die Stellen x), ..., %,, das folgende System von 
Rekursionsformeln: 

fap ied =f (01s X5) erste Steigung 
ie “e = us) = TNs oro) zweite Steigung 
Hig: 41» “= at akg) ACP ree men dritte Steigung 


Die Steigungen besitzen eine wichtige Eigenschaft: Die n-te Stergung 
{(%n»--+,%) andert sich nicht, wenn man die Argumente Xo,..., Xn 
irgendwie untereinander vertauscht. Oder, wie man auch sagt, die -te 
Steigung ist ein symmetrischer Ausdruck in ihren n + 1 Indizes. Der 
Beweis hierfiir ergibt sich sofort aus unserem in Nr. 1 bewiesenen 
Eindeutigkeitssatz. Denn der Ausdruck /(%,,...,%9) erscheint als 
der Koeffizient der héchsten Potenz x” in unserem Interpolations- 
polynom, und dieses Interpolationspolynom, also auch sein héchster 
Koeffizient, bleibt nach dem Eindeutigkeitssatz immer dasselbe, gleich- 
giiltig, in welcher Reihenfolge man die Stellen %o, x1, ..., ¥, hinschreibt. 

Um die Steigungen iibersichtlich explizit auszudriicken, beachten 
wir, daB die y-te Steigung offenbar eine lineare Kombination der 
Funktionswerte fp, f;, ..., f, ist, und da8 insbesondere 


tie Xn—1s ++) Xo) = Colo a3 Ch, a eee =f Ce i 


gelten muB, wo die Koeffizienten c; nur noch von den Stellen 9, x,,..., 
%p, aber nicht von den fo,...,/, abhangen; wegen der Symmetrie 
muB sich c; mit c¢, vertauschen, wenn man x; mit x, vertauscht. Nun 
ist, wenn wir die Interpolationsformel fiir « = x, anwenden: 


n= Ag+ + + An 3 (%n—%o) *** (%p—H%n—9) \AT (Xn » % n—19+++>Xo) (%n—%q) *** (%p—%y—3). 


Beachten wir, daB in den Koeffizienten Ay, ..., A,_ 1 die GrdBe f, 
nirgends auftritt, so folgt hieraus 


a 


(4%, — %)-+ + (4, — Xn =a) ie 
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wo die Punkte Glieder bedeuten, in denen f,, nicht vorkommt. Also ist 
1 


tees (%n —%o) ++ (%,—%n—1) und wir haben somit wegen der 
Symmetrie in 
ilep fhe 
Kee ial - Soe Nh gn ee eee eee 
H( ee a eee, Ay, 7) 


den gesuchten expliziten Ausdruck fiir die n-te Steigung gefunden. 
Ein einfacher Spezialfall der Newtonschen Formel ergibt sich, wenn 
die Punkte %,..., *, 4quidistant liegen, d. h. wenn 
Ny =X + vh, DSN ce He 
ist. Dann sind die Steigungen bis auf konstante Faktoren die Diffe- 


Vv 


: A 
renzenquotienten i 


der Funktion /(x).1) Es ist namlich, wenn man 


hy 
die Symmetrie der Steigungen beachtet, nach der Formel auf S. 270 
hh fo ad A'fy 
one ia) == ip oa phe 5) 
oa __ f(%a.%1) — fo. %1) _ A44 —Alfy 1 A* fy 
De iad Xa Mya) peg = 4 2h Ole tae 
One ven 7 ae easy ae nn By core ad ¥n-1) 
LN er O. 
= 4a» ¥n-11 ++ %y) — f(¥n-1) ¥n-2> +++ Xo) 
n-h 


“tg JANI NGG as APO Ni Ai, 


 aehe(n —1)!-h™-1 nl ehn” 


Setzen wir, indem wir statt x durch die Gleichung x — x) = 7h eine 
neue Variable ¢ einfiihren, zur Abkiirzung wie friiher 
(?) Bee (a) 


v y! 


5) 


(allgemeine Binomialkoeffizienten), so nimmt unser Interpolations- 
polynom die einfache Gestalt 


P(X) = Pn (*) = fot () aut h- () set [eel (") os hn 


an. 


8. Zusammenhang zwischen Steigungen und Ableitungen. 
Restabschatzungen. 


Bisher war es fiir unsere Uberlegungen im Grunde gleichgiitig, 
wie die Werte fy, f,,---f/n gegeben waren. Sind diese Werte z. B. 


1) Mit Hilfe der Binomialkoeffizienten laBt sich die y-te Differenz A” /, folgender- 
maBen schreiben 


AV? ie — fy = ee jp -b ies SE cop 4E (= ip ? 


wie man leicht durch den SchluB von m auf m + 1 beweist. 
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durch physikalische Messungen gewonnen, so wird durch die Kon- 
struktion des Polynomes g(x) unsere Interpolationsaufgabe vollig gelést 
sein; wir haben dann in q(«) eine moglichst einfache Funktion, welche 
an den vorgegebenen Stellen die vorgegebenen Werte annimmt. Ist 
jedoch von vornherein die Funktion f(«) gegeben, so entsteht ein neues 
Problem, namlich das Problem, die Differenz R(x) = /(x) — p(x), den 
Fehler’ bei der Interpolation, abzuschaétzen. Zunachst wissen wir 
nur, daB die » +1 Werte R(x), R(x,),..-, R(%,) samtlich ver- 
schwinden. Um mehr aussagen zu kénnen, miissen wir von der Funk- 
tion f(x) und damit von R(x) weitere Voraussetzungen machen. Wir 
nehmen an, da8 /(x) in dem betrachteten Intervalle stetige Ableitungen 
bis mindestens zur 2 + 1-ten Ordnung besitzt. 

Unter dieser Voraussetzung beweisen wir zunachst einen auch an 
sich wichtigen Hilfssatz iiber den Zusammenhang zwischen Steigungen 
und Ableitungen: Es ist 
1 


n! 


fOrsy, 


wo & einen Zwischenwert zwischen dem grodBten und dem kleinsten 
unter den Werten x bedeutet. Nach dem in Nr. 1 bewiesenen Satz von 
Rolle gibt es naémlich einen solchen Zwischenwert ¢&, fiir welchen 


Re) (E) = f™(E) — w™(E) =0. 


Nunist die m-te Ableitung des Polynomes ¢, («) gerade gleich! (%9,...,%,); 
es ergibt sich daher sofort / (&)— un! (xo, ..., %,) = 0. 

Der gefundene Zusammenhang zeigt uns sofort weiter: Wenn alle 
n-+ 1 Stellen %9,...,%, in eine Stelle a zusammenriicken, so strebt die 
durch {(%o,...,%») definierte Steigung gegen den durch n! dividierten 
n-ten Differentialquotienten, und insbesondere gilt dies in dem speziellen 
Falle, wo statt der Steigung der Differenzenquotient genommen wird. 

Mit Hilfe des gewonnenen Resultates erhalten wir nunmehr sehr 
leicht auch eine Restabschatzung fiir den bei der Interpolation einer 
beliebigen Funktion /(x) begangenen Fehler R(x). Da dieser Rest an 
den Stellen %, %1,..., %, verschwindet, so lag es nahe, ihn in der 
Form 


f (Bop Xn) = 


R (x) = A(x — x4) (x — x) ++ > (x—x,) 


zu schreiben; die Aufmerksamkeit ist nunmehr auf die Bestimmung 
des von den GréBen x und %, %4,...) Xn abhangenden Koeffizienten A 
zu richten. Die Betrachtungen von Nr. 2 ergaben fiir A den Ausdruck 


AST eee eee 
Der Koeffizient A ist also eine Steigung fiir die » + 2 Argumente 
%, Xq, %y,..+,%_. Da wir voraussetzen, daB unsere Funktion }(x) 
stetige Ableitungen bis mindestens zur ( + 1)-ten Ordnung besitzt, so 
ergibt sich nunmehr nach unserem gefundenen Satz iiber den Zusammen- 


§ 4. Das Interpolationsproblem. OTe 


hang von Steigung und Differentialquotient die Restdarstellung 


I 
A Coca fm+0(€), 
__ (% — %) (% — #1)... (# — *,,) . 
NACA) : — (n +0 aaa i‘ tc) ? 
wo € einen im iibrigen nicht naher festzulegenden Zwischenwert zwischen 
dem= stellen 75) 47, 4, -) ©, bedeutet, 


Damit ist das allgemeine Problem der Interpolation einer gegebenen 
Funktion vollstandig gelést. Zugleich erkennen wir, daB unsere Interpola- 
tionsformel, wenn alle Stellen %9, %,,..., %, in eine und dieselbe Stelle, 
etwa in den Nullpunkt hineinriicken, Glied fiir Glied in die Taylor- 
sche Formel mit der Lagrangeschen Form des Restgliedes iibergeht. 
Die Taylorsche Formel ist also als ein Grenzfall der Newtonschen Inter- 
polationsformel anzusehen. 

Durch diese Formel erhalt die in der Geometrie iibliche Sprechweise 
einen prazisen Sinn: Die Schmiegungsparabel, welche eine gegebene 
Kurve in einem Punkte von der x-ten Ordnung beriihrt, hat in 
diesem Punkte 2 + 1 ,,zusammenfallende“ Schnitthunkte mit der ge- 
gebenen Kurve gemeinsam. Wir erhalten namlich diese Schmiegungs- 
parabel ohne weiteres, indem wir die Parabel zunachst durch n + 1 
verschiedene Punkte legen und diese Punkte dann alle zusammenriicken 
lassen. Ganz Ahnliches gilt bei der Oskulation beliebiger Kurven. 
Z. B. ist der Kriimmungskrets gerade derjenige Kreis, welcher mit einer 
gegebenen Kurve drer zusammenfallende Schnittpunkte besitzt. 

Man wird die Interpolationsformeln stets dann anzuwenden haben, 
wenn man eine Funktion, deren Werte man in gewissen Stellen 
kennt, in dem Zwischengebiete dieser Stellen mit einigermaBen iiber- 
all gleich guter Anndherung darstellen will. Wenn die Stelle x auBer- 
halbedes Zwischensebietes=der Stellen #5, 4%;,.. ., ¥, Hegt; so spricht 
man von einer Extrapolation. Man wird bei einer solchen Extra- 
polation um so weniger auf gute Ubereinstimmung rechnen kénnen, 
je weiter sich die Stelle « von dem Zwischengebiet entfernt. Bei der 
Taylorschen Formel haben wir es gewissermaBen mit einer vollstan- 
digen Extrapolation zu tun, und dies ist der Grund dafiir, daB die 
Taylorsche Formel tatsachlich haufig nur zu einer Darstellung der Funk- 
tion in der unmittelbaren Umgebung einer Stelle a geeignet ist. 


4. Die Interpolationsformel von Lagrange. 


Zam Schlu8 mdédchte ich die Interpolationsformel noch in eine 
etwas andere Gestalt bringen, die gewéhnlich nach Lagrange bezeichnet 
wird und welche sich von der Newtonschen Interpolationsformel nur 
dadurch unterscheidet, daB die einzelnen Glieder nicht nach den Diffe- 
renzenprodukten, sondern nach den Funktionswerten /, selbst geordnet 
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sind. Wir gelangen zu dieser umgeformten Interpolationsformel, wenn 
wir von unserem expliziten Ausdruck fiir die Steigung ausgehen: 


t (%) ae 1(*%1) = ; 
I (%o, 8 Xn) oF (% Bar, enon Gees Hn) (4 — %) (4%; — %2) - °° (41 — ¥n) 
Looe 
DUET sta et Ne EE 
Wenden wir diese Darstellung auf die Steigung /(%, Mos Den eadesaeet 
mit einer verdnderlichen Stelle x an, so erhalten wir 
f f(*) | pu t(%) x ore 
CE PCHRD eel rerscerrn prem OC 
t(*n) 


Te eg Aly = Ay) Fn Faas 
Zur Abkiirzung fiihren wir nun den Ausdruck 

p(X) == (%— Hq) (% — Hy) = (4 — X_) 
ein; er ist eine zugleich mit den Stellen x, gegebene ganze rationale 
Funktion (mz + 1)-ten Grades, Differenzieren wir nach der Produkt- 


regel und setzen dann fiir x einen der Werte %o,..., ¥, ein, so erhalten 
wir die Beziehungen 


y’ (%) = (%o — #1) (%o— %2) °° * (Xo — Xn) 

W’ (%y) = (%»— X%q) + + + (Hy — Hy —1) (%y~— Hy 4.1) (%—%,) (lLsSvsin—]) 
YP" (%n) = (%n — Xo) (%n— %1) *** (%n— %n—1)- 

Nunmehr k6énnen wir unsere obige Darstellungsformel fiir f(x, x9, . . ., %») 


nach /(x) aufl6sen und gewinnen sofort 


ES fos (eh a) Ti) See aT ae 
f(x) p(x) T T (x — Xn)’ (¥n) J + K; 


\(e = 40) ¥’(%) © = a4) 9’ (4) 
wo das Restglied 
1G APN Cay dee ae irs Sue On| 


das selbe wie in der Newtonschen Formel ist. Diese Formel ist die 
Interpolationsformel von Lagrange. Sie stellt uns bis auf das Restglied R 
die Funktion f(x) als eine lineare Kombination der Funktionswerte 
{(%o), f(%1), ... dar, mit Koeffizienten, die wir aus der Kenntnis der 
Stellen x%), %,, ..., *, sofort berechnen kénnen. 

Zu dieser Lagrangeschen Darstellung des n-ten Interpolations- 
polynomes kénnen wir auch ohne den Umweg iiber die Newtonsche 
Formel, sogar leichter, gelangen. Wir brauchen nur von der Bemerkung 


see daB ea ( 
im Punkte « = x, den Wert 1, in den iibrigen vorgegebenen Punkten x, 
dagegen den Wert Null annimmt. Dann ist sofort klar, daB der obige 


Ausdruck das gewiinschte Interpolationspolynom darstellt. 


ae eine Funktion mu-ten Grades ist, welche 
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Exkurs uber numerische Methoden. 


Vorbemerkungen. 


Wer die Analysis als Instrument zur Behandlung physikalischer 
oder technischer Erscheinungen verwenden soll, steht vor der Frage, 
ob und wie sich aus den theoretischen Einsichten praktische Hilfsmittel 
zur wirklichen numerischen Ausfiihrung der Rechnungen ergeben. 
Aber diese Frage besitzt auch vom Standpunkt des Theoretikers, der 
nicht die Natur beherrschen, sondern Zusammenhange erkennen 
will, ein kaum geringeres Interesse. Hinsichtlich einer systematischen 
Behandlung numerischer Methoden muB ich auf spezielle Darstellungen 
verweisent)., Hier kann ich nur nebeneinander einige besonders wichtige 
mehr oder weniger unmittelbar an das Vorangehende ankniipfende 
Punkte behandeln. Dabei hebe ich grundsatzlich hervor, daB jede 
genaherte Berechnung erst dann einen prazisen Sinn besitzt, wenn sie 
durch eine Abschatzung des begangenen Fehlers erganzt wird, wenn 
man also bei ihr eine Sicherheit fiir den Grad der erreichten Genauigkeit 
gewonnen hat. 


§ 1. Numerische Integration. 


Wir haben gesehen, da sich schon verhaltnismaBig einfache Funk- 
tionen f(x) nicht mehr mit Hilfe der elementaren Funktionen integrieren 
lassen und da das Bestreben der Integralrechnung nicht auf ein 
solches prinzipiell unerreichbares Ziel gerichtet sein kann. Anderer- 
seits existiert doch das bestimmte Integral einer stetigen Funktion, 
und es ergibt sich daher die Aufgabe, Methoden zu seiner numerischen 
Berechnung zu finden. Die einfachsten und nachstliegendsten dieser 
Methoden will ich hier an Hand der geometrischen Anschauung be- 
sprechen und dann auf die Fehlerabschatzung eingehen. 


b 
Es handelt sich um die Berechnung des Integrales J = f f(x) (hes. 


a 
Wir denken uns das Integrationsintervall in  gleiche Teile von der 
b—a 


Lange h = eingeteilt und bezeichnen die Teilpunkte mit %)=a, 
%,=ath,...,%, =, die Funktionswerte in den Teilpunkten mit 
fo» fy» - +» fy, und entsprechend auch die Funktionswerte in den Mittel- 


punkten der Intervalle mit fi, fs,..., fen—1. 
2 2 2 


1) Vel. etwa Runge-Kénig, Vorlesungen iiber numerisches Rechnen, 
Berlin 1924 und Whittaker-Robinson, The Calculus of Observations, 
London 1926. 

18* 
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Unser Integral deuten wir als Flacheninhalt und zerschneiden 
das Flichenstiick nach der iiblichen Art in Streifen der Breite h. Es 
kommt jetzt nur noch darauf an, fiir jeden solchen Streifeninhalt eine 
Annaherung zu erhalten, d.h. die Integrale 

xy +h 


J» == Si(ajax 


angendhert zu berechnen. 


1. Rechtecksregel. 


Die roheste und nachstliegende Methode zur angenaherten Berech- 
nung von J kniipft unmittelbar an die Integraldefinition an; wir ersetzen 
nimlich einfach den Inhalt des Streifens J, durch den Rechtecks- 
inhalt /, und erhalten dann fiir das Integral J die angenaherte Dar- 
stellung !) 

JER tha: : ee) S 


2. Trapezformel und Tangentenformel. 


Eine feinere Annaherung bei demselben Aufwand an Rechnung 
erhalten wir, wenn wir den Streifeninhalt J, nicht durch den obigen 
Rechtecksinhalt, sondern durch das in Figur 100 gezeichnete Trapez mit 


dem Flacheninhalt a (f/f, + fy4i)/% ersetzen. Fiir das ganze Integral 


ergibt sich dann die angenaherte Darstellung (Tvapezformel) 


LRA Tat 4 fugly Uo bial 
da bei Addition der Trapezinhalte jeder Funktionswert auBer dem ersten 
und letzten zweimal vor- 
kommt. 

Noch etwas besser wird 
die Annaherung im allge- 
meinen, wenn wir nicht 
das von der Sehne AB 
begrenzte Trapez als An- 
naherung des Streifenin- 
halts /, wahlen, sondern 
dasjenige Trapez, welches 
von der Tangente an die 
Kurve im Punkte mit der 


Fig. 100. 


; h 
Abszisse * = %, + a3 nach 


oben begrenzt wird. Der Inhalt dieses Trapezes ist einfach hfv+4 


) Das Zeichen - bedeutet hier und im folgenden: ,,angenahert gleich‘, 
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und wir erhalten also fiir das gesamte Integral die Annaherung 


Jah (+ ee oe :), 


2 2 


2 2 


die Tangentenformel. 


3. Die Simpsonsche Regel. 


Zu einer im allgemeinen noch sehr viel genaueren numerischen 
Berechnung bei kaum gréSerer Miihe gelangen wir nach der Simpson- 
schen Regel. Diese beruht 
darauf, daB man den Inhalt YN 
J, +Jy41 eines Doppel- 
streifens zwischen den Ab- 
szissen*% =x, unds =%7,+2h 
= Were perecnnet, indent 
man ihn nach -oben zu 
nicht mehr geradlinig, son- 
dern durch eine Parabel be- 
grenzt; und zwar durch ? Xp Leap Bap 
diejenige Parabel, welche Fig. 101. 
durchadie sidrei’ Kurvert- 
punkte mit den Abszissen %,, %4 1 = 4%, +h, % 19 = % + 2h geht 
(vgl. Fig. 101). Die Gleichung dieser Parabel ist (nach der Newton- 
schen Interpolationsformel, S. 271) 


en ee) hee on : 
Nei ty | ( ye ne i | (* x. Ie x 1) ee, 


> 
x 


Integrieren wir diese ganze Funktion zweiten Grades zwischen den 
Grenzen x, und x, + 2h, so ergibt sich nach kurzer Rechnung als 
Flacheninhalt unterhalb des Parabelstiickes der Ausdruck 


x, + 2h 
Z 8, 2h 


J vax = 2hip 20 pet — |) (fr4+2—2fp4i1th) 


= ai Afy44 + fy 4.2) : 


Dieser stellt also die gesuchte Annaherung an unseren Streifeninhalt 
Joe) ye) dar: 

Setzen wir nun voraus, daB n = 2m eine gerade Zahl ist, so erhalten 
wir durch Addition solcher Streifeninhalte fiir das ganze Intervall die 
Simpsonsche Naherungsdarstellung 


Fes a+ ht: + femal ty lat htt fama) +5 (lot fan - 
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4. Beispiele. 


9 
a 


ax 
Wir wollen diese Methoden anwenden, um log 2 =(= zu be- 


1 
rechnen, Zerlegen wir das Intervall von 0 bis 1 in zehn gleiche Teile, 


so wird h = He und wir erhalten zunachst nach der Trapezformel 


10 
= thi f, = 9,90909 
lee fe = 0,83333 
Fas 8} fz = 0,76923 
ee: fa = 0,71429 
ane fs = 0,66667 
ce fe = 0,625 
=e fy = 0,58824 
Sys Myo) fg = 0,55556 
ty == ALY ig = 0, D203L 
Summe 6,18772 
xo = 1,0 4fo == (ie) 
LP OU) thio = 0,25 
1 
6,93772-7 5 


log 2 - 0,69377 


Dieser Wert ist zu groB, wie es auch der Umstand erwarten lieB, daB 
die Kurve der x-Achse ihre konvexe Seite zuwendet. 
Nach der Tangentenregel folgt 


xo + th = 1,05 fa = 0,95238 
my4+hh=115 fs =0,86057 
#, + th = 1,25 fs. = 0,8 

yt thee 1 36 j2 =0,74074 
t,+4h = 1,45 fo = 0,68966 
t, + 4h = 1,55 fur = 0,64516 
Re eae fs = 0,60606 
a, + th == 1,75 fs = 0,57143 
ve + th = 1,85 fiz = 0,54054 
t+ th = 1,95 fas = 0,51282 


1 
2 pe 
6,92836 10 
log 2A 0,69284 


Wegen der Konvexitat der Kurve ist dieser Wert zu klein. 
Das genaueste Resultat erzielen wir bei der gleichen Intervall- 
einteilung vermége der Simpsonschen Regel. Wir erhalten: 
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oe = hl f, = 0,90909 Ho == 1,2 fo = 0,83333 
Fis ally} fz = 0,76923 4, = 1,4 fa = 0,71429 
t= Lo fs = 0,66667 He = 1,6 fe = 0,625 
Ag == 1,7 fr = 0,58824 4, = 18 fs = 0,55556 
%y= 19 = 9,52631 Summe 2,7281822) 
Summe 3,45954.4 mars 5 45636 
13,83816 13,83816 
= 10 Fea l0 
#0 = 2,0 fio 058 
a0 
i Do 
20,79452 30 


Seis tatsachlich 
log 2 = 0,6931472 ... 


5. Fehlerabschatzung. 


In allen unseren Beispielen ist es leicht, eine Fehlerabschatzung zu 
geben, wenn die Ableitungen der Funktion f(x) in ihrem Verlauf be- 


kannt sind, Wir verstehen unter M,, M,, M3,... obere Schranken fiir 
den absoluten Betrag der ersten bzw. zweiten Ableitung usw., d. h. wir 
nehmen an, daB in dem ganzen Intervall | f(x) |< M, Ale Dann 


lauten die Abschatzungsformeln folgendermafen: 
Fiir die Rechtecksregel 


Areal 
\J,—hf,|<M,h? oder |fJ—h Si}, =M,(b—ajh. 
v¥=0 
Fiir die fe ea 
n—1 
\Jo— hhial<s aah Deepa iy eaves a2 (b—a) he. 
»=0 


Fiir die Trapezregel 
hem pleat <TH 


Fiir die Simpsonsche Regel 


h M, . 
ered a beanie 3) | oa 


bzw. die aus den beiden letzten fiir das gesamte Integral J folgenden Ab- 
schatzungen. Wir sehen, dafi die Simpsonsche Kegel einen in / von viel 
hdherer Ordnung kleinen Fehler gibt als die andern Regeln, so daB sie, 
falls nur nicht M, zu groB wird, fiir die wirkliche Rechnung sehr vor- 
teilhaft erscheint. 

Um Sie nicht mit der Durchfiihrung der an sich sehr einfachen 
Beweise fiir unsere Abschatzungen zu ermiiden, begniige ich mich mit 
dem Beweis fiir den Fall der Tangentenformel. Zu diesem Zwecke ent- 
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wickeln wir die Funktion /(«) im v-ten Streifen nach der Taylorschen 


Formel 
h i‘ 7 h 1 h\? a 
f(x%)=f44+ (x—a,—+}f (ay Pay (« — %y st f’(€), 
wo & ein gewisser Zwischenwert in dem Streifen ist. Integrieren wir die 
rechte Seite iiber das Intervall x, << *<x,+h, so gibt das Integral 
des mittleren Gliedes Null. Da, wie Sie leicht nachrechnen, 


fy +h 
iby ere? i hs 

sls yg) A%= 54 
ary 


ist, so folgt nunmehr nach dem Mittelwertsatz sofort 
ty +h 
| ty ahh ee 
Jr) or IP a 294°? 
x 


v 


d.h. unsere Behauptung. 


§ 2. Anwendungen des Mittelwertsatzes und des 
Taylorschen Satzes. 


1. Die ,,Fehlerrechnung“‘. 


In ganz anderer Richtung liegen die numerischen Anwendungen, 
die man von dem Mittelwertsatz oder allgemeiner dem Taylorschen Satz 
mit dem Restgliede oder schlieBlich auch von der unendlichen Taylor- 
schen Reihe macht. Ich betrachte zunachst als ganz einfaches, aber fiir 
die Praxis recht wichtiges Beispiel die Fehlerrechnung. Diese beruht 
auf dem — fiir die ganze Differentialrechnung grundlegenden — Ge- 
danken, daB wir eine differenzierbare Funktion f (x) in der Umgebung 
einer Stelle durch eine lineare Funktion bis auf einen Fehler von kleinerer 
als erster Ordnung oder durch eine quadratische Funktion bis auf einen 
Fehler von kleinerer als zweiter Ordnung ersetzen kénnen usw. Betrach- 
ten wir die lineare Annaherung fiir eine Funktion y = f(x). Ist y + Ay 
= f(x + Ax) =f (* +h), so haben wir nach der Taylorschen Formel 


Ay=hf (+578), 


wo&=x+0h (0< <1) ein Zwischenwert ist, den wir nicht naher 
zu kennen brauchen. Ist h = A x eine kleine GréBe, so diirfen wir das 
zweite Glied vernachliassigen und erhalten 


Ayal (xh. 
Mit anderen Worten: Man ersetzt den Differenzenquotienten angenadhert 


durch den Differentialquotienten, die Differenz angenahert durch ihren 
in / linearen Anteil. 
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Man wendet diese fast selbstverstandliche Betrachtung praktisch 
folgendermaBen an. Es seien zwei physikalische GréBen x und y durch 
eine Beziehung y = f(x) miteinander verkniipft. Dann ist die Frage, 
welchen Einflu8 eine Ungenauigkeit in der Messung von x auf die Be- 
stimmung von y hat. Beobachtet man statt des ,,wahren‘‘ Wertes x 
den ungenauen Wert x + h, so wird der entsprechende y-Wert sich von 
dem wahren Wert y = f(x) um Ay = f(x + h) — f(x) unterscheiden. 
Es wird also angenahert Ay durch die obigen Beziehungen gegeben. 

Am besten verstehen wir die Verwendung dieser Dinge an Hand 
einiger Beispiele. 

1. Beispiel, Tangentenbussole. Bei einer Tangentenbussole 
handelt es sich um die Funktion y = c-tga, wobei « der Ablenkungs- 
winkel der Magnetnadel, c eine Apparatkonstante und y = J die Strom- 
starke ist. Es ergibt sich 


c 


dy 


~ cos? & 


c 


und angenahert Ay - Aw. Die prozentuale Genauigkeit der Mes- 


cos? « 
sung wird durch 
100 A Diy 100c Aa 200 


TS 2 ars Aa 
y c-cos? a-tg a sin 2% 


gegeben. Man erkennt hieraus, daB die prozentuale Genauigkeit még- 
lichst groB wird, d.h. daB einem Fehler der Winkelmessung um die 
GréBe Ax ein méglichst kleiner prozentualer Fehler der Stromstarke- 


bestimmung entspricht, wenn der Winkel « gleich = ,d.h. gleich 45 ° wird. 
Beispielweise sei es méglich, die Tangentenbussole auf halbe Grade 


: 1 
abzulesen, dann ist im BogenmaB gemessen |4a | <a 3 0,01745... 


F Se dD : : 
und die prozentuale Genauigkeit wird 9. Wirdetwa der Winkela = 30° 
1 


abgelesen, wobei sin 2% = 3= z 1573205 4. . wird, so ergibt sich 


: : 1,745 
eine prozentuale Genauigkeit von 2 oa d.h. etwa von 2%. 


2. Beispiel. Ineinem 
Dreieck ABC (vgl. Fi- 
gur 102) seien die Seiten 0 
und c genau gemessen, 
wahrend der Winkela = x 
nur innerhalb einer Feh- 
lergrenze |4x|< 06 ge- 
nau gemessen werden Fig. 102, 
kann. In welchen Fehler- 
grenzen bewegt sich der Wert von J=a= ye 1 ¢2__2bccosa ? 
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Es wird 
1 : 
Aax— besinada,; 


; ae 100Aa_ 100bc . 
die prozentuale Genauigkeit ist also "= 3 sin a Ma. Nehmen 


wir als Zahlenbeispiel 6 = 400m, c = 500m und « = 60°, so ergibt 
sich nach dem Kosinussatze y = a = 458,2576 m und weiter 


Ape Lt 
U4 458,2576 2 


j34 Ks 


bei zehn Bogensekunden Genauigkeit der Messung, d.h. bei 4a = 10” 
= 4848-1078 im BogenmaB ergibt sich 


AawX1,83 cm, 


d.h. eine Genauigkeit von etwa 0,004 %. 

Wollen wir die Genauigkeit weitertreiben, so brauchen wir nur 
statt der Annaherung durch lineare Funktionen nach dem Taylorschen 
Satz durch ein Polynom zweiten oder héheren Grades anzunahern und 
erhalten dadurch ohne weiteres Korrektionen hdherer Ordnung und 
Fehlerabschatzungen, wie Sie selbst des Naheren durchdenken mégen. 


2. Berechnung von a. 


; Sear : il 1 1 : 
Die Leibnizsche Reihe 4 = || a a rene +—---, welche wir 


(sechstes Kapitel, § 2, Nr. 2) aus der Entwicklung des Arcustangens) 
erhalten hatten, ist zur Berechnung von a wegen ihrer langsamen 
Konvergenz ungeeignet. Man kann jedoch durch folgenden Kunstgriff 
zu einer verhaltnismaBig genauen und miihelosen Berechnung von z ge- 

tga+ te B 
: — l—tgatgp 
folgt durch Ubergang zu den Umkehrfunktionen « = arctg u, 6 = arctg v 
die Formel 


langen. Aus dem Additionsgesetz des Tangens tg (x + £) 


Uu U 
arctg “+ arctg v = arctg — gress : 
; 1—uv 
re u + vu : 
Wahlt man nun w und v so, dab >>; = 1 wird, so erhalt man rechts 


den Wert = und kann, wenn w und v kleine Zahlen werden, die linke 
Seite mit Hilfe der uns bekannten Reihenentwicklung leicht berechnen. 


s ; 1 
Setzt man Z. B. mit Euler u = 3, v= = , so erhalt man 


rt 1 il 
1 arctg 3 + arctg 3 : 
1 1 
Ind Pe. eee Ca ae be : : 
ndem man weiter die Gleichung Boi 56 9 beachtet, ergibt sich 


21 
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1 1 1 
arctg 5 = arctg 3 +arctg, also 


ie a 1 

Vides: 2 arctg 3 -++ arctg ce 

eine Formel, mit welcher Vega die Zahl z auf 140 Stellen genau be- 
rechnet hat. 


i! Wt 
ma aS} 
Mit Hilfe der Gleichung 1 — 9 erhalten wir weiter 
40 


re | 1 1 
arctg ya arctg 5 -+- arctg @° 
also 


Biyeg a ah ! 
4 arctg + arctg + 2 arctg 3° 


Diese Darstellung ist auBerordentlich geeignet zur Berechnung von z 
ae x 


a 15 


pitt Hiltesder Keihe arcte 7 == % -. ++; denn wenn wir 


= ; 1 1 hes : ; : 
fiir « die Werte 37 oder 3 einsetzen, erhalten wir schon mit wenigen 


Gliedern eine groBe Genauigkeit, da die Glieder sehr rasch abnehmen. 
Man kann aber, wenn man will, die Genauigkeit noch viel weiter treiben, 
indem man von der Formel 

il 


I 120 il 1 
ier arctg Tis ~ arctg 339 — 4 arctg pe ae arctg 339 


ausgeht, zu der man durch ahnliche Betrachtungen wie oben gelangt. 


8. Berechnung der Logarithmen. 


Zur numerischen Berechnung der Logarithmen formt man zweck- 


Be eo a ; 2 : il 1+ . eo oH 
mafBig die logarithmische Reihe 5 log ;-— = *+-3 +3 +::: (|\¥|<1) 
durch die Substitution 
We ah ge eee 
(he Saree 


um in die Reihe 


1 I 1 1 
log p= 5 log (p iat 9 log (p+ 1)-1 op? —1 | 3 (2p? — 133 tee 


wo dann 2 p21 > 1 oder p?=> 1 ist. Diese letztere Reihe erlaubt 
uns, wenn # eine ganze Zahl ist und wenn —1 und / + I sich in 
kleinere ganze Faktoren zerlegen lassen, den Logarithmus von f durch 
Logarithmen kleinerer Zahlen und eine Reihe darzustellen, deren Glieder 
sehr rasch abnehmen, die sich also mit wenigen Gliedern schon genau 
genug berechnen la8t. Wir kénnen daher aus dieser Reihe sukzessive 
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die Logarithmen aller Primzahlen und somit aller Zahlen berechnen, 
wenn wir nur schon den Wert fiir log 2 zuvor berechnet haben. 

Was die Genauigkeitsbestimmung bei unseren Reihen anbetrifft, 
so wird man zweckmabBigerweise nicht auf die allgemeine Restformel 
zuriickgreifen, sondern vielmehr besser mit Hilfe der geometrischen 
Reihe abschatzen. Fiir den Rest R,, der Reihe, d.h. die Summe der 


é 1 3 : 
Glieder, die auf das Glied np —1)* folgen, ergibt sich 
-. 1 [ i ae oer ea | 
F< Gap ipl + ep ip eee 
1 1 


ne NCF aie OOF et eas 
und diese Formel gibt uns sofort eine Fehlerabschatzung der gewiinschten 
Art. Wir berechnen z. B. log 7, indem wir die ersten vier Glieder der 
Reihe benutzen. Wir finden 
Pl, 2p) sil—9O7, 
Ij veaarl 
97° 3-978 


= —0,01030928..., —_-=0,00000037..., 


3-973 


++. 


log 7 = 2 log 2+ : log 3-4 


2 log 2 = 1,38629436..., -—log3=—0,54930614..., 


also 
log 7 1,94591015 . 


Die Abschatzung des Fehlers ergibt 


1 1 Lo 
973 972 —1 ~ 36-109 ° 


Wir miissen noch beachten, daB jede der vier Zahlen, die wir addiert 


aa 


; ‘ 5 
haben, nur bis auf einen Fehler von Jo» genau angegeben ist, so daB 


die letzte in dem Wert von log7 angegebene Stelle sich noch um 2 
andern kann. In Wirklichkeit ist aber auch die letzte Stelle richtig. 


$ 3. Numerische Auflésung von Gleichungen. 


Zum Schlu8B méchte ich einige Bemerkungen iiber numerische Auf- 
lé6sung von Gleichungen f(x) = 0 hinzufiigen, wobei f (x) nicht not- 
wendig eine ganze rationale Funktion zu sein braucht1). Jedes solche 
numerische Verfahren beruht darauf, daB man von einer schon irgendwie 
bekannten Annaherung «9 an eine der Wurzeln ausgeht und diese weiter 
verbessert. Woher man eine solche erste Anniherung fiir die gesuchte 


') Es handelt sich natiirlich hier immer nur um die Bestimmung reeller 
Wurzeln von f (¥) = 0, 
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Wurzel der Gleichung gefunden hat und wie gut diese Annaherung ist, 
kann dabei dahingestellt bleiben. Man wird sich haufig eine erste An- 
naherung durch eine rohe Uberschlagsbetrachtung verschaffen oder 
besser an Hand einer graphischen Darstellung der Funktion y = f (x) 
durch eine Kurve, deren Schnittpunkte mit der x-Achse uns die gesuchten 
Wurzeln liefern (natiirlich mit einer durch den MaBstab und die Fein- 
heit der Zeichnung bedingten Ungenauigkeit). 


1. Das Verfahren von Newton. 


Auf dem Grundgedanken der Differentialrechnung — Ersetzung 
einer krummen Linie durch eine gerade Linie, die Tangente, in der un- 
mittelbaren Umgebung des Beriihrungspunktes — beruht das folgende 
von Newton herriihrende Verfahren: Hat man einen Naherungswert %o 

. fiir eine Wurzel der Gleichung /(«) = 0, so betrachtet man auf der Kurve 
fiir die Funktion y = f(x) den Punkt mit den Koordinaten x = x, und 
y = f(%9); man versuche sodann, indem man méglichst nahe an der 
Kurve bleibt, in Richtung der Kurve auf den Schnittpunkt mit der 
x-Achse zu zu gehen. Dies wird man, ohne die Kurve einzeln in ihrem 
Verlauf beriicksichtigen zu miissen, am einfachsten dadurch erreichen, 
daB man in Richtung der Tangente wandert. Der Schnittpunkt dieser 
Tangente mit der x-Achse wird dann in seiner Abszisse «, einen neuen, 
unter Umstanden verbesserten Wert fiir die gesuchte Gleichungswurzel 
darstellen. 

Aus Figur 103 ergibt sich vermége an 
der Bedeutung des Differentialquotien- 
ten unmittelbar die Beziehung: 


t(%o) = f' (x) 


By Shi 
und daraus als Formel zur Berechnung 
des neuen Naherungswertes x, die Glei- 
chung 


Rls f(%o) 


MALS AS Ea 


Fig. 103. 


Hat man einen Wert mit Hilfe dieses 

Verfahrens verbessert, so kann man diesen verbesserten Wert wieder 
in einen Wert x, verbessern usw., und das Verfahren wird dann, 
wenn die Kurve die in Figur 103 gezeichnete Gestalt hat, immer 
genauer gegen die gesuchte Lésung konvergieren. 

Die Brauchbarkeit dieses Verfahrens hangt wesentlich von dem 
Verlaufe der Kurve y =f (x) ab. In Figur 103 erkennen wir, da8 das 
Verfahren, wenn man es 6fter wiederholt, mit immer gréBerer Genauig- 
keit gegen die gesuchte Wurzel konvergieren wird. Dies beruht darauf, 
daB der Wert f (x ) positiv ist und daB® die Kurve ihre konvexe Seite 


286 VII. Exkurs iiber numerische Methoden. 


“a 


nach unten zeigt. In Figur 104 jedoch zeigt sich, daf wir bei 
ungeschickter Wahl des Anfangswertes x uns keineswegs mit unserer 
Konstruktion der gesuchten Wurzel nahern werden. Man erkennt 


hieraus, daB man auch bei dieser Newtonschen Methode in jedem 
A Einzelfall besonders 


¥ zu priifen hat, ob bzw. 
mit welcher Genauig- 
keit man die Glei- 
chung schlieBlich tat- 
saichlich geldst hat. 


2. Regula falsi. 


Die Newtonsche 
Methode, bei welcher 
die Tangente an die 
Kurve eine entschei- 
dende Rolle spielte, ist nur der Grenzfall einer alteren Methode, 
die man als Regula falsi bezeichnet und bei welcher die Sekante 
an Stelle der Tangente tritt. Nehmen 
Wir an, wir kennen zwei Punkte %, Vo 
und %,, y, der Kurve y= f(x) in der Nahe 
des gesuchten Durchschnittspunktes mit 
der x-Achse. Ersetzen wir nun die Kurve 
durch die Kurvensekante, welche diese 
beiden Punkte verbindet, so werden wir 
in dem Schnittpunkt dieser Kurven- 
sekante mit der x-Achse einen unter 

Fig. 105. Umstanden verbesserten Naherungswert 

fiir die gesuchte Wurzel der Gleichung 

zu erblicken haben. Ist € die Abszisse dieses Schnittpunktes, so 
ergibt sich aus Figur 105 die Gleichung: 


Fig. 104. 


Beckie os eed: 
1 (%) 1(%) 
und hieraus berechnet man: 
ee Xof (4%) — %1(%9) = Xo (*1) — %of(%o) t Xof(%) — %1f(%) 
f (41) — F(%) (4%) — f(*9) 


oder 
ee f (4%) 


ak oe CARS UTERD 


X1 — Xp 
Diese Formel, welche aus x9 und x, den weiteren Naherungswert & 


bestimmt, nennt man die Regula falsi. Man wird sie mit Vorteil anwenden, 
wenn ein Funktionswert positiv und der andere negativ ist, etwa wie 
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a 


in Figur 105 y) > 0 und y,< 0. Sie wird im iibrigen stets bei Wieder- 
holung zum Ziele fiihren, wenn bei jedem Schritt je ein positiver und 
ein negativer Funktionswert benutzt wird, zwischen denen dann not- 
wendig die gesuchte Wurzel eingegrenzt ist. Die obige Newtonsche 
Formel ergibt sich aus dieser Regula falsi als Grenzfall, wenn wir x, 
gegen %, streben lassen. 


Denn der Nenner des zweiten Gliedes auf der rechten Seite 
strebt, wenn %, gegen %» riickt, wie wir sofort erkennen, tatsdchlich 
gegen ff (%9). 

3. Beispiel. 

Als Beispiel behandeln wir die Gleichung 
: Fi) a3 == OV ie) 

Pui wilde; (%,\—— il, tir 4, == 2, | wird /(%,) == 0,061 7-als 
weiteren Naherungswert erhalten wir 
2°0,06L = 2,1-(— 1) 


f= TH es 2,0943... 
Nun ergibt sich /(€) = — 0,0028064982 ... und wir setzen daher weiter 
im unsere Bormel 7, = € = 2,0943 und +, = 2,1. Es wird dann 
E, = 2,0946 


und es ist f(&,) = 0,00054 155. 
Setzen wir jetzi 4%, == ¢, x, = 4), so erhalten wir 
&, = 2,09455, 


und dieser Wert ist schon recht genau. 


Anhang zum siebenten Kapitel. 
§ 1. Die Stirlingsche Formel. 


In sehr vielen Anwendungen, vor allem in der Statistik und der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung, tritt uns die Notwendigkeit entgegen, fiir 
den Ausdruck m! eine einfache angenaherte Darstellung durch eine 
elementare Funktion von 7 zu besitzen. Einen solchen Ausdruck hefert 
uns der folgende, nach Stirling benannte Satz: Es gilt fiir 7 + 0 


n! 


ri >] 
(ine 2 em” 


und zwar ist genauer 


1 1 
—— nt+— _ : Teen ery 
V2an 26 “<n!<]2an 2% "etn. 


1 
Mit anderen Worten, dae” mit wachsendem u gegen 1 strebt: der Aus- 
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druck n! unterscheidet sich prozentual immer weniger von V2an Wien: 

je gréBer m ist, oder w! ist ,,asymptotisch‘ gleich diesem Ausdruck, und 
1 


zugleich gibt uns der Faktor e*” eine Genauigkeitsschatzung fiir den 
erreichten Grad der 


Annaherung. 

Man wirdauf diese 
merkwiirdige For- 
mel gefiihrt, wenn 
man den Ausdruck 
logn! = log 1- log2 
+....-+-logm unter 
Heranziehung der 
geometrischen Deu- 
tung mit einem In- 
tegral _-vergleicht. 
Wir betrachten 

Fig. 106. namlich die Kurve 

y= loge Tire 2: 

Aus Figur 106 entnehmen wir daher sofort wegen der geometrischen 
Bedeutung des Integrales die doppelte Ungleichung 


log (1 —1)! = log 2+ log3+---+ log (n—1)< flog xdx 
i 


<log 1+ log2+---+logn=logn!. 
Da nun 
flog «dx = x (log x — 1) | =nlogn—n+1, 
1 1 
ist, so ergibt sich 
log (n— 1)!< nlogn—n+1<logn!, 
woraus weiter unmittelbar 
n logn—n-+-1<logn!< (n+ 1) log (n+ 1)—n, 
oder 
en 1 \n+1 
aun aon = a, | — nt a1 3=2 — at 7—nN 
en" e <nl< (n+ 1)"*1e n=anti(y 4 2) en 
: A 1 \n+1 
folgt. Es liegt daher, weil (1 + a gegen e strebt, die Vermutung 
a n+ — 
nahe, da8 m! von der GréBenordnung x 2e-" sein wird. DaB dies in 


der Tat der Fall ist, darin besteht die wesentliche Aussage des Stirling- 
schen Satzes. 
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Um ihn nun nach dieser Vorbetrachtung wirklich zu beweisen, 
haben wir vor allem zu zeigen, daB die Folge der Zahlen 


n! 


n+ 3 
e 


ay, = ; 


n Std 


einem Grenzwert zustrebt. Wir bilden zu diesem Zwecke den Quo- 
tienten 


al 
ap as 
Gan e n 


und von diesem den Logarithmus 


log aa == (n + al log (1 + =) —l. 


Zur Abschatzung dieser GroBe betrachten wir die Hyperbel 7 = my von 


der in Figur 107 das Stiick zwischen den 
Abszissen =n” und €=n-+1 in etwas 
nach der y-Richtung vergréBertem MaBb- 
stabe — gezeichnet ist. Die Kurve ist nach 
unten zu konvex. Der unter der Kurve 
liegende, von den Ordinaten €=2,é =n+1 
und der &-Achse begrenzte Flacheninhalt ist 
also groBer als der entsprechende Flachen- 
inhalt des Trapezes unter der im Punkte 


Fig. 107. 


= 


1 
E=n-+-, also 7 = 


7 gezogenen Tangente und kleiner als der 


n + — 
2 
Flacheninhalt unter der in der Figur gezeichneten Sekante. Da der 
1 
Flacheninhalt unter der Kurve gleich log (7 + 1) — log n = log @ + =) 
ist, so ergibt dies sofort die Beziehung 


Ble Me) oes epee al amas — 


+ 9 n + — 


1 
oder nach Multiplikation mit + > 


1 
o< (nt })loe(1+2)—1<2 (4+ ty)=1, 


und nach Umformung der rechten Seite 


We An 1 iS i ) 
ea > 4 n n+tt/" 
Es ist also 
+($-s43) 
ibe an ae n n+ ; 
Ant+1 
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ad 


Hieraus aber ergibt sich unmittelbar, daB a, mit wachsendem ” gegen 


einen Grenzwert « = lim a, konvergiert, da die Zahlen a, eine monoton 
n—->O 


abnehmende Folge bilden und positiv sind. Schreiben wir die ent- 
sprechenden Beziehungen fiir den Index m + 1,...,™ + k—1 hin und 
multiplizieren, so folgt sogleich 


+(- 1 ) 
a 4\n n+e 


und erst recht 
1 


ee = et” ; 
k 


Ant 
fiir jedes positive, wie groB auch immer gewdhlte k. Es gilt also 
= 
ee ay ose 
a 
Um endlich den Grenzwert «, von dem wir zunachst nur die Exi- 
stenz bewiesen haben, wirklich zu bestimmen, greifen wir auf die im 
vierten Kapitel bewiesene Wallissche Formel bzw. auf die aus ihr 
gefolgerte Formel 
292n 
x =li eee (n!)?22% 


peel. 


arid 


zuriick. Ersetzen wir hier ! durch a,n *e~" und (2m)! durch 


(20+ ) (20+ 3 5) 
Agn2 n e~2", so ergibt sich sofort 


a 2 
" po dd 
Ja =lim —"— = 


n—>CO Agn)2 a J2 


oder —— V 2x. Damit ist die zu Beginn des Paragraphen aufgestellte 
Behauptung vollstandig bewiesen. 

Die Stirlingsche Formel ist — abgesehen von ihrer groBen theoreti- 
schen Bedeutung — ein sehr niitzliches Hilfsmittel, wenn es sich um die 
numerische Berechnung von 2! fiir groBe Werte von  handelt. Man 
braucht dann nicht tatsachlich die ganzen Zahlen miteinander zu multi- 
plizieren, sondern lediglich mit Hilfe der Logarithmentafel den Stirling- 
schen Ausdruck zu berechnen. So wird z. B. fiir m = 10, mit sieben- 
stelligen Logarithmentafeln berechnet, ! 3598700, wahrend der. 
genaue Wert 7! = 3628800 ist. Der prozentuale Fehler ist kaum 5/,%/o. 
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Achtes Kapitel. 


Unendliche Reihen und andere 
Grenzprozesse. 
Vorbemerkungen. 


Die geometrische Reihe, die Taylorsche Reihenentwicklung und 
eine Anzahl spezieller Beispiele, die uns im Verlaufe der Vorlesung 
begegnet sind, legen es nahe, von einem etwas allgemeineren Stand- 
punkte aus diejenigen besonderen Grenzwertbildungen zu studieren, die 
man als unendliche Reihen bezeichnet. Im Prinzip laBt sich jeder 
Grenzwert 

Slim S 
n—>0CO 
als unendliche Reihe schreiben; wir brauchen nur s, = s,_ 11 @ zu 
setzen und s, = a, zu wahlen, dann ist 


SO ta Goel el aie 
und der Wert S erscheint als Grenzwert der Summe s,, aus ” Gliedern. 


Man driickt diese Tatsache aus, indem man sagt: S ist die ,,Summe 
der unendlichen Reihe‘ 
Gy Gg Asa, 

Es ist also eine unendliche Reihe nur eine Form der Darstellung 
eines Grenzwertes derart, daB jeder folgende Naherungswert aus dem 
vorangehenden durch den einfachen ProzeB der Addition eines weiteren 
Reihengliedes entsteht. Das Prinzip der Dezimalbruchentwicklung z. B. 
ist nicht anderes als die Darstellung einer Zahl a in der Form einer un- 
endlichen Reihe der Form a = a, + a, + a, + ---, wobeia, = «,°10-” 
gesetzt ist und «, eine der Zahlen zwischen 0 und 9 bedeutet (dabei ist 
0 <a <1 vorausgesetzt). Da sich jeder Grenzwert in der Form einer 
unendlichen Reihe schreiben la8t, kénnte man eine besondere Be- 
handlung der Reihen fiir tiberfliissig halten; aber es zeigt sich, da 
in vielen Fallen ganz von selbst Grenzwerte sich als unendliche Reihen 
darbieten und daB durch solche Darstellungen besonders einfache Gesetz- 
maBigkeiten hervortreten. Natiirlich wird nicht ede Reihenentwicklung 
iibersichtliche GesetzmaBigkeiten zeigen; z. B. laBt sich zwar die Zahl x 
an und fiir sich durch einen unendlichen Dezimalbruch darstellen; wir 
kennen jedoch kein einfaches Gesetz, welches uns erméglicht, eine be- 
liebige, etwa die 7000. Ziffer dieser Dezimalbruchentwicklung anzugeben ; 
verzichten wir jedoch auf die Darstellung von zw durch einen Dezimal- 
bruch und nehmen wir dafiir etwa die Leibnizsche Reihe, so erhalten wir 
eine Darstellung mit vollstandig tibersichtlichem allgemeinem Bildungs- 


gesetz. 
19% 
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Ganz ahnlich wie fiir unendliche Reihen, bei denen die Annaherung 
an den Grenzwert durch fortwaihrendes Addieren neuer Glieder geschieht, 
liegt der Sachverhalt bei unendlichen Produkten, wo die Annaéherung an 
den Grenzwert durch fortgesetztes Multiplizieren mit weiteren Faktoren 
erfolgt. Im tibrigen werden wir im folgenden nur nebenbei auf unend- 
liche Produkte eingehen kénnen. Der Hauptgegenstand dieses und des 
folgenden Kapitels werden unendliche Reihen sein. 


$1. Die Begriffe Konvergenz und Divergenz. 


1. Grundbegriffe. 


Wir betrachten eine unendliche Reihe, deren ,,allgemeines Glied“ 
wir mit a, bezeichnen!); die Reihe hat dann formal die Gestalt 


ie.8) 
a, t+a,+---= Sa,. 


y= 
Das Summenzeichen bedeutet wie friiher, da$ man fiir v der Reihe nach 
alle Werte 1, 2, 3, ... einsetzen und dann summieren soll. 
Je nachdem nun die ,,n-te Partialsumme* 


7 


Sp = +a, +++: +a, = Da, 
ip 


mit wachsendem m einem Grenzwert 
So =ainis, 
n—>CO 
zustrebt oder nicht, heiBt die Reihe konvergent oder divergent, und im 
ersten Falle nennen wir S die Swmme der Rethe. 
Beispiele fiir konvergente Reihen haben wir vielfach kennen gelernt; 
etwa die geometrische Reihe 1+ q+ 92+ --- mit der Summe 


1 ; : ex 
Raaet falls |qg|<1 ist, die Leibnizsche Reihe, die Reihe fiir log 2 


oder fiir e und andere. 

Das Konvergenzprinzip von Cauchy (vgl. erstes Kap. § 6) sagte 
aus: Fiir die Konvergenz der Rethe ist notwendige und hinreichende 
Bedingung, daB die Zahl 


Sm — Sn =]Angi tangets tam! , 


beliebig klein wird, wenn nur m und n beide hinreichend groB gewdhlt 
werden (m > n). Mit anderen Worten: Konvergenz der Reihe besteht dann 
und nur dann, wenn folgende Bedingung erfiillt ist: Wie klein auch immer 
man eine Genauigkeitsschranke € > 0 vorgibt, es lit sich stets zu ihr 


1) Aus formalen Griinden lassen wir dabei auch zu, daB gewisse der Zahlen 
a, Nullsind. Falls alle a, von einer Zahl N ab, d.h. fiir » > N, verschwinden, 
sprechen wir von einer abbrechenden Reihe. 
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em Index N = N(e) — der im allgemeinen fiir ¢->0 iiber alle Grenzen 
streben wird — derart wahlen, daB der obige Ausdruck |s,,—S,| kleiner 
als € wird, wenn nur zugleich m>N und n>N ist; gleichgiiltig, wie 
wir sonst diese beiden Zahlen m und n wahlen. 

Machen wir uns die Bedeutung des Konvergenzkriteriums z. B. an 


der geometrischen Reihe klar, indem wir speziell g = . setzen. Wahlen 


; I F F ; 
wir € = 75» so brauchen wir nur N = 4 zu wahlen. Es ist namlich 


il 1 1 i 1 It {I 
[Sante on | gmat tea sea ee 92 dio 04t eee eee 
1 i = ; 
und gna ~~ Jo” sobald » => N=85 ist. 


: ; ; 1 
Geben wir als Genauigkeitsschranke ¢ = op a8. so geniigt es, entspre- 


chend fiir N die Zahl 8 zu nehmen, wie Sie leicht nachpriifen werden. 
Selbstverstandlich ist es fiir die Konvergenz einer Reihe eine not- 

wendige Bedingung, dab 

lim a, =0 

n>O 
ist. Denn sonst kann das Konvergenzkriterium gewib nicht erfiillt 
sein. Aber diese notwendige Bedingung ist keineswegs hinreichend fir 
die Konvergenz, vielmehr kann man sehr leicht unendliche Reihen 
angeben, deren allgemeines Glied a, mit wachsendem nu gegen 0 strebt 
und deren Summe nicht existiert, indem die Partialsumme s,, mit wach- 
sendem  tiber alle Grenzen strebt. Ein Beispiel dafiir ist die Reihe 


ho et ee 2s ae 


j2 j3 \2 
bei welcher also das allgemeine Glied durch ‘a gegeben wird. Offen- 
n 
bar ist 
s <a Ee Ba 
"Yn jn Yn } 


Es strebt also bei wachsendem m die n-te Partialsumme iiber alle Grenzen, 
und die Reihe divergiert daher. 
Dasselbe gilt fiir das klassische Beispiel der harmonischen Rethe 


I 1 i 
Liege 3 lig 6 
1 
n+l 
n und m= 2n beliebig groB genommen werden kénnen, divergiert 


also die Reihe, weil das Kriterium von Cauchy nicht erfiillt ist, und zwar 
divergiert die harmonische Reihe offenbar gegen unendlich, da alle 


1 


‘ 1 1 1 
BSMIStIC, fap a5 tis Bi is seo eee tet Da 
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Glieder positiv sind. Hingegen konvergiert die mit abwechselndem 
Vorzeichen aus denselben Zahlen gebildete Reihe 
1 1 1 1 (— = : 
gt c8 ait aces ae ee Ue 
nach dem sechsten Kapitel, S. 250, und besitzt die Summe log 2. 

Die Divergenz einer Reihe braucht sich keineswegs immer 
dadurch auszudriicken, daB s, mit wachsendem m iiber alle Grenzen 
wachst. So sehen wir bei der Reihe 

1—1+1—1+41—1+:-:, 
daB die Partialsumme s,, abwechselnd die Werte 0 und 1 besitzt und 
wegen dieses Hin- und Herpendelns auch keinem bestimmten Grenz- 
wert zustrebt. 

Hinsichtlich der Konvergenz und Divergenz einer unendlichen 
Reihe mache ich noch folgende zwar selbstverstandliche, aber doch 
prinzipiell wichtige Bemerkung: An der Tatsache der Konvergenz und 
Divergenz wird nichts geandert, wenn man zu der Reihe eine end- 
liche Anzahl von Gliedern hinzufiigt oder aus ihr fortnimmt. Es ist 
also hinsichtlich der Frage der Konvergenz und Divergenz ganz gleich- 
giiltig, ob man die Reihe mit einem Glied a, oder erst mit dem Glied a, 
oder a; oder einem beliebigen anderen beginnt. 


2. Absolute und eats Konvergenz. 


ae 


Die Reihe mit den Gliedern 1, = : aA Cee G divergiert, sobald wir 


sie mit positiven, konvergiert, sobald wir sie mit abwechselnden Vor- 
zeichen versehen. Anders liegt es bei der a ee Reihe, wo 


ice) 
fiir |qg|< 1 gleichzeitig mit der Reihe Se Ligh = auch die 
fo) os 
; ‘; : : 1! 
Reihe ey g konvergent ist und die Zahl iy darstellt. 
v¥=0 


Hier kommt ein Unterschied zum Vorschein, den wir ein wenig 
naher betrachten miissen. Bei einer Reihe, deren Glieder sadmtlich 
positiv sind, sind offenbar nur zwei Falle méglich: entweder sie kon- 
vergiert oder ihre Partialsumme s,, strebt mit wachsendem m itiber 
alle Grenzen. Denn die Partialsummen miissen als monoton wach- 
sende Folge konvergieren, sobald sie beschrankt bleiben. Konvergenz 
herrscht dann, wenn die Glieder mit wachsendem m hinreichend rasch 
gegen 0 streben, Divergenz dagegen, wenn sie dies tiberhaupt nicht 
oder zu langsam tun. Bei Reihen aber, deren Glieder teils positives, 
teils negatives Vorzeichen haben, kann die Konvergenz durch den Wechsel 
dieser Vorzeichen erzeugt werden, indem ein zu starkes Anwachsen der 
Partialsummen, welches von den positiven Gliedern herriihrt, durch 
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die negativen Glieder kompensiert wird, so daB schlieBlich doch ein 


bestimmter Grenzwert zustande kommt. 
foe) 
Um diese Tatsache besser zu erfassen, ordnen wir einer Reihe >) Gh 
| Si 
mit positiven und negativen Gliedern die Rethe der Absolutbetrége ihrer 
Glieder zu, d.h. die Reihe 


[o@) 
| | | | | 
Ay| | dy | +++ -=))] ay|.. 
=a 


Konvergiert diese Reihe, so wird bei hinreichend groBem u und m>n 
sicherlich der Ausdruck 


l@ntaltl@nza|+e s+] am | 


beliebig klein sein; es ist daher wegen der Beziehung 


|Anayter tap | a Gp | | 


auch der Ausdruck hier links beliebig klein, und somit konvergiert 


(oe) 
sicherlich auch die urspriingliche Reihe »’a,. Die urspriingliche Reihe 
vy=1 
heiBt in diesem Falle absolut konvergent. Ihre Konvergenz ist durch 
die absolute Kleinheit ihrer Glieder gesichert und besteht unabhangig 
von dem Vorzeichenwechsel. 

Wenn dagegen die Reihe der Absolutglieder divergiert und die 
urspriingliche Reihe doch konvergiert, so nennen wir die urspriingliche 
Reihe bedingt konvergent. Die bedingte Konvergenz ist eine Folge 
der durch den Vorzeichenwechsel sich ergebenden Kompensationen. 

Uber bedingte Konvergenz sei hier nur der folgende haufig 
niitzliche Konvergenzsatz von Leibniz angefiihrt: Wenn die Vorzeichen 
der Rethenglieder abwechseln, und wenn auBerdem der absolute Betrag 
|a,| monoton gegen 0 strebt, d.h. wenn |an,1|< |a,| tst, so Ronvergiert 


co 
die Rethe  }a,. (Beispiel: die Leibnizsche Reihe.) 


y=1 


Um den sehr einfachen Beweis dieser Tatsache zu fiihren, schreiben 

wir unsere Reihe in der Form 
O05 0;— {8 =, 
wo nunmehr alle Glieder 6,, positiv sind und der Bedingung },4;,< 0, 
gentigen. Indem wir die Glieder auf die folgenden beiden Arten zu- 
sammenfassen : 
b, — (dy SAO) es (6, — 4;) as cle 
und 
(6, — by) + (O55> Os) (0;— 56) -+° Me 

erkennen wir sofort, da8 fiir die Teilsummen folgende Beziehungen 
bestehen 
See She Sama > 
Se aN Ok Gy a ee 
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wahrend andererseits Son < Son41 UNA Sen < Sgn—1 ist. Es bilden also 
die ungeraden Teilsummen sj, s3,... eine monoton absteigende Folge, 
die jedenfalls nicht unter den Wert s, herabsinkt; daher muB diese Folge 
einen Grenzwert G besitzen (vgl. erstes Kapitel, § 6); ebenso bilden 
die geraden Teilsummen Sp, $4, Sg, . . . eine monoton aufsteigende Zahlen- 
folge, deren Glieder jedenfalls nicht gréBer als die feste Zahl s,; werden; 
diese Folge muB also ebenfalls einen Grenzwert G’ haben. Da sich nun 
die Zahlen sy, und s,,,,, nur um die bei wachsendem gegen 0 strebende 
Zahl byn41 Voneinander unterscheiden, so miissen die beiden Grenz- 
werte G und G’ einander gleich sein. D. h. sowohl die geraden als auch 
die ungeraden Teilsummen streben 
demselben Grenzwert zu, den wir 
nunmehr mit S_ bezeichnen (vgl. 
Fig. 108). Das aber bedeutet nichts 
anderes als die behauptete Konvergenz unserer Reihe; ihre Summe 
ist gleich S. 

Zum SchluB noch eine allgemeine Bemerkung iiber den grundsatz- 
lichen Unterschied von absolut konvergenten und bedingt konvergenten 
Reihen: Wir bezeichnen die positiven Glieder der von uns betrachteten 


iy 
So Sy 56 599 59 Sr Ss Sy 


Fig. 108. 


foe) 
Reihe D/a, der Reihe nach mit #1, ps, f3,..., die negativen Glieder 
v=1 
mit — q,,—4%2,—43,..- Bilden wir dann die m-te Partialsumme 
" 


Sn = Dia, der gegebenen Reihe, so miissen in deren Summanden eine 
v=l1 

gewisse Anzahl, etwa n’ von positiven und eine gewisse Anzahl, etwa 

n”’ von negativen Gliedern auftreten, und es muB dabei n’ + n” =n 

sein; ferner werden, wenn sowohl die Anzahl der positiven Glieder als 

auch die Anzahl der negativen in der Reihe unendlich ist, mit » zugleich 

beide Zahlen n’ und n”’ iiber alle Grenzen wachsen. Die Partialsumme s,, 


n’ 

ist nun, wie wir sofort sehen, einfach gleich der Partialsumme fp, 
mel 
. . . . ~ 

der Reihe der positiven Glieder, vermehrt um die Partialsumme — » q, 
v=] 


der negativen Glieder. Wenn die gegebene Reihe absolut konvergiert, 


. . . . . . . . ee 
so konvergiert sicher auch die Reihe ihrer positiven Glieder Y p, und 


. . . . . oe . aA 1 
die Reihe ihrer negativen Glieder .\q, jede fiir sich) ; die Swmme der 
v=1 


gegebenen Rethe ist dann einfach gleich der Summe der nur aus den posi- 


m m 


. . ‘f . . 
1) Denn die Teilsummen _\’p, und >) q sind monoton mit m wachsende 
yol vol 


co 
Zahlenfolgen mit der oberen Schranke _¥’| a, | 


[° 
pol 
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tiven und der nur aus den negativen Gliedern gebildeten Reihen, mit an- 
deren Worten: die Differenz zweier Reihen mit positivenGliedern'). Besitzt 
die Reihe nur endlich viele Glieder von einem der beiden Vorzeichen, 
so vereinfacht sich der Sachverhalt entsprechend. 

Ist dagegen die Reihe nicht mehr absolut, sondern nur noch bedingt 


oe) ee) 
konvergent, so miissen notwendig die beiden Reihen 5’, und .»)q, 
v= vy=1 


divergent sein. Denn waren beide konvergent, so wiirde die gegebene 
Reihe absolut konvergieren, entgegen der Voraussetzung. Ware nur eine 
(oe) 


divergent, etwa die Reihe » #,, die andere aber konvergent, so zeigt die 


n ni” 
Zerlegung s, = 5) f, — 5/q,, daB die gegebene Reihe tiberhaupt nicht 
vy=1 v=1 w 
konvergieren kénnte; denn bei wachsendem  strebt n’ und 5’, iiber 
nl ial 
alle Grenzen, wahrend der Bestandteil »’¢, einem bestimmten Grenz- 


a 
n 


wert zustrebt, so daB die Teilsumme )a, mit wachsendem u iiber alle 
v=1 
Grenzen wachsen miiBte. 


Wir sehen also, daB eine bedingt konvergente Reihe sich nicht als 
Differenz zweter aus thren Reihengliedern gebildeten konvergenten Rethen 
mit jewetls nur positiven Gliedern auffassen laBt. Mit dieser Tatsache 
hangt eng ein weiterer Unterschied zwischen absoluter und bedingter 
Konvergenz zusammen, den ich jetzt noch kurz erértern méchte. 


38. Umordnung der Reihenglieder. 


Es ist eine Eigenschaft endlicher Summen, daB wir die Reihenfolge 
der Glieder beliebig 4ndern oder, wie man sich ausdriickt, die endliche 
Summe beliebig wmordnen kénnen. Es entsteht die Frage, welchen 
Sinn der Begriff der Umordnung fiir eine unendliche Reihe besitzt 
und ob bei einer solchen Umordnung der Summenwert der Reihe 
geandert wird. Wa&ahrend es bei einer endlichen Summe ohne wei- 
teres einen Sinn hat, die Summanden in umgekehrter Reihenfolge 
zu addieren, fallt eine solche Méglichkeit bei einer unendlichen Reihe 
fort; es gibt eben kein letztes Glied, mit dem man anfangen kénnte. 
Vielmehr wird eine Umordnung nur folgendes bedeuten kénnen: Wir 
sagen, eine Reihe a) + a,-+a,-+--- geht durch Umordnung in eine 
Reihe 6) + 6, + 0, +--- iiber, wenn jedes Glied a, der ersten Reihe 
auch genau einmal in der zweiten vorkommt und umgekehrt. Es kann 

n n mW” 

1) Denn es ist eas =D p= Daye bei wachsendem ” wachsen auch n’ 
und »” tber alle ee had eee der linken Seite muB also gleich 
der Differenz der Grenzwerte der beiden Summen rechts sein. 
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z. B. dabei von seinem Platze um so weiter verschoben werden, je 

gréBer m ist. Nur muB es irgend einmal in der umgeordneten Reihe 

wieder erscheinen, wihrend andererseits in dieser Reihe Glieder aus 

der ersten Reihe an einer fritheren Stelle als an der urspriinglichen 

auftreten. So z. B. stellt die Reihe 
l¢@t+?@t+@t+Ptg?tgtgtgtgtt::: 

eine Umordnung der geometrischen Reihe 1 + g + q?+:--+ dar. 

Es besteht nun hinsichtlich dieser Umordnung ein grundlegender 
Unterschied zwischen absolut und bedingt konvergenten Reihen. Bez 
absolut konvergenten Reihen wird durch eine Umordnung die Konvergenz 
nicht gestort, und die Summe der Rethe behalt ihren Wert ber, genau so 
wie das fiir eine endliche Summe gilt. 

Bei einer bedingt konvergenten Reihe hingegen kann man stets durch 
eine geeignete Umordnung den Summenwert der Rethe beliebig andern 
und, wenn man will, auch die Reihe divergent machen. 

Die erste auf absolut konvergente Reihen beziigliche Tatsache ist 


sehr leicht einzusehen. Setzen wir zunadchst voraus, da unsere Reihe 
nm 


nur positive Glieder hat und betrachten die n-te Teilsumme s, = »/a,. 
y=l 
Dann kommen gewif alle Summanden dieser Teilsumme auch in der 


m 

m-ten Teilsumme ¢,, = >, 6, der umgeordneten Reihe vor, wenn nur m 
vy=1 

hinreichend gro8 genommen wird. Es ist dann sicherlich ¢,, > s,. 


Andererseits aber kann man zu dem Index m wiederum einen Index n’ 


n’ 


hinzubestimmen, so daB in der Teilsumme s,, = .’’a, der ersten Reihe 
== 1 
alle Summanden 2,, d,,...,0,, enthalten sind. Es ist also dann 


sicherlich s,’ > ¢,,. Jede Teilsumme der einen Reihe liegt also zwischen 
zwei Teilsummen der anderen Reihe, und daraus geht unmittelbar 
hervor, daB die Teilsummen beider Reihen demselben Grenzwert zu- 
streben, wie ich behauptet hatte. 

Hat die absolut konvergente Reihe positive und negative Glieder, so 
ist sie als Differenz zweier Reihen mit jeweils nur positiven Gliedern 
aufzufassen. Da bei der Umordnung auch jede dieser beiden Reihen 
nichts anderes als eine Umordnung erfahrt, also den Wert beibehalt, 
gilt dasselbe auch fiir die Differenz der umgeordneten Reihen; und damit 
ist der Umordnungssatz auch fiir solche Reihen bewiesen. 

Dem Anfanger mag die eben bewiesene Tatsache als eine Selbst- 
verstandlichkeit erscheinen. DaB sie eines Beweises bedarf und daB 
bei diesem Beweis die absolute Konvergenz wesentlich benutzt werden 
mu, soll uns zunachst ein Beispiel des entgegengesetzten Ver- 
haltens bei bedingt konvergenten Reihen zeigen. Wir nehmen 
die uns schon bekannte Reihe 


- §1. Die Begriffe Konvergenz und Divergenz. 999 


i 1 1 1] 1 1 i 
esi Boe he 
e.g se Gh eg OES 
schreiben, indem wir mit dem Faktor a multiplizieren, darunter 
it il it 1 il 
"a ae ee Ge Fe ee yf 82 


und addieren, indem wir die untereinanderstehenden Glieder zusammen- 
ziehen+). So erhalten wir 
il 1 1 il i 1 i 3 
ie Le ee ee EL eo 
ao RL oe Gn: p 10822 


Diese letzte Reihe 1aBt sich aber offenbar durch eine Umordnung aus 
der urspriinglichen herstellen, und der Wert der Reihe hat sich dabei 


mit dem Faktor a multipliziert. Man kann sich leicht vorstellen, 


wie die Entdeckung dieses scheinbaren Paradoxons auf die Mathematiker 
des 18. Jahrhunderts gewirkt haben muB, welche gewohnt waren, mit 
unendlichen Reihen ohne Riicksicht auf ihr Konvergenzverhalten zu 
operieren. 

Ich will fiir den oben formulierten Satz von der Wertanderung 
bedingt konvergenter Reihen bei Umordnung den Beweis hier durch- 
fithren, obwohl wir von dieser Tatsache spater keinen Gebrauch zu 
machen haben: Es seien #,,f9,... die positiven Summanden und 
— 9,— J2,... die negativen Summanden in der Reihe. Da der absolute 
Wert |a,| mit wachsendem gegen 0 strebt, so miissen auch die 


Zahlen p,, und g, mit wachsendem m gegen 0 streben. Ferner muB, wie 
oO 


co 
wir oben sahen, die Summe 5’, divergieren und ebenso die Summe 5’ q,. 
1 1 


Nunmehr kénnen wir leicht eine Umordnung der urspriinglichen 
Reihen finden, bei der ein beliebiger Grenzwert a herauskommt. Wir 


al 
addieren zunachst so viele positive Glieder 5/,, bis die Summe 
af Ny 


gerade den Wert a iibersteigt. Da die Summe 5, mit wachsen- 
1 


dem 7, iiber alle Grenzen wachst, werden wir sicher nach Benutzung 


einer gewissen Anzahl von Gliedern wirklich iiber den Wert a hinaus 
My 


kommen. Dann addieren wir so viele negative Glieder — >g,, bis 
1 
die Summe gerade unterhalb des Wertes a liegt; daB dies méglich 


ee) 
ist, folet wiederum aus der Divergenz der Summe /g,. Nunmehr 
t 


Ng 


addieren wir von den weiteren positiven Gliedern so viele >) Pye Gab 
m+1 
die Summe wieder gerade oberhalb des Wertes a liegt, was wiederum 


1) Zur Addition von Reihen vel. Nr. 4. 
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infolge der Divergenz der Summe der positiven Glieder moglich ist. 


My 


Durch Addieren weiterer negativer Glieder — %’ g,, von dem zuletzt 
m +1 


benutzten angefangen, verkleinern wir die Summe nunmehr so lange, 
bis sie gerade unterhalb a liegt und fahren in dieser Weise ins Un- 
begrenzte fort. Die Summenwerte, die wir so erhalten, werden um 
den Wert a herumschwanken; und zwar wird, wenn wir nur den ProzeB 
hinreichend weit gefiihrt haben, diese Schwankung nur noch in beliebig 
kleinen Grenzen vor sich gehen kénnen; denn da die Glieder g, und f, 
bei hinreichend groBem y selbst gegen 0 streben, wird der Spielraum 
fiir diese Oszillationen ebenfalls gegen 0 konvergieren. Damit ist die 
gewiinschte Behauptung bewiesen. 

Durch ganz dieselbe Methode kann man die Umordnung so vor- 
nehmen, daB Divergenz eintritt; man braucht nur z. B. die positiven 
Glieder gegeniiber den negativen so haufig zu machen, daf eine Kom- 
pensation nicht mehr eintritt. 


4, Das Rechnen mit unendlichen Reihen. 


Es ist selbstverstandlich, daB man zwei konvergente unendliche Reihen 
a, +a,+---=S und b,+6,+---=T gliedweise addieren darf, 
d.h. daB die Reihe, welche aus den Gliedern c,, = a, + 5, gebildet ist, 
konvergiert und als Summenwert die Summe S + TJ der beiden ersten 


n n n 
Reihen besitzt. Denn es ist S,-+ T, = D/ a, + 3) bn, =D Cn > S+T). 
v=] v= vy=1 

Ferner ist ohne weiteres klar, daB man eine unendliche Reihe mit 
einem Faktor multiplizieren darf, indem man jedes Glied mit diesem 
Faktor multipliziert. 

Diese Tatsachen sind unabhangig davon, ob die Konvergenz der 
Reihen absolut oder bedingt ist. Dagegen zeigt ein genaueres, fiir uns 
hier nicht nétiges Studium, da® die Multiplikation zweier unendlicher 
Reihen miteinander nach demselben Schema, nach dem man die Multi- 
plikation endlicher. Summen auszufiihren pflegt, allgemein nur dann 
vorgenommen werden darf, wenn die beiden Reihen oder mindestens 
eine von ihnen absolut konvergiert (vgl. Anhang, § 1). 


§ 2. Untersuchung der Konvergenz und Divergenz. 


Wir haben soeben ein Kriterium von allgemeinem Charakter fiir 
die Konvergenz von Reihen kennen gelernt, welches sich auf Reihen 
mit abwechselndem Vorzeichen und abnehmenden Absolutbetragen der 


1) Dieser Reihensatz ist eigentlich nur eine andere Formulerung der schon im 
ersten Kapitel, § 6, Nr. 2 bewiesenen Tatsache, da®B der Grenzwert einer 
Summe aus zwei Summanden gleich der Summe der beiden entsprechenden 
Grenzwerte ist. 
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Glieder bezog und zum mindesten bedingte Konvergenz solcher Reihen 
aussprach. Nunmehr wollen wir uns lediglich mit Kriterien befassen, 
welche sich auf absolute Konvergenz beziehen. 


1. Das Prinzip der Reihenvergleichung. 


Alle solchen Konvergenzbetrachtungen beruhen darauf, da8 man 
die betreffenden Reihen mit einer zweiten Reihe vergleicht, deren 
Glieder absolut genommen gréBer sind als die Glieder der urspriing- 
lichen; man versucht dann, die zweite Reihe geeignet so zu wahlen, 
da8B sie hinsichtlich ihrer Konvergenzverhialtnisse iibersichtlich wird. 
Das allgemeine Prinzip der Rethenvergleichung kénnen wir folgender- 
maBen aussprechen: Sind die Zahlen by, bs,... sdmtlich positiv und 
gilt fir jedes n 


| | 
| Ay, | & DR 3 
co (oe) 
so ist die Rethe S/a, absolut konvergent, wenn die Reihe S'b,, konvergiert. 
n=1 n=1 


Der Beweis ist bei Verwendung des Cauchyschen Kriteriums fast 
selbstverstandlich; es ist nadmlich 


| ante + am | S| ay) +--+ +] any) Sd, + +++ +0, 


und da bei hinreichend groBem m und m die rechte Seite beliebig klein 


co 
wird, vorausgesetzt, daB die Reihe 7b, konvergiert, so folgt auch die 
n=1 
beliebige Kleinheit der linken Seite und damit die Konvergenz der ge- 
gebenen Reihe; daB diese Konvergenz eine absolute ist, ergibt sich aus 
der Tatsache, daB unsere Betrachtung zugleich die Konvergenz der Reihe 
aus den Absolutbetragen |a, | zeigt. 
Den analogen Beweis fiir die folgende Tatsache kann ich Ihnen selbst 
tiberlassen. Ist 
Bieta 
ee) ee) 
so ist die Reihe »}a,, sicher nicht absolut konvergent, wenn die Reihe S/b, 
n=1 n=1 
divergvert. 


2. Vergleichung mit der geometrischen Reihe. 
Die haufigste Anwendung findet unser Prinzip, indem wir als 


Vergleichsreihe eine geometrische Reihe wahlen. Es folgt dann sofort 


00 . 
folgender Satz: Die Reihe /a, ist absolut konvergent, wenn — von 
n=1 
einem gewissen Gliede an — standig eine Beziehung der Form 


i ian eneng™ 


gilt, unter c eine von  unabhangige positive Zahl und unter q ein posi- 
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tiver echter Bruch verstanden. Gewdhnlich bringt man dieses Kri- 
co 


terium in eine der beiden folgenden Formen: Die Reihe Ja, kon- 
n=1 
vergiert absolut, wenn von einem gewissen Gliede an eine Beziehung 


der Form 
an ne ly | 
a 


Ila <a) 


n 
gilt, wobei wieder g ein positiver, von m unabhangiger echter Bruch 
ist, oder wenn von einer gewissen Stelle ab mit einem solchen positiven 
Bruch eine Beziehung der Form 


IIb Vl4n|<9 
besteht. Die Bedingungen dieser |Kriterien sind gewif z. B. dann 
erfiillt, wenn eine Beziehung der Form 


IIIa lim |“*#2)=k<1 
n —>0O LG 
_ oder der Form 
IIIb lim | 4@,/=k<1 
n —> 00 
vorliegt. Der Beweis fiir unsere Behauptungen ergibt sich sehr leicht 


folgendermafen. 

Das Kriterium Ila, das Quotientenkriterium, moge etwa von dem 
Index mp ab erfiillt sein. Dann setzen wir zur Abkiirzung 4, .m = 0m 
und haben 


[b,|/<¢|%|; be|<g|b,|<g?|%|, |b3|<¢|b,|<g?| bol, 
also : 
Gn Fo | 


womit unsere Behauptung erwiesen ist. Bei dem Kriterium IIb, dem 
Wurzelkritertum, ergibt sich sofort |a,|<q”" und damit die Richtig- 
keit unserer Behauptung. 

Um endlich die Kriterien III zu beweisen, betrachten wir eine 
beliebige Zahl g derart, daB k<q<1 ist. Dann wird von einem 


gewissen m, ab, d.h. fiir >, sicherlich auch “te! <q bzw. 


V Ja,|<q sein, da der Wert der Zahlen |“**!| baw. 1] @n | sich bei 
| 


an 

gentigend groBem m beliebig wenig von k unterscheidet. Somit ist 

der Beweis durch Zuriickfiihrung auf das soeben gewonnene allgemeine 
Ergebnis gefiihrt. 

Ich mache darauf aufmerksam, daB die vier aus dem urspriinglichen 

Kriterium | a,|< eq" gewonnenen Kriterien nicht miteinander oder 

mit dem urspriinglichen gleichwertig sind, d. h. daB sie sich nicht 
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wechselseitig auseinander ableiten lassen. Es braucht bei einer Reihe, 
bei der das eine von ihnen erfiillt ist, keineswegs jedes der anderen 
erfiillt zu sein, wie wir sogleich an Beispielen sehen werden?), 

Zur Erganzung bemerke ich noch, daB eine Reihe sicherlich diver- 
giert, wenn von einem gewissen Gliede ab 


Gc 
2 era 
oder Va 1 
oder wenn 
lim oder lim 1] @n | Gale 
—> 0 m—> CO 


ist, wo & eine positive Zahl gréBer als 1 bedeutet. Denn, wie man so- 
fort erkennt, kénnen bei einer solchen Reihe die Glieder mit wachsen- 
dem m nicht gegen Null streben; die Reihe muB also divergieren. 
(Auch bedingte Konvergenz kommt nicht in Frage.) 

Unsere Kriterien stellen im tibrigen lediglich hinreichende Be- 
dingungen fiir die absolute Konvergenz einer Reihe dar, d.h. man 
kann aus ihrer Erfiillung die Konvergenz schlieBen. Jedoch sind sie 
durchaus keine notwendigen Kriterien, d.h. es kann sehr wohl 
absolut konvergente Reihen geben, bei denen sie nicht erfiillt sind. 

Es 1a8t sich z. B. keine allgemeine Aussage mehr machen, wenn 


lim | 2*#2 | =1 oder lim /Ja,/=1 
eee an | n> 
ist. Derartige Reihen kénnen konvergent oder divergent sein. Z. B. 


ist die Reihe 
[o@) 
Sale 
cores y 


bei welcher lim Vay und ln 
n->cO => OO mame 


=1 ist, wie wir friiher sahen, 


divergent. Dagegen werden wir sogleich sehen, daf die Reihe 3 
v=l1 


a 
fiir welche dieselben Beziehungen bestehen, konvergiert. 
Als Beispiele fiir die Anwendung unserer Kriterien nenne ich zunachst 
die Reihe 
POOL ea mag i 


oder lim | 7#+4 nee aie 
n> 0 mace 


1) Genauer: Wir kénnen zwar aus IIla bzw. IIIb auf Ila bzw. Ib und I 
schlieBen, aber nicht umgekehrt. 
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DaB die Reihe konvergiert, sobald |g|< 1 ist, folgt sowohl aus dem 
Quotienten- als auch aus dem Wurzelkriterium. 
Betrachten wir dagegen die Reihe 


1+ 29+ 9q2?+2¢?+---+g?"*+4+2¢?"t1+--- , 


so kénnen wir ihre Konvergenz nach dem Quotientenkriterium nicht 


Sano. WACO TS | 1 
mehr beweisen, denn es ist ja | ~ jan | = 2\q|>1 falls |q|>4. Dage- 
LO amen . . 
gen liefert das Wurzelkriterium sofort lim vf |a,|=q und zeigt die 


n—->O 
Konvergenz der Reihe fiir |g|<1, was wir natiirlich auch direkt 


hatten einsehen k6énnen. 


3. Vergleich mit einem Integral’). 


Neben den eben durchgefiihrten Konvergenzbetrachtungen hat eine 
andere auf sie nicht zuriickfiihrbare eine selbstandige Bedeutung. Wir 
fiihren sie an dem einfachsten und wichtigsten Beispiel der Reihe 


(ce) 

wet 1 al 

Seas é Eh ey 
Qe alt a + 3a 
n= 


2 : : Lae ; 
durch, wo also das allgemeine Glied a,, gleich> ist und unter « eine 


positive Zahl verstanden wird. Um die Konvergenz bzw. Divergenz 
dieser Reihen zu untersuchen, stellen wir uns die Kurve 


y= S vor und markieren auf der x-Achse die ganz- 
zahligen Abszissen x = 1, x*=2,.... Wir legen einmal 
tiber das Stiick » —1 < x <n der x-Achse, das andere 
Mal iiber die Strecke » < x <n-+1 das Rechteck von 


der Hohe a und vergleichen es mit dem (in der Figur 109 
schrag bzw. gekreuzt schraffierten) Gebiet, das von 
demselben Stiick der x-Achse, 
den beiden Ordinaten in den 
Endpunkten und dem von 
ihnen ausgeschnittenen Stiick 


7 1 
der Kurve y=-@ begrenzt 


ee Te eer x wird. Offenbar ist der Flachen- 
Fig. 109. inhalt des genannten Gebietes 
im ersten Falle gréBer, im 


zweiten kleiner als der Inhalt des Rechtecks, der gerade = betragt. 
n 


1) Vgl. hierzu auch siebentes Kapitel, Anhang, § 1. 
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Es ist mit anderen Worten: 


n+ n 

ax 1 ax 
[$< a =a,<|S , 
n n—1 


wie man nattirlich auch direkt an den Integralen erkennt. (Vgl. zweites 
Kapitel, § 7, Nr. 1.) Somit erhalten wir fiir die n-te Partialsumme 


m 
: eile ie cere : 
der Reihe s»,= 23 ;,« » indem wir die Ungleichungen fiir m = 2, m=3 
n=1 
usw. summieren, sofort die Beziehung 4) 


par m 
1+fadx<s,<1 + [redx. 
2 1 


Nun strebt (vgl. viertes Kapitel, § 8) bei wachsendem m das Integral 


m 


1 ; ; : 
xe dx einem endlichen Grenzwert zu oder nicht, je nachdem, ob 
1 

a =>1 oder « <1 ist. Die monotone Zahlenfolge der s,, ist also 


bzw. beschrankt oder iiber alle Grenzen wachsend, und wir entnehmen 
hieraus sofort den folgenden Satz: Die Reihe 


adh ale pit tal 
ne — Jat gat ga to 


ist dann und nur dann konvergent — und zwar natiirlich absolut kon- 
vergent —, wenn « > 1 ist. Die oben auf andere Art bewiesene Diver- 
genz der harmonischen Reihe ist, wie wir sehen, eine unmittelbare 
Folge hiervon. Speziell folgt im iibrigen die Tatsache, daB die Reihen 


1 il il 
qapehege meg 2 


1 1 l 
pectogs orgs 


konvergieren. 


1) Aus dieser Beziehung fiir «= 1 folgt iibrigens unmittelbar, daB die 
tl : 
Zahlenfolge C, =1-+ a Si ot log nach unten beschrankt ist und 


monoton mit ” abnimmt. Also existiert 

: 1 1 

lim {1 + —-+.---+ —— logn] =C. 

n> 00 2 a 

Diese Zahl, deren Wert 0,5772 ... ist, heiBt die Eulersche Konstante. Im Gegen- 
satz zu anderen wichtigen besonderen Zahlen der Analysis wie e oder 2, ist es bei 
der Eulerschen Konstante nicht gelungen, neben der Definitionsgleichung andere 
Darstellungen mit einfachen arithmetischen Bildungsgesetzen zu finden. 
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: el 
Die eben hinsichtlich ihrer Konvergenz untersuchten Reihen > San 
Aah 
dienen nun wiederum haufig als Vergleichsreihen bei Konvergenzunter- 
Re 
7 oe . . Sy Cy 
suchungen. Z. B. sehen wir sofort, daB fiir «>1 die Reihe ~, >a 
v=l 
absolut konvergiert, wenn der absolute Betrag | c,| der Koeffizienten 
unterhalb einer festen von »y unabhangigen Schranke M bleibt. 


§ 3. Grenziibergange und Reihen von Funktionen einer 
Veranderlichen. 


Die Glieder der unendlichen Reihen, die wir bisher betrachtet haben, 
waren konstant ; demgem4B stellten diese Reihen auch immer bestimmte 
Zahlen dar. Fiir die Theorie und fiir die Anwendungen sind aber vor 
allem solche Reihen von Bedeutung, bei welchen die Reihenglieder 
Funktionen einer Veranderlichen sind und demgema8 auch die Reihen- 
summe eine solche Funktion darstellt; wie z. B. die im vorigen Kapitel 
behandelten Taylorschen Reihen. 

Wir betrachten also jetzt allgemein eine Reihe 


81(*) + 82(*) + 83(%) +o 
bei der g,, (x) eine in einem festen Intervalla < x < b definierte Funktion 
von x ist. Die m-te Partialsumme dieser Reihe g, (x) + --- + g,(x) be- 
zeichnen wir mit /,,(*). Dann ist die Summe /(x) unserer Reihe nichts 


anderes als der Grenzwert lim /,,(x), falls dieser Grenzwert existiert. 
nw—->CO 
Wir konnen also eine wnendliche Rethe von Funktionen auffassen als 


Grenzwert einer Folge Funktionen f(x), fo (x),..., fn(X),..., ebenso wie 
wir auch umgekehrt zu jeder solchen Funktionenfolge /,,(*) eine mit ihr 
gleichwertige Reihe bilden kénnen, indem wir g,,(*) = fn(*) —fn—1(*) 
und g(x) = f,(x) setzen. Wir diirfen daher, wie es uns bequem ist, an 
Stelle der Betrachtung von unendlichen Reihen die von Funktionen- 
folgen setzen und umgekehrt. 


1. Grenziibergange mit Funktionen und Kurven. 


Wir wollen nun genau formulieren, wann in einem bestimmten 
Intervall eine Funktion f(x) die Grenzfunktion einer Funktionenfolge 
fi(*), fo(*),...,fn(*),... ist. Wir sagen: Die Funktionenfolge f, (x), 
/,(x), ... konvergiert gegen die Grenzfunktion /(«) in diesem Intervalle, 
wenn an jeder Stelle x des Intervalles im gewohnlichen Sinne der 
Wert /,(*) gegen den Wert f(x) strebt und schreiben lim f, (x) = f(x) 


n—->CO 
oder f,(x)—> f(x). Nach dem Konvergenzprinzip von Cauchy (vel. 
n—>CO 
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erstes Kapitel, § 6) kénnen wir die Konvergenz der Funktionenfolge 
auch zum Ausdruck bringen, ohne von vornherein die Grenzfunktion (x) 
kennen oder erwahnen zu miissen. Es wird namlich unsere Funktionen- 
folge sicherlich dann und nur dann gegen eine Grenzfunktion f (x) 
konvergieren, wenn an jeder Stelle x in unserem Intervall zu jedem 
noch so klein vorgegebenen positiven ¢ die GréBe |/, (x) — fm (x)| 
kleiner als € wird, sobald wir nur die Zahlen n und m hinreichend groB — 
d.h. gr6Ber als eine im allgemeinen yon ¢ abhangende und mit un- 
begrenzt abnehmendem e€ unbegrenzt wachsende Zahl N = N(e) — 
wahlen. 

Beispiele fiir solche Grenzwerte von Funktionen sind uns vielfach 
begegnet. Ich nenne nur die Definition der Potenz x* fiir irrationales « 
durch die Gleichung 

jg = lhihaal Seo 
n> oO 

wobei unter 71,7 ,...,% ,-.. eine Folge von rationalen gegen « kon- 
vergierenden Zahlen verstanden war; oder die Gleichung 

(i= {hI cae 

eal 
wo rechts die Funktionen /,, (”) ganze rationale Funktionen n-ten Grades 
sind. 

Die Darstellung der Funktion durch Kurven legt es nahe, auch 
von einem Grenziibergang bei Kurven zu sprechen und zu sagen, 
da8 die Kurven fiir die obigen Grenzfunktionen x* und e® als Grenz- 


kurven der Kurven fiir die Funktion, x" und @ ae aufzu- 


fassen sind. Es besteht jedoch zwischen den Grenziibergangen mit 
Funktionen und mit Kurven ein feiner Unterschied, dessen Bedeutung 
bis in die Mitte des 19. Jahrhunderts nicht geniigend beachtet worden 
ist und dessen klare Erfassung dennoch allein gewisse scheinbare Para- 
doxien zu vermeiden gestattet. 

Betrachten wir als Beispiel die Funktionen 


fn (%) = x", (ie lao are.) 


im Intervalle 0 < %~ <1. Alle diese Funktionen sind stetig, und es 


existiert die Grenzfunktion lim f, (x) =/f(«). Diese Funktion ist 
n—> CO 
aber nicht mehr stetig, vielmehr ist, da ja fiir jedes m der Funktions- 


Wetter (hea Ji5t, 
he ly 
wahrend andererseits fiir jedes positive «< 1, wie wir schon im ersten 
Kapitel, § 5, S.24 sahen, /(«) =0 wird; die Grenzfunktion f(x) ist 
also in unserem Intervalle eine unstetige Funktion, welche iiberall den 
Wert 0 besitzt und nur fiir * = 1 den Wert 1 hat. . 
20* 
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Diese schon frither betrachtete Unstetigkeit wird uns anschaulich sofort 
verstandlich, wenn wir die Kurven C,, betrachten, welche zu den Funk- 
tionen y = f,,(x) gehoren. Sie sind (vgl. Fig. 11 S. 15) stetige Kurven- 
ziige, die alle durch den Nullpunkt und den Punkt 4 Geely = 1) 
gehen und die sich um so mehr der x-Achse anschmiegen, je groBer n ist. 
Diese Kurven besitzen eine Grenzkurve C, welche keineswegs 
unstetig ist, sondern (vgl. Fig. 110) aus dem Stiick der x-Achse von 
x = 0 bis x = 1 und dem dazu senkrechten Stiick der Geraden x = 1 
von y =0 bis y= 1 besteht. Also die Kurven konvergieren gegen 
eine stetige Grenzkurve mit einem 
senkrecht verlaufenden Stiick, die 
Funktionen dagegen gegen eine un- 
stetige Grenzfunktion. So er- 
kennen wir, daB diese Unstetigkeit der 
Grenzfunktion sich geometrisch durch 
das Auftreten eines zur x-Achse senk- 
rechten Stiickes der Grenzkurve aus- 
pragt. Ein solches Stiick muB in der 
Funktion immer eine Unstetigkeit be- 
deuten; denn eine Funktion /(«) ordnet 
jedem x einen bestimmten Wert 
zu, und diese Bestimmtheit kann bei der Veranschaulichung einer 
Funktion durch eine Kurve nur vorliegen, wo keine solchen senkrechten 
Stiicke vorhanden sind, vielmehr die Kurve von jeder solchen senk- 
rechten Linie genau in einem Punkte geschnitten wird. 

Was bisher fiir Funktionenfolgen gezeigt wurde, gilt natiirlich ent- 
sprechend fiir unendliche Reihen von Funktionen (vgl. S. 306). 


Fig. 110. 


$4, GleichmaBige und ungleichmaBige Konvergenz. 


1. Allgemeines und Beispiele. 


Die Unstimmigkeit zwischen dem Begriff der Konvergenz von Funk- 
tionen und von Kurven bildet den Kern einer Erscheinung, deren klare 
Erkenntnis fiir das Studium der Konvergenz unentbehrlich ist: der 
sog. ungleichmabigen Konvergenz von Funktionenfolgen oder unend- 
lichen Reihen von Funktionen. Da erfahrungsgemaB gerade hier der 
Anfanger Schwierigkeiten zu finden pflegt, so méchte ich diesen Punkt 
ein wenig ausfiihrlicher behandeln. 

DaB eine Funktion f(x) der Limes einer Funktionenfolge /,, (x) im 
Intervalle a < x < bd ist, besagt nach der Definition nur, daB die ge- 
wohnliche Limesbeziehung /(«) =lim/,(*) an jeder Stelle x des 


n—> 00 
Intervalles gilt. Von einem naiven Standpunkte aus wird man nun 
vielleicht erwarten, daB mit diesem Konvergenzbegriffe ganz von selbst 
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auch folgende Tatsache verbunden sei: Wenn man einen beliebigen 
; : : 1 1 
Genauigkeitsgrad vorschreibt, z.B. ¢ = 009 Oder € = Joo? SO werden 


von einem gewissen Index N ab die Funktionen /,(«) fiir alle x des 
Intervalles zwischen /(x) +e und f(x)—e liegen, die Kurven y= f,, (x) 
also ganz in dem in Figur 111 gezeichneten Streifen verlaufen; d.h. es 
gibt eine zu € hinzubestimmbare Zahl N = N (e) — die natiirlich im 
allgemeinen bei abnehmendem ¢ immer gréBer werden wird — 
so da8 fir ~>WN°_  stets 
| f(x) —fa(x)|<e bleibt, 
wo auch immer wir im In- 
tervall den Wert x wahlen; 
wir kénnen diese Forderung 
auch dadurch zum Ausdruck ) 
bringen, daB wir sagen, es Yh @ 
bleibt | fn (2) —fm(x) |<e, 
sobald_ gleichzeitig n> N 
und m>WN gilt. DaB der 
Genauigkeitsgrad der An- 
naherung tiberall im Inter- Fig. 111. 
walles gleichzeitig, d. h: 
durch Wahl derselben von x nicht abhangigen Zahl N (e), mindestens 
gleich einer vorgeschriebenen Zahl ¢ gemacht werden kann, bezeichnet 
man als Gleichmafigkert der Anniherung. Es ist nun eine zunachst 
iiberraschende Einsicht, da8 jene naive Annahme, als ob jede Kon- 
vergenz notwendig gleichmaBig sein miisse, durchaus nicht zutrifft; daB, 
anders gesprochen, die Konvergenz sehr wohl ungleichmadfBig sein kann. 
1. Beispiel. UngleichmaBige Konvergenz zeigt sich schon bei der 
oben behandelten Folge der Funktionen /, (x) = x"; sie konvergieren 
im, Intervalle—0 = %= 1, gegen die Grenzfunktion / (x) = 0. ftir 
Oia lay (1) 1 Anejeder stellerdes Intervalles tindet Kon- 
vergenz statt; gibt man namlich irgend eine noch so _ kleine 
positive Zahl e« vor und wahlt einen bestimmten festen Wert 
x = &, so braucht man nur 7 hinreichend gro8 zu machen, damit 
|é"— f(&)|<e gilt. Und doch ist diese Annaherung nicht gleich- 


’ 
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. ; 1 - ; : 
maBig, denn nehmen wir etwa ¢€ =5 , SO k6nnen wir, wie groB auch 


immer die Zahl m genommen werden mag, immer noch Stellen x = 7 == 1 


in der Nahe von x = 1 finden, wo |47”—f(n) |= 7"> - ist; namlich 


Tole ; 
alle solchen Stellen x = y, fiir welche 7 > 3 ist. Es ist also nicht még- 
lich, die Zahl m so groB zu wahlen, da8 im ganzen Intervalle die Diffe- 


; lea: 
renz zwischen f(x) und /,(«) kleiner als . wird. 
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Dieses Verhalten wird uns verstandlich, wenn wir die Funktionen geome- 
trisch repriisentieren und uns davon Rechenschaft geben, daf die Kurven 
fiir die Funktionen f,, (x) in der Nahe des Punktes x = 1, y =1 immer 
steiler werden, daB der steile Anstieg sich aber auch bei wachsendem 1 
auf eine immer kleinere Umgebung dieses Punktes beschrankt und da 
schlieBlich diese Kurven der oben betrachteten Grenzlage zustreben. 

Ein ganz ahnliches Verhalten zeigen die Funktionen 

fn) = aa 
in der Umgebung der Stellen x = 1 und ~ =— 1, wie Sie sich leicht 
iiberlegen kénnen. (Man vergleiche auch die Betrachtungen im ersten 
Kapitel, § 8.) 

2. Beispiel. Bei den ersten beiden Beispielen hing die Ungleich- 
maBigkeit der Konvergenz damit zusammen, daB die Grenzfunktion un- 
stetig war. Wir kénnen uns aber auch leicht eine Folge von stetigen 
Funktionen bilden, die zwar gegen eine stetige Grenzfunktion konver- 
gieren, aber trotzdem ungleichmaBig. Wir legen das IntervallOS%=1 
zugrunde und definieren: 


bgt) = itr Oe : F 

ANE 2 - a * 1 2 2 
jn(x) =(2—x)n fiir ree Ss 
ii h<) = Onasue 2 <a s (n = 2) 


wobei « eine zundchst noch verfiigbare, aber fiir unsere Funktionen- 
folge dann fest zu wahlende positive Zahl ist. Geometrisch werden 
unsere Funktionen reprasentiert durch ein dach- 
artiges, aus zwei geraden Linien bestehendes zur 


i : A 
Geraden « =~ symmetrisches Gebilde iiber dem 
Stiick zwischen der Abszisse x = 0 und der Ab- 


=~ 
= 


; 2 : ; 
\ szisse x =~ der x-Achse und im tibrigen der 


\ x-Achse selbst (vgl. Fig. 112). 
Ist «< 1, so wird die Hohe 
dieses aufgesetzten Dreieckes, 
welche allgemein n*~! betrigt, 
mit wachsendem gegen 0 
a streben; die Kurven und eben- 
Fig. 112. so die Funktionen /, (x) wer- 
den dann gleichmaBig gegen 

die x-Achse bzw. den Grenzwert 0 streben. 
Ist « = 1, so wird die aufgesetzte Zacke fiir jedes m die Héhe 1 
besitzen. Ist «> 1, so wird die Héhe der aufgesetzten Zacke mit 

wachsendem m iiber alle Grenzen wachsen. 


el ee 
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Wie aber auch « gewahlt werden mége, die Funktionenfolge /,, (x) 
wird doch stets der Grenzfunktion /(x) =0 zustreben. Jedes positive x 
des Intervalles bleibt namlich bei hinreichend groBem n doch gewib 
auBerhalb der Grundlinie des aufgesetzten Daches; fiir x = 0 aber sind 
alle Funktionen /,,(*) selbst 0, also auch ihr Grenzwert /(0) =lim f, (0). 


. . . . ieee, 
Die Konvergenz ist aber fiir « > 1 sicher ungleichmaBig; denn es 


ist nicht mehr méglich, durch Wahl eines hinreichend groBen n gleich- 
zeitig ftir alle Werte von x im ganzen Intervall den Betrag 


der Differenz | f(«)—f,(*) | =| fn(x)| kleiner als etwa . zu machen, 
3. Beispiel. Ein ganz ahnliches Verhalten zeigt die — im Gegen- 
satze zum vorigen Beispiel — durch einen einheitlichen analytischen 


Ausdruck dargestellte Funktionenfolge 
[y(x) =an ie" 


(vgl. Fig. 113). Auch hier wird fiir positives x ganz gewiB lim f,(~) =0 
n> 
gelten, da.die Exponentialfunktion bei wachsendem m starker 0 wird 


als jede Potenz von e (vielen sg 

drittes -Kapitel) § 9), Fur ; 

f=) ist aver stets 7;,(0) = 0, 

und so erhalten wir in dem 

ganzen Intervall OX x<a 

bei beliebigem positiven @ 
f(x) = lim f,,(%) =0. 


n-—>CO 


Aber auch hier ist die Kon- 
vergenz der Funktionenfolge 
gegen die Grenzfunktion nicht gleichmaBig. Es wird namlich fiir die 


Fig. 113. 


Stelle += (die Stelle des Maximums von f,(x)) 


und wir erkennen daraus, daB die Kurven der Annaherungsfunktion 
wiederum, sobald « = 1 ist, an der Stelle pa einen Buckel haben 


werden, dessen Héhe bei wachsendem n gewiB nicht gegen 0 strebt. Im 
iibrigen liegen die Verhaltnisse bei diesem Beispiel genau wie bei 
dem eben betrachteten. 

4. Beispiel. Die Begriffe der gleichma8igen und ungleichmafigen 
Konvergenz tibertragen sich nattirlich auch auf unendliche Reihen. Wir 
nennen eine Reihe g, (x) + go (x) + +--+ gleichmaBig konvergent oder 
nicht, je nach dem Verhalten der Folge ihrer Partialsummen /,, (x). Ein 
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sehr einfaches Beispiel fiir eine nicht gleichmaBig konvergente Reihe 
finden wir in 


Ae 2 42 


i aiden et J. 
Ea) ae tas gs + pap + Tp aps oF 


x2 
Fiir x=0 ist jede Partialsumme /,(*%) = *?-T-°: + Tp eepnt =), 


d.h. also auch /(0) = 0. Fiir x == 0 haben wir einfach eine geometrische 


Reihe mit dem Quotienten vor uns, der sicher kleiner als 1 


1 
1+ 4% 
ist. Also kénnen wir nach den elementaren Regeln summieren und 
erhalten unter der Voraussetzung x == 0 als Summe der Reihe den 


Wert =- ] + x2, Die Grenzfunktion f(x) wird also tiberall 


x2 
1 
Lear 
auBer fiir x = 0 durch den Ausdruck /(x) = 1 + x? gegeben, wahrend 
/(0) =0 ist; ihr ist mithin im Nullpunkt gewissermaBen kiinstlich 
eine Unstetigkeit aufgepragt. 

Auch hier haben wir es in jedem den Nullpunkt enthaltenden 
Intervall mit einer ungleichmaBigen Konvergenz zu tun. Die Differenz 
ft (x) — fn (*%) =7p (x) ist ndmlich fiir x = 0 selbst 0, w&hrend sie fir 

jeden anderen Wert von x durch 

“4 den Ausdruck 7,(%) = ces = 
(io 44) 

gegeben wird. Verlangen wir, daB 

dieser Ausdruck etwa kleiner als 


1 : 5 : 
> wird, so kénnen wir das bei 


festgehaltenem x stets durch die 
Wahl eines hinreichend groBen 1 
erreichen. Wir kénnen aber stets 
fiir jeden beliebigen festen Wert 
von ” noch immer nahe am Null- 
punkt Stellen « = & angeben, fiir 


welche 7,,(&) > wird, so daB 


—z also eine gleichmaBige Er- 
zielung des vorgeschriebenen 
Genauigkeitsgrades unmég- 

lich ist. Anschaulich wird der Sachverhalt sofort wieder durch Be- 

trachtung der Naherungskurven klar (vgl. Fig. 114). Diese Naherungs- 
kurven werden sich bei hinreichend groBem 1, abgesehen von der 
unmittelbaren Umgebung der Stelle «0, immer besser der Para- 
bel y = 1- x? anschmiegen; in der Umgebung der Stelle x = 0 aber 
werden diese Kurven einen immer schmaler werdenden riisselartigen 
Fortsatz nach dem Nullpunkt herunterstrecken, und dieser Fortsatz 


Fig. 114. 
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wird sich bei wachsendem m immer mehr auf das betreffende gerad- 
linige Stiick der y-Achse zusammenziehen, so daB als Grenzkurve 
die Parabel mit einem geradlinigen senkrecht nach unten bis zum 
Nullpunkt reichenden Fortsatz erscheint. 
Als weiteres Beispiel fiir ungleichmaBige Konvergenz nenne ich die 
co 
Reihe »'g,(x) mit g, (x) = x” — x’-1 im Intervalle 0 < x <1, deren 
ei 
Partialsummen die oben als erstes Beispiel betrachteten Funktionen x” 
sind. 


2. Kriterium der gleichmafRigen Konvergenz. 


Alle unsere Uberlegungen zeigen uns, daB die GleichmaBigkeit der 
Konvergenz in einem Intervalle stets eine besondere Eigenschaft einer 
Funktionenfolge bzw. einer unendlichen Reihe ist. Wir wollen nun 
den Begriff der gleichmaBigen Konvergenz noch einmal formulieren. 
Die konvergente Rethe g,(x) + go (x) + ++: hetBt in einem Intervalle 
gleichmafig konvergent, wenn man die Summe f(x) mit jeder noch so 
klein gegebenen Genauigkeitsgrenze e berechnen kann, sobald man eine fiir 
das ganze Intervall feste hinreichend groBe Zahl von Gliedern verwendet; 
m.a.W., wenn man zu jedem noch so kleinen € eine nur von e, nicht mehr 
von x abhingige Zahl N angeben kann, derart, daB fiirn > N stets gilt 
| 7 (x) —fp (x)| = |R, (x)|< ¢, wober mit R,, (x) der Rest der Rethe 
fiir die n-te Partialsumme f, (x) bezeichnet wird. 

Wenn wir statt von einer unendlichen Reihe von einer Funktionen- 
folge 7, (x), f.(x),... mit der Grenzfunktion /(*) sprechen, so werden 
wir demgema8 wie oben die gleichmaBige Konvergenz durch die Eigen- 
schaft definieren, daB die Differenz | f (~) —f,, (x)| oder auch der Ausdruck 
| fn (*) — fm(*) | bei hinreichend groBem n bzw. bei hinreichend groBem 
mundm fiir das ganze Intervall gleichzeitig unter jede vorgegebene 
Schranke e sinkt. 

Wir werden sogleich sehen, daB erst durch die Forderung der Gleich- 
maBigkeit unendliche Reihen oder sonstige Grenzwertbildungen von 
Funktionen zu schmiegsamen Hilfsmitteln der Analysis gemacht werden ; 
gliicklicherweise zeigt es sich, daB die UngleichmaBigkeit der Kon- 
vergenz eine Art Ausnahmeerscheinung ist, die uns in der Handhabung 
der Methoden der Analysis kaum stort. 


Gewohnlich beweist man die GleichmaBigkeit der Konvergenz einer 
co 

Reihe aus folgendem Kriterium: Wenn dieGlieder der Rethe  )g,(x) den 
v=] 


Bedingungen | gn (x) | <a, geniigen, wo die a, positive Konstanten sind, 


ee) 
welche selbst eine absolut konvergente Reihe S/a, bilden, so konvergiert 
v=l1 


co 
die Reihe »)g,(x) gleichmaéfig (und nebenbei bemerkt, auch absolut). 
y= 
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In. der Tat ist dann 


Sea) < Slets)|< Sa, 


7 


und da nach dem Cauchyschen Kriterium _S/a,, schlieBlich beliebig klein 


wird, driickt sich hierin unsere Behauptung unmittelbar aus. 

Ein erstes Beispiel bietet uns die geometrische Reihe 1 + ~ +- x? -F +, 
wenn man sich auf das Intervall |x |< q beschrankt, wo q irgend eine 
positive Zahl kleiner als 1 ist. Die Glieder der Reihe sind dann absolut 
genommen kleiner als die Glieder der konvergenten geometrischen 
Reihe 5) q’. 

Ein weiteres Beispiel gibt die ,,trigonometrische Reihe“ 


c, sin (¥ — 6) , sin (y — 6.) | ¢gsin (¥ — 63) 


oe ete 


sobald | c,|<¢ ist, unter c eine von ” unabhangige positive Kon- 
Cy sin (4 — bn) 
n2 


stante verstanden. Es ist dann einfach g,(x) = und 


foe) 
: lous 
\ga(*) |< a woraus wegen der Konvergenz der Reihe c > mc die 
v=] 
gleichmaBige und absolute Konvergenz unserer trigonometrischen 
Reihe folgt. 


3. Stetigkeit gleichmafig konvergenter Reihen stetiger Funktionen. 


Die Bedeutung der gleichmaBigen Konvergenz unendlicher Reihen 
liegt, wie schon angedeutet, vor allem darin, daB eine gleichmaBig 
konvergente Reihe in vieler Hinsicht sich genau so verhalt, wie 
eine Summe von endlich vielen Funktionen. So z. B. ist eine Summe 
endlich vieler stetiger Funktionen wieder stetig, und ganz entsprechend 
gilt der Satz: 

Eine in einem abgeschlossenen Intervall gleichmadfBig konvergente 
Rethe, deren Glieder stetige Funktionen sind, stellt dort wieder eine stetige 
Funktion dar. 

Der Beweis ist sehr einfach: Wir zerlegen die Reihe {(x) = g,(x) 
+ &(%)- +++ in die n-te Partialsumme /,(%) und den ,,Rest‘ R,,(x). 
Es ist dabei f,, (x) = g,(*) +--+ + g,(*). Wird nun eine beliebig kleine 
positive Zahl ¢ vorgegeben, so kénnen wir zunadchst wegen der voraus- 
gesetzten GleichmaBigkeit der Konvergenz die Zahl » so groB wahlen, 


dafS der Rest im ganzen Intervall kleiner als = wird und daher erst 


recht 
E 


[Ry (¥ +h) — R(x) |< 
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gilt, wenn x und x + h irgendwelche Zahlen des Intervalles bedeuten. 
Die Partialsumme /, (x) besteht aber nur aus endlich vielen stetigen 
Summanden und ist daher gewi8 wieder stetig; wir kénnen also zu jeder 
Stelle « des Intervalles ein so kleines 4 wahlen, daB 


lin (@ +h) Hal) |< = 
ist, wenn x und x im h im Intervall Ke daher se dann erst recht 
as “5, Raa se ae ee 

diese Beziehung driickt aber die Stetigkeit der Funktion /(x) aus. 

Die Bedeutung dieses Satzes wird erst klar, wenn wir uns vergegen- 
wartigen, da bei ungleichmaBig konvergenten Reihen stetiger Funk- 
tionen die Summe keineswegs stetig zu sein braucht, wie uns unsere frii- 
heren Beispiele unmittelbar zeigen. Wir kénnen aus unserem obigen 
Resultat schlieBen: Wenn die Summe einer konvergenten Reihe stetiger 
Funktionen an einer Stelle unstetig ist, so konvergiert die Reihe in 
einer Umgebung dieser Stelle sicher ungleichmaBig. Es beruht also 
jede Darstellung unstetiger Funktionen durch Reihen stetiger Funk- 


tionen immer. gerade darauf, daB man dabei ungleichmaBig konver- 
gente Grenziibergange verwendet. 


4. Die Integration gleichmaBig konvergenter Reihen. 


Eine Summe von endlich vielen stetigen Funktionen laBt sich ,,glied- 
weise integrieren“, d.h. das Integral der Summe 1a8t sich bilden, 
indem man die einzelnen Funktionen integriert und die Integrale addiert. 
Bei einer konvergenten Reihe von Funktionen, einer unendlichen Summe, 
ist nun ein solches Verfahren ebenfalls gestattet, vorausgesetzt, daB die 
Reihe in dem Integrationsintervall gleichmaBig konvergiert. Eine in 
einem Intervall gleichmifig konvergente Reihe stetiger Funktionen 


(oo) 

Dg, (x) =f (x) darf dort ghedweise integriert werden. Genauer: Wenn 

ee 

a und x zwei Zahlen in diesem Intervalle sind, so konvergiert die 
say 


Revie DS ih g,(t)dt und zwar gleichméfig in x (ber festem a), und thre 
sail & 


Summe ist gleich i, f()dt. Zum Beweise schreiben wir mit unseren 
fritheren Bezeichnungen 


und setzen voraus, daB die einzelnen Reihenglieder, also auch die 
Summe /{(%) in dem gegebenen Intervall stetig sind, sich also inte- 
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grieren lassen. Dann kénnen wir zu jedem é jedenfalls 1 so groB 
wihlen, daB im ganzen Intervall | R,(x)|<¢ wird und somit auch 
| f(x) —f,(x) |<, wobeie eine feste, beliebig klein vorgegebene Zahl 
bedeutet. Nach dem ersten Mittelwertsatz der Integralrechnung ist nun 


x 


| [4 — fn) dt|<et, 
wo I die Lange des Integrationsintervalles bezeichnet; da wir aber das 
Integral iiber die endliche Summe /,,(*) ohne weiteres gliedweise aus- 
fiihren diirfen, erhalten wir 


x n x 
| Si@at— S Se, ()dt|<el. 
a 1a 
Lassen wir nun ¢ gegen 0 streben und dementsprechend m tiber alle 
Grenzen wachsen, so ergibt sich aus dieser letzten Beziehung unmittel- 
bar unser Satz von der Méglichkeit, eine gleichmaBig konvergente Reihe 
gliedweise zu integrieren,. 

Wenn man statt von unendlichen Reihen einfach von einem Grenz- 
wert 


f(x) = lim f,, (x) 


n—>CO 


spricht, so kann man unser Resultat auch folgendermaBen aussprechen: 
Wenn in einem Intervalle die Bezvehung f(x) = lim f,,(x) gleichmafig 


n-—>CO 


erfiillt ist, d.h. wenn die Funktionenfolge f,,(x) gleichmafBig gegen die 
Funktion {(x) konvergiert, so gilt, falls a und b im Intervall liegen, 


b b 
Si(adx=lim Ji,(x)dx, 


nN—->O a 
d.h. mit anderen Worten, wir diirfen dann die Rethenfolge dey Opera- 
tionen des Integrierens und des Grenztiberganges bei [,,(x) miteinander 
vertauschen. 

Diese Tatsache ist keineswegs von vornherein selbstverstiandlich. 
Zwar von einem naiven Standpunkt aus, wie er bis ins 19. Jahr- 
hundert herrschte, wird man die Vertauschbarkeit der beiden 
Prozesse kaum bezweifeln; aber ein Blick auf die Beispiele aus 
diesem Paragraphen Nr. 1 zeigt uns, da bei nicht mehr gleich- 
maBig konvergenten Reihen oder Grenzwertbildungen unsere Be- 
hauptung unzutreffend sein kann. Sie brauchen nur das_ Bei- 
spiel Nr. 2 zu betrachten, bei dem das Integral der Grenzfunktion 0 
ist, wahrend das Integral der Funktionen /,(«) iiber das Intervall 
0 < x <1, dh. der Inhalt des aufgesetzten Dreiecks, den Wert 


1 
Sin (x)dx = n*-2 
0 


§4. GleichmaBige und ungleichmaBige Konvergenz. 317 


besitzt und also im Falle « > 2 nicht gegen Null strebt. Wir erkennen 
me anschaulich ae den Grund fiir den Unterschied zwischen 


i f(x) dx und lim i f,(*) dx in der UngleichmaBigkeit der Konvergenz. 


n—co 0 


Dagegen zeigt sich im Falle 1 = Oa, ae trotz ungleichmabiger 


Konvergenz die Gleichung lim Stat ye ie fi) dx bestehen kann. 


n> 
Dasselbe zeigen uns auch sus saga in Se 1 gegebenen Beispiele. 


Wir diirfen z. B. die Reihe o (a\iemmit: 27%) 4" — =) trotzeihrer 


ete 


ungleichmaBigen meee zwischen den Grenzen 0 und 1 gliedweise 
integrieren, d.h. wir erhalten so ein richtiges Resultat. Es ist also fiir 
die Méglichkeit, gliedweise zu integrieren, die GleichmaBigkeit der Kon- 
vergenz zwar eine hinreichende, aber keineswegs eine notwendige Be- 
dingung, ein Punkt, dessen Nichtbeachtung leicht zu MiBverstand- 
nissen AnlaB gibt. 


5. Differentiation unendlicher Reihen. 


Anders als bei der Integration verhalten sich gleichmaBig konver- 


gente Reihen oder Funktionenfolgen gegeniiber der Differentiation. 
sin ”? 


Z. B. ist fiir die Funktionenfolge f,,(*) = —,, — sicherlich gleichmabig 


lim /,,(x) =0, aber der Differentialquotient f,(«) = cos ”®x kon- 
n—> co 
vergiert bei wachsendem m keineswegs gegen den Differentialquotienten 
der Grenzfunktion, d. h. gegen den Wert 0, z. B. nicht fiir x = 0. Wir 
diirfen also trotz der GleichmaBigkeit des Grenziiberganges hier keines- 
wegs die Prozesse der Differentiation und des Grenziiberganges ver- 
tauschen. 

Fiir eine unendliche Reihe gilt entsprechendes. Z. B. ist die Reihe 

sin _ sin 34% 


sin % -+ 32 


absolut und gleichmaBig konvergent; denn ihre Glieder sind sicher 
absolut genommen kleiner als die Glieder der konvergenten Reihe 


p = p + 3p |..-. Differenzieren wir aber unsere obere Reihe glied- 
weise, so entsteht die Reihe 
cos x + 22 cos 24% + 32cos 34x%-+:-: 


welche ganz offenkundig nicht tiberall konvergiert, z. B. streben ihre 
Glieder fiir x = 0 nicht gegen 0. 

Das einzige brauchbare Kriterium, welches uns in speziellen Fallen 
Sicherheit dafiir gibt, daB die Differentiation gliedweise erlaubt ist, gibt 
folgender Satz: Wenn durch gliedweises Differenzieren einer konvergenten 
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ee . 
unendlichen Reihe S'G,(x) =F (x) eine gleichméfig konvergente Rethe 
v=0 ; 
s g,(x) = f(x) entsteht, so ist der Wert dieser letzteren gleich dem Diffe- 


fob ° . 
ventialquotienten der Summe der ersten Reihe. Dieser Satz verlangt 


also ausdriicklich, daB man sich nach Ausfiihrung der gliedweisen 
Differentiation noch davon tiberzeugt, ob das Resultat dieser Diffe- 
rentiation eine gleichmaBig konvergente Reihe ist. 

Der Beweis des Satzes versteht sich fast von selbst. Denn man darf 
ja nach dem Satz von Nr.4 die durch Differentiation entstandene 
Reihe in unserem Intervall gliedweise integrieren, wobei wir die obere 
Grenze x unbestimmt lassen kénnen. Mit Riicksicht auf g, (f) = G; (d) 
erhalten wir also 


Simat=J (Se())dt=S fg.(ndt=2G,() —G,(@) =F()—F (a). 
Daher ist 


wie es behauptet wurde. 


§ 5. Potenzreihen. 


Unter den unendlichen Reihen stehen die Potenzreihen an wich- 
tigster Stelle. Unter einer Potenzreihe verstehen wir eine Reihe der Form 


cO 
(x) =o + C4 ce? = See 
v=0 
oder auch allgemeiner 
(oe) 
B (x% — %q) = Cy + €, (% — Xo) + Cy (%—%)* + --- = Se, (x—%)”, 
y=0 


Wo %, eine feste Zahl ist. Wenn wir in der letzten Reihe « — x) = x’ 
als neue unabhangige Veranderliche einfiihren, so geht sie in die Potenz- 


co 
reihe 5’c,x’” der Variablen x iiber, und wir kénnen uns daher bei 
v=0 
unseren Betrachtungen, ohne der Allgemeinheit Abbruch zu tun, auf 
fee) 


Potenzreihen der spezielleren Form .S/c, x” beschrinken. 


Wir haben schon im sechsten Kapitel ausfiihrlich die Annaherung 
von Funktionen durch ganze rationale und im Zusammenhang damit 
die Entwicklung in Taylorsche Reihen — die ja Potenzreihen sind — 
behandelt. In diesem Paragraphen wollen wir die Potenzreihen als 
solche etwas naher studieren und werden dadurch neue und in vieler 
Hinsicht gegeniiber dem vorigen Kapitel einfachere und bequemere 
Zuginge zu den Reihenentwicklungen der wichtigsten Funktionen ge- 
winnen, 
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1. Das Konvergenzverhalten einer Potenzreihe. 


Es gibt Potenzreihen, welche fiir keinen Wert von x konvergieren, 
natiirlich abgesehen von dem Werte x = 0; z. B. die Reihe x + 22x? 
+3343 +-->-+tnny"+---; denn ist etwa | x | soe wo N eine ganze 
Zahl ist, so werden alle Glieder nx” fiir n> N absolut genommen 
groBer als 1 sein, sogar mit wachsendem m iiber alle Grenzen wachsen, 
wahrend sie doch bei einer konvergenten Reihe gegen 0 streben miiBten. 

Andererseits gibt es Potenzreihen, welche fiir jeden Wert von x 
konvergieren, wie z.B. die Potenzreihe fiir die Exponentialfunktion 


Da 


“2 
ef=1+s%+ 5, | ee 


wo die Konvergenz fiir jeden Wert von x gema8 dem Kriterium IIIa 


aus § 2, Nr. 2 sofort folgt; das (n + 1)-te Glied durch das n-te divi- 
diert, ergibt namlich x reg und, wie auch immer wir die Zahl x wahlen, 
stets wird dieser Quotient bei wachsendem m gegen 0 streben. 

Das Konvergenzverhalten von Potenzreihen wird nun allgemein 
durch den folgenden grundlegenden Satz beherrscht: Wenn eine Po- 
tenzrethe viberhaupt fiir einen Wert x = & konvergiert, so konvergiert sie 
absolut fiir jeden Wert x, fiir welchen |x| <| &| ist, und die Konvergenz 
ist gleichmafig fiir jedes Intervall |x|< 1, sobald nur ny eine feste 
positive Zahl kleiner als | §|— aber im iibrigen beliebig nahe an | &| ge- 
legen — 1st. 

[o8) 
Der Beweis ist sehr einfach. Wenn die Reihe yc, é” konvergiert, 
v=0 
so miissen ihre Glieder mit wachsendem y gegen 0 streben; sie werden 
also gewiB, was ja viel weniger besagt, absolut genommen unterhalb 
einer von y unabhangigen Schranke M liegen, d.h. es wird | c,é’ |< M 
sein. Ist nun g eine den Bedingungen 0 < q< 1 geniigende feste Zahl 
und beschranken wir x auf das Intervall| x|<q|é&|, so wird |c, x” | 
ie) 


<|c, &| @ < M@. Die Glieder unserer Reihe 5/c, x” sind also absolut 
0 


genommen in diesem Intervalle nicht gréBer als die Glieder der aus 
positiven Konstanten bestehenden, absolut konvergenten geometrischen 
Reihe M 2'q’. Hieraus folgt nunmehr nach dem Satze von § 4, Nr. 2 
sofort die behauptete absolute und gleichmaBige Konvergenz im Inter- 
vall —g|é|S%S4ql[é|. 

Wenn eine Potenzreihe nicht tiberall konvergiert, wenn es vielmehr 
einen Wert x = & gibt, fiir den sie divergiert, so muB sie fiir jeden Wert 
von x divergieren, fiir welchen | x | > | €| ist. Denn wiirde sie fiir einen 
solchen Wert von x konvergieren, so miiBte sie erst recht nach dem 
vorhin bewiesenen Satze fiir den absolut kleineren Wert & kon- 
vergent sein. 
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Man erkennt hieraus, daB es fiir eine solche Potenzreihe eine Kon- 
vergenzstrecke gibt; d.h. es gibt eine ganz bestimmte positive Zahl @, 
derart, daB fiir | x|>o Divergenz, fiir | x |< @ Konvergenz herrscht, 
wahrend man fiir | ¥| = @ von vornherein keine allgemeinen Aussagen 
machen kann. Die Grenzfalle, daB die Potenzreihe nur fiir ¥ = 0 kon- 
vergiert bzw. daB sie fiir alle Werte x konvergiert, driicken wir symbo- 
lisch durch die Schreibweise @ = 0 bzw. @ = o0 aus}). 

Z. B. ist fiir die geometrische Reihe 1 + « + x?-+ --- der Werte=1; 
in den Endpunkten der Konvergenzstrecke herrscht Divergenz. Ebenso 
ist fiir die uns aus dem sechsten Kapitel bekannte Arcustangens-Reihe 


43 Pa 
arctg x = %* — 3+ Tete 
o =1, und in beiden Endpunkten der Konvergenzstrecke, namlich 
fiir den Wert |x| = 1, herrscht Konvergenz, wie man sofort aus dem 


Leibnizschen Kriterium § 1, Nr. 2 erkennt. 

Als Folge der gleichmaBigen Konvergenz nenne ich die wichtige 
Tatsache, daB eine Potenzreihe in ihrem Konvergenzintervalle immer 
eine stetige Funktion darstellt. 


2. Die Integration und Differentiation von Potenzreihen. 


Wegen der GleichmaBigkeit der Konvergenz ist es ohne weiteres 


erlaubt, eine Potenzreihe 
foe) 


f (x)= Dic, x” 
vy=0 
im Innern ihres Konvergenzintervalles gliedweise zu integrieren. Wir 
erhalten so die Funktion 
ee) 
F (x) =c te ya pane. 
fiir welche 
F’ (x) =f (x) 
iste Ubrigens bemerke ich, daB bei der integrierten Reihe die Koeffi- 
zienten absolut genommen alle verkleinert sind, daB also die absolute 


') Es laBt sich direkt angeben, in welcher Weise die Konvergenzstrecke von 


2S 


den Koeffizienten c, der Reihe abhangt. Existiert der Grenzwert lim ] | c, |, Ssoist 
l n—> oO 
(es Sony 
lim || cy | 
no 
Allgemein driickt sich @ durch die Formel 
1 
7a 
lim )|c,| 
n—> 00 


aus (wobei lim das im ersten Kapitel, Anhang, definierte Symbol der obersten 
Haufungsstelle ist), 
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Konvergenz durch die Integration gegenitiber der urspriinglichen Reihe 
verbessert wird. 

Wir diivfen aber wm Innern thres Konvergenzintervalls eine Potenz- 
vethe auch gledweise differenzieren und gelangen so zu der Gleichung 
ce) 

TA NV Gy ta 
c v=1 
Um die Richtigkeit dieser Behauptung zu beweisen, brauchen wir nur 
zu zeigen, daB die rechts stehende Potenzreihe gleichmaBig konver- 
giert, sobald « auf ein Intervall beschrankt wird, welches ganz im 
Innern der Konvergenzstrecke liegt. Es sei demgemaB mit den obigen 
Bezeichnungen aus Nr. 1 |«*|<q|&|. Die Glieder der in Frage stehen- 
den Reihen sind absolut genommen kleiner als die Glieder der Reihe 
© M 
»'|c,g’—1&—1|, also brauchen wir, da|¢,g’—"|<y¢] =Nist, nur die 
1 


v= 


jee) 
KonvergenzderReihe N 5/vg’ zubeweisen. In dieser Reihe ist aber der 
y=] 
Quotient des (7 + 1)-ten Gliedes, dividiert durch das m-te Glied, gerade 
: 1 ; j 
gleich = g. Er strebt bei wachsendem gegen den Wert q, der seiner- 


seits ein echter Bruch ist, und daraus folgt nach dem Satz von § 2, 
Nr. 2 die absolute Konvergenz dieser Reihe, deren Glieder nicht mehr 
von x abhangen. Die oben betrachtete Potenzreihe konvergiert also 
gleichmaBig und stellt daher nach dem Satz des vorigen Paragraphen 
den Differentialquotienten /’(*) der Funktion f(x) dar, womit unsere 
Behauptung bewiesen ist. 

Wenden wir dieses Ergebnis wiederum auf die Potenzreihe 


co 
P= Svar = 

y=1 
an, so erkennen wir, daB sich durch nochmalige gliedweise Differen- 
tiation die Potenzreihe 

(ee) 

f@oO=Srv—lex-? 

ergibt, und gelangen, so weiter schlieBend, allgemein zu dem Satze: 
Jede durch eine Potenzrethe darstellbarve Funktion lapt sich 1m Innern 
thres Konvergenzintervalls beliebig oft differenzieren, und diese Differen- 
tiation darf gliedweise an der Potenzrethe vorgenommen werden?). 


1) Als expliziter Ausdruck der k-ten Ableitung ergibt sich 
co 

f) (4) = Sv(v—1)---(v—k+ 1) e,4"—*, 
v=k 


oder, ein wenig anders geschrieben, 


co co 
f(x) i ee k+y A 
ee i Ga = Me blo ae 
y= 


(=) 


v=k 
zwei haufig gebrauchte Formeln. 
Courant, Differentialrechnung. 21 
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38. Das Rechnen mit Potenzreihen. 


Das durch die vorigen Satze gekennzeichnete Verhalten der Potenz- 
reihen bildet die Grundlage fiir die Tatsache, da man mit Potenz- 
reihen ganz genau so rechnen kann wie mit ganzen rationalen Funk- 
tionen. DaB man zwei Potenzreihen addiert und subtrahiert, indem 
man die entsprechenden Koeffizienten addiert bzw. subtrahiert, ist 
selbstverstandlich (siehe S. 300). Ebenso versteht es sich von selbst, 
daB man eine Potenzreihe mit einem konstanten Faktor multipliziert, 
indem man — wie bei jeder Reihe — diese Multiplikation an jedem 
Gliede ausfiihrt. Dagegen bedarf die Multiplikation und Division 
zweier Potenzreihen einer etwas naheren Betrachtung, fiir die ich auf 
den Anhang verweise. Hier erwaéhne ich ohne Beweis nur, daB man 


zwei Potenzreihen 
(oe) 


f (x) = Saya? 


¥=0 


und 
co 


g (x) = Sb,” 

v=0 
miteinander multipliziert wie ganze rationale Funktionen. Es gilt 
namlich der Satz: Das Produkt der beiden obigen Potenzreihen 


wird in dem beiden Potenzreihen gemeinsamen Konvergenzgebiete 
ce) 


durch eine dritte Potenzreihe \’c,x” dargestellt, deren Koeffizienten 
vy=0 
durch die Formeln 


Co = My bg , 
Cy = ad, + ayy , 


Co = Ay by + a,b, + ay bo , 
Co, = ay b,, io aydy_4 oie ¢ taaae a, do ? 
gegeben werden. (Beweis siehe Anhang § 1.) 


4, Eindeutigkeitssatz fiir die Potenzreihen. 


Fiir die Theorie der Potenzreihen ist folgende Tatsache von 
co co 
Wichtigkeit: Wenn man von zwei Potenzreihen S/a,x” und _S’b, x” 
vy=0 y=0 
wei, daB sie ein und dieselbe Funktion /(x) darstellen, so sind sie mit- 
einander identisch, d.h. fiir jedes  besteht die Gleichung a, = dy, 
oder mit anderen Worten: Eine Funktion f(x) kann nur auf eine Art 
durch eine Potenzrethe dargestellt werden. Die Darstellung durch eine 
Potenzreihe ist ,,eindeutig‘. 
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Zum Beweise dieser Tatsache brauchen wir nur zu beachten, daB 

die Differenz dieser beiden Potenzreihen, d. h. die Potenzreihe 
(ee) 
p(x) = Sc, x” mit den Koeffizienten c, = a, — b, fiir alle in Betracht 
v=0 
kommenden Werte von x den Wert 0 besitzt, d. h. die Funktion v(x) =0 
darstellt. Speziell mu8 also fiir x = 0 der Wert der Potenzreihe 0 sein; 
d.h. cy = 0, also ay = by. Differenzieren wir nun die Potenzreihe und 
beachten, daB der Differentialquotient gy’ (x) wieder itiberall 0 ist, so 
ee) 
ergibt sich, daB auch die Potenzreihe »)yc,x’-1 stets den Wert 0 
vy=1 

besitzen mu, woraus speziell fiir * = 0 die Gleichung c, = 0° oder 
a, = b, folgt. In derselben Weise kénnen wir fortfahren zu differen- 
zieren und danach x = 0 zu setzen und finden dabei, daB simtliche 
Koeffizienten c, verschwinden, was gerade unsere Behauptung dar- 
stellt. 

Wir sehen iibrigens, da&8 wir unseren Uberlegungen auch folgende 
Wendung geben kénnen: Differenzieren wir eine Reithe / (x) = D/a,x” 
ymal und setzen dann x = 0, so erhalten wir sofort 


Mags 
a, = — {© (0); 


d. h.: jede Potenzrethe ist die Taylorsche Rethe der durch sie dargestellten 
Funktion. Die Eindeutigkeit der Entwicklung kommt hierbei darin 
zum Ausdruck, daB sich die Koeffizienten in eindeutiger Weise aus 
dem Funktionsverlauf bestimmen. 


§ 6. Entwickelung gegebener Funktionen in Potenzreihen. 
Methode der unbestimmten Koeffizienten. Beispiele. 


Jede Potenzreihe stellt in ihrem Konvergenzgebiete eine stetige 
Funktion mit stetigen Ableitungen aller Ordnungen dar. Wir behandeln 
nun die umgekehrte Aufgabe, vorgegebene Funktionen /(x) in eine 
Potenzreihe zu entwickeln. Man kann hierzu im Prinzip stets die 
Taylorsche Formel heranziehen, st6Bt dabei aber im Einzelfalle oft auf 
Schwierigkeiten bei der wirklichen allgemeinen Berechnung der m-ten Ab- 
leitung sowie bei der Restabschatzung. Aber wir kommen hdaufig in viel 
einfacherer Weise zum Ziele, wenn wir folgendermaBen vorgehen: Man 
macht mit zundchst noch unbekannten Koeffizienten c, den Ansatz 


co 
f(x) = S'c,x”, bestimmt dann die Koeffizienten aus irgendwelchen be- 
vy=0 


kannten Eigenschaften der Funktion f(x) und beweist hinterher die 

Konvergenz der gefundenen Reihe. Diese Reihe stellt dann eine Funktion 

dar, und man hat sich jetzt nur noch davon zu iiberzeugen, daf diese 

mit f(x) identisch ist. Wegen der bewiesenen Eindeutigkeit der Potenz- 

reihenentwicklung ist man sicher, daB keine andere als die gefundene 
21* 
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a 


Reihe die gewiinschte Entwicklung darstellen kann. Fiir dieses Ver- 
fahren werden wir sogleich Beispiele kennen lernen. Ubrigens haben 
wir im sechsten Kapitel schon die Reihe fiir arctg x und log (1 + %) 
auf einem Wege erhalten, der eigentlich in den Gedankenkreis des 
gegenwirtigen Kapitels hineingehért. Wir haben namlich die Reihen 
fiir die Differentialquotienten dieser Funktionen, die wir als geome- 
trische Reihen angeben konnten, einfach gliedweise integriert. 


1. Die Exponentialfunktion. 


Stellen wir uns die Aufgabe, eine Funktion /(x) zu finden, fiir welche 
(x) =f(«) und f(0) =1 ist, und machen wir mit unbestimmten 
Koeffizienten den Potenzreihenansatz 


f(%) = Cy + C% + Cy? 4- ++, 
so erhalten wir durch Differentiation 
(4%) S¢{-+ 2c,44- 3,27 + 
Da diese beiden Potenzreihen nach Voraussetzung iibereinstimmen 
sollen, ergeben sich sofort die Gleichungen 


NCy = Cy_y- 


Beachten wir noch, daB wegen /(0) = 1 der Koeffizient cy den Wert 1 
haben muB, so kénnen wir nun sukzessive alle Koeffizienten berechnen 
und erhalten die Potenzreihe 


x3 


Ae ets Sor em easy fr Tce 


Diese Potenzreihe — wir machen bei diesen Betrachtungen absichtlich 
von dem frither tiber die Exponentialfunktion Gelernten keinen Ge- 
brauch — konvergiert, wie wir mit Hilfe des Quotientenkriteriums 
leicht sehen, fiir alle Werte von x und stellt daher eine Funktion /(x) 
dar, fiir welche tatsachlich die Bedingungen /’ (x) = f(x), #(0) =1 
erfiillt sind. 

Daf diese Funktion / («) mit der Exponentialfunktion e® tibereinstimmt, 
folgt sofort, wenn wir beachten, da jedenfalls die Funktion e* den 


obigen Bedingungen geniigt ; bilden wir nun den Quotienten p(x) = a 
und differenzieren, so ergibt sich g’ (x) —“FM >"! _ 9, iso ist 


die Funktion p(x) eine Konstante, und zwar muB sie, da sie fiir x = 0 
den Wert 1 hat, gleich 1 sein, womit die Ubereinstimmung unserer 
Potenzreihe mit der Exponentialfunktion bewiesen ist. (Vgl. auch die 
ganz analoge Betrachtung auf S. 143.) 
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2. Die binomische Reihe. 


Die Herleitung der binomischen Reihe (sechstes Kapitel, § 3, 
Nr. 3) kénnen wir jetzt leicht mit Hilfe der Methode der unbestimmten 
Koeffizienten nachholen. Wir wollen die Funktion f(x) = (1 + x)* in 
eine Reihe entwickeln und setzen mit unbestimmten Koeffizienten an 


f(x) = (1 + %)* = Cg + €,% + Cyx?-| 


Beachten wir nun, daf fiir unsere Funktion offenbar die Beziehung 


(Teemi Gl Sol Soa? 


v=0 
gilt, und bilden wir, indem wir die obige Reihe gliedweise differenzieren 
und mit dem Faktor 1 + x multiplizieren, die Reihe 


(Lex) 7 (4) = 6, oe (2054-C,) Ve (80,7 205) 42 + ~~, 
so erhalten wir durch Koeffizientenvergleichung die Beziehungen 
KCyp=— Cy, ACy—=2le+C,, AC,=—3C,+26,,.... 


Nun ist gewiB cy = 1, da unsere Reihe fiir = 0 den Wert 1 darstellen 
mu, und so erhalten wir der Reihe nach fiir die Koeffizienten die Aus- 
driicke 


(a — 1)a (% — 2) (a — l)« 
Cy 105 « CS = > 5 C= 3.9 : 2 eipisaer 


und, wie man leicht bestatigt, allgemein 
 a(a—l)---(a—» aa) SNe 


CAO etary eae hye y 
so daB wir tatsachlich die binomische Reihe 
© \ 
a+ore S(z)9 
y=) 


gewinnen. Das Quotientenkriterium zeigt uns, daB diese Reihe fir 
|% |< 1 konvergiert und fir | «|>1 divergiert, wenn « nicht ganz- 
zahlig positiv ist; denn es ist ae see Falle der Quotient des (n+1)-ten 


durch das n-te Glied gleich + a i, und dieser Ausdruck strebt absolut 


genommen gegen | «|, wenn  tiber alle Grenzen wachst'). Unsere 
Reihe stellt uns also fiir |” |< 1 eine Funktion f(«) dar, die, wie aus der 


1) Ohne Beweise gebe ich noch die genauen Konvergenzbedingungen ftir die 
Entwicklung an. Ist der Exponent « ganzzahlig und positiv, so bricht die 
Reihe ab und gilt daher fiir alle x (gew6hnlicher binomischer Satz). Bei allen an- 
deren Werten von « ist fir | x | <1 die Reihe absolut konvergent, ftir | # | Sil 
divergent. Fir += + 1 liegt bei « > 0 absolute Konvergenz, bei — 1<a<0 
bedingte Konvergenz, bei « < — 1 Divergenz vor. Fiir x = — 1 schlieBlich ist 
die Reihe absolut konvergent bei « = 0, divergent bei « < 0. 
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Bildung der Koeffizienten hervorgeht, der Beziehung (1 + *) /’ (*) 
= af (x) geniigt. AuBerdem ist / (0) =1. Diese letzten Bedingungen 
aber charakterisieren unsere Funktion f (x) als identisch mit der Funktion 


(1 + x)*, denn es ist fiir den Quotienten ¢ (x) = yi 


I (Lit 890 ia eA) Tee) 
gy (x) =- - : (1 + x)24 0. 
Es ist p(x) also eine Konstante, und zwar gerade 1, da p(0) = 1 ist. 
Ich will von der binomischen Reihe die folgenden Spezialfalle 
besonders anfiihren: Die geometrische Reihe 


(ee) 
= 


1 


ab sep OE Plan he tween ae | eee 
esa Ra 1—=]—x+ 72—x73+4 x a 1)” x”, 
die negative Ableitung der geometrischen Reihe 
1 y 
=(l+x)-2?8=1—2x%4+ 3x2?9—4x3 -+---= S(—1)"(v+ 1)” 
ate ! ) v=0 
und die Reihen 
1 
rite pr een ten eae espe NNT 
tate ee AL Toes hs oy ne 94 oa Oe te 01 
1 
ee hee cee dpc era eer, eee eae 
‘jieqe eae, Be hoy a mo ema ee : 


von denen die ersten beiden oder die ersten drei Glieder beliebte Nahe- 
rungsformeln geben. 


8. Die Reihe fiir arc sin x 


: : : ; 1 
erhalten wir am einfachsten, indem wir den Ausdruck yi = nach dem 


binomischen Satz in die Reihe 


1 ‘ 
(l—#) 2 =a Pgs eee ees ie 
entwickeln und diese fiir |¢]| <q< 1 gleichmaBig konvergente Reihe 
zwischen 0 und x integrieren; wir gewinnen auf diese Art sofort die Ent- 
wicklung 
Sine ec ee ee 
arc sin % = % + 23 bce 5 Ae 
welche fiir | «|< 1 konvergiert und, wie man aus dem Quotienten- 
kriterium leicht sieht, fiir | x| > 1 divergiert. 
Die Herleitung dieser Reihe aus dem Taylorschen Satz wiirde wegen 
der Schwierigkeit der Restabschitzung wesentlich unbequemer sein. 


§ 6. . Entwickelung gegebener Funktionen in Potenzreihen. BOT 


4. Die Potenzreihenentwicklung von Ar Sin x = log (x oe y 1+ x?) 


erhalten wir ganz ebenso, indem wir fiir ihre Ableitung die Entwicklung 
I i 1-3 1-3-5 

= eve ae 6 A 
jit? Leh eee re ag 
auf Grund des binomischen Satzes hinschreiben und dann gliedweise 
integrieren. So gelangen wir zu der Reihenentwicklung 

I ae = : a 

2 3 ce 


deren Reameerrenreiecke das Intervall — 1 fe 5S, belie, 


Wr Sin «= x — 


5. Beispiel fiir Reihenmultiplikation. 


Die Entwicklung der Funktion 
log (1 + *) 
~ ghee 
gibt uns ein einfaches Beispiel fiir die Anwendung der Multiplikations- 
regel fiir Potenzreihen. Wir brauchen namlich nur die logarithmische 


2 3 4 
Reihe log (1 + x) = x — 5 }- 5 - f::+ mit der geometrischen 
Reihe alin = ]— % + x*— x3 + x4—--+ gu multiplizieren, dann 


1l+~-s 
erhalten wir, wie Sie selbst leicht ausrechnen kénnen, fiir | «|< 1 die 


merkwiirdige Entwicklung 


mts tte ttt (itdidad eee 


6. Beispiel fiir gliedweises Integrieren. Elliptisches Integral. 


In friiheren Anwendungen ist uns das elliptische Integral 


wt 


2 
jl — h* sin? 
0 
entgegengetreten (Schwingungszeit eines Pendels). Wir nehmen an, 
daB k2< list. Um das Integral auszuwerten, kénnen wir dann so vor- 
gehen, da8 wir zuerst den Integranden nach dem binomischen Satz 
entwickeln: 4 
1 
jlo ante =l]1+— x Resin? p+ y2hA sin’ p+ 5 a o2 Rosin’ p++ 

Da die Reihe fiir alle Werte vong gleichmaBig konvergiert (k? sin* 
ist immer kleiner als #2), so kénnen wir sie gliedweise integrieren 


4 


2 
P+5 1 ip ears + =— gh {sint gpapt: 
0 


ro a 


jon (As 
Jl — A? sin? 


<n 


f=) 
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Die hier auftretenden Integrale haben wir schon friiher berechnet 
(vgl. viertes Kapitel, §4, Nr.4). Setzen wir ihre Werte ein, so 
ergibt sich 


ra rattasy— +e GT ETH | 


Hinsichtlich weiterer Beispiele zur Reihentheorie verweise ich auf 
den Anhang. 


ro| a 


§ 7. Potenzreihen mit komplexen Gliedern. 


1. Einfiihrung komplexer Glieder in Potenzreihen. 


Die Ahnlichkeiten zwischen Potenzreihen fiir scheinbar ganz ver- 
schiedenartige Funktionen haben schon Euler dazu veranlaBt, einen 
Zusammenhang rein formal herzustellen, indem er fiir die Variable * 
in den Potenzreihen auch komplexe Werte zulieB und insbesondere 
auch rein imaginare Werte einsetzte. Wir wollen dies zunachst einmal 
unbekiimmert tun und den Erfolg eines solchen Verfahrens studieren. 

Die erste frappierende derartige Beziehung ergibt sich, wenn wir 
in der Exponentialreihe fiir e* die GréBe x durch die rein imaginare 
GréBe tm ersetzen, wo m wieder eine reelle Zahl bedeutet. Beachten 
wir die Grundbeziehung fiir die imaginare Einheit 7, namlich 72? = — 1, 
aus der 4° = —7, 14 = 1, 45 =7,... folgt, und trennen in der ent- 
stehenden Reihe Reelles und Imaginares, so erhalten wir sofort 


gt 6 3 5 \ 
i? ay ; We GP 
ON gt ee ee 
oder anders geschrieben 
e’’=cosp+ising. 


Diese zunachst rein formale héchst wichtige ,,Eulersche‘‘ Relation steht 
im Einklang mit dem Motvreschen Theorem, welches wir schon im 
Anhang vom ersten Kapitel in Erinnerung gebracht haben, namlich 
der Gleichung 


(cos p-+7sin ¢) (cosy + 7sin y)=cos(y+y)+isin(p+y). 
Diese Gleichung besagt jetzt vermége der Eulerschen Relation nur, 
daB auch fiir rein imaginére Werte x =ig, y =i die Beziehung 


et. oY — etty 
besteht. 
Ersetzt man in der Potenzreihe fiir cos x die Variable x durch die 
rein imaginare Gréfe 7x, so erhalt man sofort die Reihe fiir €of x, eine 
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. Beziehung, die wir durch die Gleichung 
oj x = cos ix 


ausdrticken kénnen. Ganz ebenso erhalten wir 
6 Lae oe 
in x= — sin ix. 


Die Eulersche Relation liefert uns, da nach ihr auch e-*” = cos m—tsin 
gilt, fiir die trigonometrischen Funktionen die Exponentialdarstellungen 


git _ g—iv yh eGR aes Sas 


ag oat cat Pease 


welche zu den Exponentialdarstellungen der Hyperbelfunktionen in 
voller Analogie stehen und in diese sofort durch die Beziehungen 


Col 4 cos 74, Sine = = sin7x tibergehen. 

Ganz entsprechende formale Beziehungen gelten nunmehr natiirlich 
auch fiir die Funktionen tg x, Bq x, cot x, Got x, welche durch die 
Gleichungen Tq + = a tgix, Cot x =1cot7% verkniipft sind. 

SchlieBlich bestehen ahnliche Beziehungen auch fiir die Umkehr- 
funktionen der trigonometrischen bzw. hyperbolischen Funktionen. 

Wir berechnen z. B. aus 


ete __ g—tia e2te _ | 
SaaS gs G(d® f e-42) — a(t p 1) 
sofort 
en Ses 
1—iy" 


Logarithmieren wir diese Gleichung und schreiben wir  anstatt y und 
arctg « anstatt x, so erhalten wir die Gleichung 


arctg x= 3 diy ees 


die einen merkwiirdigen Zusammenhang des arctg * mit ae Loga- 


il 
rithmus andeutet. Setzen wir in die bekannte Potenzreihe fir = oes gas Jue 


die GroBe 2x an Stelle von 4%, so erhalten wir tatsachlich a nes 
reihe fiir arctg x 


arctg % = (ix aoe. : Bei : a 


Die obigen Beziehungen tragen zunachst einen rein formalen Cha- 
rakter, und es bedarf natiirlich einer genaueren Prazisierung, was ihre 
inhaltliche Bedeutung sein soll. Wie dies mit Hilfe der Funktionentheorie 
geschehen kann, wird in der nachsten Nummer angedeutet werden. 
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Fiir das Folgende wird jedoch fiir uns lediglich die Eulersche Relation 
e'? —cosy+ising eine Rolle spielen, und zu ihrer Begriindung 
kénnen wir eine solche eingehendere Analyse mit Hilfe der Funktionen- 
theorie entbehren, indem wir hier einfach das Symbol e'” als eine 
formale Abkiirzung fiir die rechte Seite cos p + 7 sin  auffassen, wobei 
dann die Moivresche Formel é'?-e? = e¥+¥) als einfache Folge der 
elementaren trigonometrischen A dditionstheoreme erscheint. Weiter werden 
wir, von diesem formalen Standpunkte aus, um die Beziehung e*-e¥ 
= e*+” auch fiir komplexe Argumente allgemeingiiltig zu machen, de- 
finieren : 

e* = e§ (cos 7 + 7sin 7) fiir x =&+147, (E57 resis 


2. Ausblick auf die allgemeine Funktionentheorie. 

Trotzdem der gekennzeichnete rein formale Standpunkt in sich ein- 
wandfrei ist, bleibt doch der Wunsch bestehen, in den obigen Formeln 
mehr als bloB formale Verkniipfungen zu erkennen. Die Verfolgung 
dieses Zieles fiihrt zu der allgemeinen Funktionentheorie, wie man ab- 
gekiirzt die Theorie der sogenannten analytischen Funktionen einer 
komplexen Veranderlichen nennt. In ihr kann man davon ausgehen, 
daB man eine allgemeine Theorie der Potenzreihen mit komplexen Ver- 
anderlichen und mit komplexen Koeffizienten aufstellt. Der Aufbau 
einer solchen Theorie der Potenzreihen hat in der Tat keinerlei Schwierig- 
keiten, wenn man zunachst den Limesbegriff im Gebiet der komplexen 
Zahlen definiert hat, und vollzieht sich fast genau so wie bei reellen 
GroBen. Da wir jedoch im folgenden von diesen Dingen keinen Ge- 
brauch machen miissen, so will ich mich hier mit der Angabe einiger 
Tatsachen begniigen und auf die Beweise verzichten. Es zeigt sich, 
da8 fiir Potenzreihen im Komplexen der folgende Satz gilt, der eine 
unmittelbare Verallgemeinerung des Satzes in § 5, Nr.1 ist: Wenn 
eine Potenzrethe fiir irgend einen komplexen Wert x = E konvergiert, so 
konvergiert sie fiir jeden Wert x, fiir den |x |<| &| ist; wenn sie fiir einen 
Wert x =& divergiert, so divergiert sie fiir jeden Wert x, fiir den |x|>| &| 
ist. Eine Potenzrethe, die nicht tiberall und auch nicht blog fiir x = 0 
honvergiert, besitzt einen Konvergenzkreis, d. h. es gibt einen Konvergenz- 
radius @ >0, derart, dap fiir |x |<@ die Reihe absolut konvergiert, fiir |x | > 
divergiert. 

Hat man diesen Begriff der durch Potenzreihen dargestellten 
Funktionen einer komplexen Veranderlichen x und die Regeln fiir 
das Rechnen mit ihnen einmal begriindet, so kann man die 
Funktionen e*, sinx, cosx, arctgx usw. als Funktionen einer 
komplexen Veranderlichen x einfach durch dieselben Potenzreihen 
definiert denken, durch die sie fiir reelle Werte von x dargestellt 
werden, und alle die obigen formalen Relationen sind dann tatsdchlich 
Selbstverstandlichkeiten. 


§1. Multiplikation, Division und Umkehrung von Reihen. Sl 


Ich méchte Ihnen nur an zwei Beispielen den Nutzen der Heran- 
ziehung des Komplexen fiir das Verstandnis der elementaren Funktionen 


andeuten. Die geometrische Reihe fiir hort fir =4 =.) und 


1 
1+ x? 
x = —1 auf zu konvergieren, ebenso die Reihe fiir arctg x, obwohl 
diese Funktionen an den Enden der Konvergenzstrecke keinerlei Be- 
sonderheiten aufweisen, sondern fiir alle reellen Werte von x mit allen 


ihren Ableitungen stetig sind. (DaB die Konvergenz der Reihe fiir 
1 
Tog? und fiir log (1— x) an der Stelle x = 1 aufhdrt, ist uns dagegen 


ohne weiteres verstandlich, weil die Funktionen an diesen Stellen 
unendlich werden.) Das Aufhéren der Konvergenz der arctg-Reihe und 


(oe) 
der Reihe 5) (— 1)’ x?” fiir |~| >1 wird aber sofort klar, wenn man auch 
v¥=0 
komplexe Werte von x in Betracht zieht. Fiir x =7 werden namlich 
diese Funktionen unendlich, kénnen also nicht mehr durch eine kon- 
vergente Reihe dargestellt werden; und daher verbietet von selbst der 
Satz vom Konvergenzkreise die Konvergenz im Reellen auBerhalb der 
prece x |<. 1 


Ein zweites Beispiel gibt uns die friiher (S. 263) behandelte Funktion 
Z 


(e) = e * fir x + 0, {(0) =0, die sich trotz ihres augenscheinlich 
regularen Verhaltens nicht in eine Taylorsche Reihe entwickeln lied. 
In der Tat hért aber die Stetigkeit der Funktion in der Umgebung des 


Nullpunktes sofort auf, wenn man rein imaginare Werte x =7& heran- 
1 


zieht. Die Funktion geht dann in e** iiber und strebt fiir > 0 iiber 
alle Grenzen; es ist daher nunmehr verstandlich, da8 eine Potenzreihen- 
entwicklung nach Potenzen von »% fiir sie nicht existiert. 

Mit diesen Andeutungen tiber die Theorie der Funktionen und 
Potenzreihen im Komplexen muB ich mich hier begniigen. 


Anhang zum achten Kapitel. 
§ 1. Multiplikation und Division von Reihen. 


1. Multiplikation absolut konvergenter Reihen. 
Es seien 
co ee) 
A= Sa.) B= )b, 
vy=0 v¥=0 
zwei absolut konvergente Reihen, mit denen wir gleichzeitig die Reihen 


ee) 0 
ihrer absoluten Betrage A = S}|a,|, B= 5)|b,| betrachten. Wir 
y=1 v=1 


setzen ferner 
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A — ae 153 = >| Die A ane b= 
0 v=0 


nv Rex n ame = 
und 
C= dy0_, + AOpen ed Gala 
(oe) 
Unsere Behauptung ist, daB die Reihe Sc, absolut konvergiert und daf 
v=0 


ihre Summe gleich A - B ist. 
Zum Beweise denken wir uns die m-ten Partialsummen 


A, und B, bzw. A, und B, 
miteinander multipliziert 

An Bn = %0y + 409 + 49d, +4,0, +s +++ ann, 

A,B, = ||| bo|+|41||8| +140] |81|+] 41] {a)+-- "+ [an | | On| - 
LaBt man # wachsen, so erkennt man, daB rechts Reihen erscheinen, 
deren einzelne Glieder die Form a,b, bzw. | a,||b,| haben. Diese 
letzte Reihe besteht aus positiven Gliedern. [hre Partialsummen wachsen 
also bestindig. Da diese Partialsummen wegen A, < A, B, < B unter- 
halb der festen Schranke AB liegen, konvergiert also die zweite Reihe, 
somit konvergiert auch die erste Reihe absolut genommen. Die Summen 


der beiden Reihen sind offenbar A B bzw. AB. Da man absolut kon- 
vergente Reihen beliebig umordnen kann, ohne ihren Wert zu andern, 


c 
und da die Reihe S’c, nur eine Umordnung der oben hingeschriebenen 
»¥=0 


Reihe darstellt, so ist damit der gewiinschte Nachweis erbracht. 


2. Multipikation und Division von Potenzreihen. 


Die Hauptanwendung findet unser Satz in der Theorie der Potenz- 
reihen. Man folgert aus ihm ohne weiteres die folgende Tatsache: Das 
Produkt der beiden Potenzreihen 


co co 

Pi 4 q oat 

Wa, se und) ba 
y=0 v=0 


wird in jedem den beiden Potenzreihen gemeinsamen Konvergenz- 


cO 
gebiet durch eine dritte Potenzreihe \’c, x” dargestellt, deren Koeffi- 
y=(0 
zienten durch die Formel 


Cy = Ab, + a,b,_,++--+ a,b, 
gegeben werden. 


Was die Division von Potenzreihen anbetrifft, so kann man den 
Quotienten der obigen beiden Potenzreihen ebenfalls durch eine Potenz- 


ie) 
reihe »’q,x” darstellen, falls das konstante Glied by des Nenners nicht 
»=0 
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verschwindet. (Im letzten Falle ist eine solche Darstellung offen- 
bar deswegen im allgemeinen unméglich, weil sie fiir + = 0 wegen 
des Verschwindens des Nenners nicht konvergieren kénnte, wahrend 
doch andererseits jede Potenzreihe in x fiir + = 0 konvergieren muB.) 
Die Koeffizienten der Potenzreihe 


ioe) 
Pea 
v¥=0 


lassen sich der Reihe nach berechnen, indem man beachtet, da8 
co 


o@) (oe) 
\7 y y . . . 
SG x + S1b, x” = S)a,x” sein muB, daB also die Gleichungen 
v¥=0 vy=0 v7=0 


A= 2%» 
Ay = 90 + 14%, 
As = Joby + 915, + Goby, 


Ay = Joby + Gy Ova + + Gro 
gelten mtissen. Aus der ersten dieser Gleichungen ergibt sich qo, 
aus der zweiten kénnen wir den Wert g, ausrechnen, aus der dritten so- 
dann, indem wir die gefundenen Werte immer mit benutzen, den Wert q5 
usw. Um die Darstellung des Quotienten bei den Potenzreihen durch 


die dritte Potenzreihe jedoch streng zu rechtfertigen, miissen wir noch 
co 


untersuchen, ob und wo die formal gefundene Potenzreihe ))q, x” kon- 


v=0 
vergiert. Ich méchte diese allgemeine Untersuchung, von deren Resultat 
wir keinen weiteren Gebrauch machen werden, tibergehen und mich 
hier mit der Angabe begniigen, daB die Reihe fiir den Quotienten tat- 
sachlich konvergiert, solange x auf ein passend klein zu wahlendes 
Intervall beschrankt bleibt, fiir welches jedenfalls der Nenner nicht 
verschwindet und sowohl Zahler als auch Nenner konvergieren. 


§ 2. Grenziibergange, die mit der Exponentialfunktion 
zusammenhangen. 


1. Die GleichmaBigkeit des Grenziiberganges @ + =)" > e*, 


Fiir jede fest gegebene Zahl a ist der Grenziibergang 4 oe iy => ee 
im Intervalle 0 < « <a gleichm&Big, ebenso wie der Grenziibergang 
(1 ae e-*, Es geniigt, den ersten Teil der Behauptung zu be- 


weisen, da der Beweis fiir den zweiten Teil genau so verlauft. Zu dem 


Zweck gehen wir von der Grenzwertformel 
1 


(l+h)* +e 
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aus, deren Sinn folgender ist: Zu jeder vorgegebenen positiven, wenn 
auch noch so kleinen Zahl 6 kann man eine GréBe k gentigend klein 
wahlen, derart, daB fiir 0<’<k die Beziehung 
1 
e(1—6)<(1+A)"<e(1+6) 


gilt. Nun ist fiir 4 = — offenbar 


+=)"=a+ ny* = (a + m)*) 


Wenn — =k gesetzt wird, wo & nur von und a, nicht von x abhangt 
nN 


und bei wachsendem m gegen Null strebt, so ist fiir das ganze Intervall 
x 


— —h<hk, und somit ist fiir beliebig kleines 6 bei geniigend groB ge- 


n 
wahltem 
1 


e(1—6)<(1+h)* <e(1+6), 
also auch 
et(1—d)*<(1 +h =(1+4)" <r +oy. 

Nun ist fir OS «<a 

(1-0)? =. (1=- 6)% 
und 

(1—d)* > (1—8)". 
Wir erhalten also 


e(1—de< (1+ *) <r +6. 
Diese Ungleichung aber driickt — da (I—6)* und (1+-6)¢ beliebig nahe an 1 


liegen, wenn k = “ hinreichend klein, d. h. ” hinreichend groB gewahlt 


wird — die behauptete GleichmaBigkeit aus. Wir erkennen naimlich 
aus ihr, daB tatsachlich bei hinreichend groB gewahltem n die Differenz 


| (1 rl a —e unter jede beliebige, von der Lage von x im Intervall 


0 < x <a unabhiangige Grenze herabgedriickt werden kann. 
2. Bemerkung tiber Integration und Differentiation der 
Exponentialfunktion. 


Die bewiesene GleichmaBigkeit gestattet folgende zur Illustration 
unserer friiheren Integrationssatze niitzliche Betrachtung. Es ist 


forae-rassy"), 


i) 
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wie wir sofort durch die Substitution #—=1-+ >, im der linken Seite der 


Gleichung erhalten. Nunmehr diirfen wir wegen der Gleichmafigkeit 
der Konvergenz den Grenziibergang m — oo unter dem Integralzeichen 
ausfiihren und erhalten 


« 
i etdt=e*—1, 
0 
also die Integrationsformel fiir die Exponentialfunktion. 


oO 
3. Beweis der Formel ice dx = Vx. 
Vv 
Eine andere tiefer gehende Anwendung machen wir unter Zuhilfe- 


nahme des friiher (viertes Kapitel, §4, Nr.4) bei der Wallisschen 
Formel erhaltenen Resultates 


rola 


ae — 2-4.-.-.2n il 
bs Deed ys Tee a0 See Were 
a Jn Joos nt+1lydx yn 3.5. tl) > 2 ) 

0 


und des Begriffes ,,uneigentliches Integral“. Fiihren wir in die eben 
hingeschriebene Integralformel w = sin x als neue Integrationsvariable 
ein, so erhalten wir sofort cos x dx = du und 


1 
lim ynfa —u?)"du= 


n —>0O 


1 
D 


“ 


jz. 
0 
: t F : 
Setzen wit “= Vn , so gewinnen wir 
n 


Vn 


nfs yaks 


0 
Nunmehr schreiben wir, indem wir unter A eine feste Zahi verstehen. 


eae Te 
wo 


gesetzt ist. 


Wir notieren ferner die Beziehung 


L=aoae-S, (a >0), 
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welche sofort aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung in der 


Form 
e-%— 69 = e-4*_] = — we 9° >— & 


{2 
folgt. Insbesondere ergibt sich fir a =—- 


2 = ( 12.\n By, 
[ee a ace 


Ist nun, was wir voraussetzen wollen, A > 1, so wird fir ¢> A 
sicher e~* < e~* und wir erhalten fiir den zweiten Bestandteil R,, die 
Abschatzungen 


Vn Vn “s 
C= hee fePdt< fetdt=e-4 —e ln, 
A A 


d.h. jedenfalls 0< R,<e~4. Nunmehr fihren wir den Grenziiber- 
gang 2-» oo aus. Wegen der in Nr. 1 bewiesenen Gleichmafigkeits- 


A 
eigenschaft geht dabei das Integral Ky in fe-Pd t iiber, und wir erhalten 
iy 


also sofort 


A 
fee |x—fe-®dt= lim (J, —Ka) = lim R, Se-4. 
cl 0 n—>O n—>0O 
Jetzt diirfen wir die bisher festgehaltene Zahl A iiber alle Grenzen 
wachsen lassen, wobei e~* gegen 0 strebt. Es ergibt sich daher die 
Gleichung 


A S 
: 2 in gly lie 
lim ePdi=lePdt=> \x , 


A>o = 
0 0 


die wir beweisen wollten und die sich iibrigens, da e~* eine gerade Funk- 
tion ist, auch in der Form 


+00 7 
ies oboe yx 


— 


schreiben JABt. 


§ 8. Unendliche Reihen und uneigentliche Integrale. 


Die unendlichen Reihen und die bei ihnen angewandten Begriffs- 
bildungen fithren zu einfachen Anwendungen und Analogien in der 
Theorie der uneigentlichen Integrale (vgl. viertes Kapitel, § 8). 
Ich beschranke mich hier auf den Fall eines konvergenten Integrales 
mit unendlichem Integrationsintervall, etwa eines Integrales der Form: 


ioe) 
i /(x)dx. Teilt man das Integrationsintervall durch die Zahlenfolge 
0 
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%9 = 0, %,,... mit %,—0o ein, so kénnen wir das unendliche Inte- 
gral in die Gestalt 


Jitjdx=ay tat. 


setzen, wobei jedes Glied unserer unendlichen Reihe wieder ein Inte- 
gral, namlich 


a= Jide, a, = J f(x) dx, 


ist. Dabei ist es noch vollstaindig gleichgiiltig, wie wir die Punkte x, 
gewahlt haben. Man sieht also, wie man den Begriff eines konver- 
genten uneigentlichen Integrales in mannigfacher Weise auf den einer 
unendlichen Reihe zuriickfiihren kann. 

Besonders bequem ist es, die Stellen x, so zu wahlen, da der Inte- 


co 
grand in jedem Teilintervall dasselbe Vorzeichen hat. Der Reihe 5’|a,| 
oul: 


wiirde dann das Integral des absoluten Betrages unserer Funktion 


ice) 


S| f(x) \dx 


0 
entsprechen. Wir werden so ganz von selbst auf folgenden Begriff 


co 
gefiihrt: Ein uneigentliches Integral ih f(x)dx heiBt absolut konvergent, 
ce) 0 
wenn das Integral if | {(«) |dx extstiert. Andernfalls hei8t unser Integral, 
0 


wenn es tiberhaupt existiert, bedingt konvergent. Die friiher be- 
trachteten Integrale 


ice) 1 ice) 28) 
lees AX, en an, I’ (x) =| ene! dt 
0 0 0 
sind alle absolut konvergent. Dagegen bildet das Integral 
ice) 
sin ¥dx% 
—— 
0 


ein einfaches und wichtiges Beispiel fiir ein bedingt konvergentes Inte- 
gral. Um die Konvergenz dieses Integrales einzusehen, zerlegen wir 
es durch die Stellen x, = vz. Wir erhalten somit die GréBen 


VIC 7 
bales 
ay ie ax, 
x 
(Da 
von denen wir sofort erkennen, daB sie abwechselnde Vorzeichen haben 
und daB | a,,, |<|a,| ist. Die Reihe a, + a, + a,+*:- konvergiert 
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also, da auBerdem a, — 0 gilt, nach dem Leibnizschen Kriterium vom 
U—> OO 


achten Kapitel, §1, und hieraus schlieBt man unschwer die Kon- 
vergenz unseres Integrales. DaB diese Konvergenz nur bedingt ist, 
iiberlasse ich Ihnen selbst zu beweisen, wobei der Vergleich mit der 
harmonischen Reihe als Hauptbeweismittel dient. 


§ 4. Unendliche Produkte. 


Schon in den Vorbemerkungen zu diesem Kapitel haben wir hervor- 
gehoben, da® die unendlichen Reihen nur eine, allerdings besonders 
wichtige Art der Darstellung von GréSen oder Funktionen durch 
unendliche Prozesse sind. Ich méchte hier ohne Beweise als Beispiel 
fiir einen anderen derartigen ProzeB die unendlichen Produkte anfiihren. 

Im vierten Kapitel, § 4, haben wir die Wallissche Formel 


Ta A pe ra DNAT Oud Oily 


RPA ee ae 8G 


kennen gelernt, welche die Zahl oS durch ein ,,unendliches Produkt‘ 


darstellt. 
Als den Wert eines unendlichen Produktes 


ee) 
[l Ay = G1* Ag Az* Ag? ss 


v=1 
verstehen wir dabei den Grenzwert der Folge der Teilprodukte 
Ad" Os. Gide" Uns Ee Ag da aren 
falls er existiert. 
Die Glieder ay, ag, a3,... eines solchen Produktes kénnen natiirlich 
auch Funktionen einer Variablen x sein. Ein besonders interessantes 


Beispiel ist die ,,Produktzerlegung’ der Funktion sinawx, die wir im 
nachsten Kapitel, § 4, Nr. 7, ableiten werden, 


. sae 4 bd x 
sIn UX = 1% ie a) es ES) che =) ° 
Eine sehr groBe Rolle spielt in der Zahlentheorie die Produktzer- 
legung der ,,Zetafunktion’‘. Um mit der in der Zahlentheorie iiblichen 
Bezeichnungsweise im Einklang zu bleiben, will ich hier die Variable 
mit s bezeichnen und diese Funktion fiir s > 1 durch die Darstellung 


ay ae 
ay ne 


n=1 


¢ (s) 


definieren. Wir wissen aus Kap. 8, § 2, Nr. 3, daB fiir s > 1-die 
Reihe rechts konvergiert. Ist nun # irgend eine Zahl gréBer als 1, so 
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erhalten wir durch Entwicklung in eine geometrische Reihe ohne weiteres 
die Gleichung 
1 il i 1 
yabatl a 1 pe joes pes 
ps 
Denken wir uns hier fiir der Reihe nach alle Primzahlen 4, ps, ps, --- 
eingesetzt und alle die entstehenden Gleichungen miteinander multipli- 


ziert, so erhalten wir links ein Produkt der Form 


1 1 
1—p,-* 1—p,-* oe 
Wenn wir die Reihen auf der rechten Seite unserer Gleichung mit- 
einander, unbekiimmert um eine nahere Rechtfertigung dieses Ver- 
fahrens, ausmultiplizieren und dabei beachten, daB sich nach einem 
elementaren Satze jede ganze Zahl » auf eine und nur eine Weise als 
Produkt von Primzahlpotenzen darstellen laBt, so bemerken wir, daB 
rechts gerade die Funktion € (s) entsteht, und wir gelangen so zu der 
merkwiirdigen Produktzerlegung 


il 1 1 
| leer on le 
Diese Produktzerlegung, deren Beweis ich hier nur kurz skizziert habe, 
ist tatsachlich eine Zerlegung der ¢ (s)-Funktion in ein unendliches 
Produkt, da es unendlich viele Primzahlen gibt. 

In der allgemeinen Theorie der unendlichen Produkte pflegt man 
den Fall auszuschlieBen, daB einer der Faktoren a, verschwindet oder 
daB das Produkt a, a, ... a, den Grenzwert Null hat. Es mtissen dann, 
damit das Produkt konvergiert, die Faktoren a, mit wachsendem 
gegen 1 streben. Wir diirfen daher — indem wir nétigenfalls eine end- 
liche Anzahl von Faktoren fortlassen, was fiir die Frage der Konvergenz 
unerheblich ist — annehmen, daB a, > 0 ist, und kénnen sagen: Not- 
wendig und hinreichend fiir die Konvergenz des Produktes ist die Kon- 


ioe) 
vergenz der unendlichen Reihe » log a,. Denn es ist klar, da zugleich 
v=] 
mit den Teilsummen dieser Reihe die Teilprodukte a, a,° ++ a, einen 
(positiven) Grenzwert besitzen und umgekehrt. 
Gewohnlich bedient man sich, indem man a, = 1+ «, setzt, bei 
Konvergenzuntersuchungen des folgenden hinreichenden Kriteriums: 


Das Produkt 


ce) 


[[ a+) 


y=1 


konvergiert, wenn die Reihe 


22* 
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konvergiert. Zum Beweise diirfen wir, notigenfalls unter gee 
einer endlichen Anzahl von Gliedern, annehmen, daB jedenfalls | a, | <+- : 
sei. Es ist dann also auch 1— |x, |> = . Nun wird nach dem Mittelwert- 
satz log (1+ h) =log (1 +h) —logl=h Fi mit O<#%<41. Somit 
ist 

| a | 
1 ol | Oy | 


{log (1 + a») | =|, kes 2 oe le 


1 + Day 


< 


co 
und daher folgt die absolute Konvergenz der Reihe » | log (1 + «,)| 
ee) v=1 
aus der Konvergenz von 5) | «, |. 
v=1 
Aus unserem Kriterium ergibt sich ohne weiteres die Konvergenz 
der oben fiir den sin « angegebenen Produktdarstellung fiir alle Werte 


von x. Ebenso schlie8t man leicht fiir p = 2 und s > 1 


1 1 1 2 
pop tear po Sp 
Da nun, ie wir p die Reihe der Primzahlen durchlaufen lassen, die 
Reihe SS konvergieren mu — ihre Glieder bilden ja nur einen 
Teil der Glieder der konvergenten Reihe Sgn) —, so ist die Konver- 
v=1 
genz des Produktes [[-— ie -=; fiir s>> 1 bewiesen. 


§ 5. Weitere Beispiele fiir unendliche Reihen. 


1. Verschiedene Entwicklungen. 


Als Beispiel fiir die Methode der unbestimmten Koeffizienten gebe 
ich die folgenden Reihenentwicklungen : 


arc sin ¥ 2 2-4 
il a SS ste Sertiy ah 
( ) ji—_# == 6 l 3 x If eee | )’ 
d 2 9 x4 9.4 x8 
2 S 4 ae _~ io | eee 
(2) (arc sin x) i | CRAIC on | 4 


we : pe (uw? — 22) : ue? (uw? —22) (u2—42) 


(3) cos (warc sin x) =1— 5 - x leer se ae pho 


aus der durch Differentiation die Reihe 


sin(warcsiny) mot (wi? 2") be (uw? — 2?) (u? — 4?) 
ices 7 sae pita 


folgt. Ferner die Reihe 
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Me (u?— 1?) Pale ee Lut 38) te 


(4) sin (ware sin x) = x a 43 al ty Deere so 


aus der sich 


cos marcsin#) wt It, | (W@— Uw 3) 
yim 2! 4! : 


ableitet. Alle diese Reihenentwicklungen sind fiir | x |<1 giiltig. 
Aus den Reihen (3) und (4) ergeben sich, indem wir x = sin @ setzen, 
die Entwicklungen der Funktionen cos und sing nach Potenzen 
von sing. Diese Potenzreihen brechen ab, d. h. aus ihnen werden 
Polynome, wenn yw eine ganze Zahl, und zwar in den ersten beiden 
Reihen gerade und in den letzten beiden ungerade ist. 
Wir gewinnen diese Reihen folgendermaBen: Zunachst machen wir 
fiir die zu entwickelnden Funktionen y = f (x) einen Ansatz mit un- 
ee) 
bestimmten Koeffizienten: y = 5’c, x”, stellen dann — in der Form 
v=0 
von Differentialgleichungen und Bedingungen fiir die Stelle « = 0 — 
Forderungen fiir die Funktion f (x) auf, aus denen sich die Koeffizienten 
bestimmen, beweisen die Konvergenz der so gefundenen Potenzreihe 
und haben schlieBlich zu zeigen, da deren Summe (x) mit / (x) iden- 
tisch ist. 


Zunachst behandeln wir die Funktion y = f (x) i = = Fiir sie 
== Hy 
; j 1 
SA a pears ae also y’ (l1—x?)—xy—1=0 und ferner 


{ (0) =0. Setzen wir die Potenzreihe s c, x” links in die obige Gleichung 
v=0 

ein und ordnen die linke Seite nach Potenzen von x, so finden wir, daB 

die Potenzreihe 


(Cy —1) + (2 ¢, C9) % + (3c, — 2 c,) x? 
a. --+((v + 2) Cy4g—(y+ 1)c,)a7ti+. 26 
fiir alle Werte verschwinden muB8; d. h. es miissen alle ihre Koeffizienten 


verschwinden, woraus wir der Reihe nach sémtliche Werte Co, cy, Cy, ... 
bestimmen kénnen. Beachten wir namlich, da wegen f (0) =0 auch 


Cy = 0sein muB, so ergibt sich cy) = cg = Cy = *** =O und 
2 ye FG 
Cm emits hye. OT eign Re ee 


so erhalten wir die Reihe 
Pp (%) =X +a aah ee SB foes, 


deren Konvergenz fiir |x |< 1 man sofort aus dem Quotienten- 
kriterium entnimmt, 
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Wir haben noch zu zeigen, daB die so gefundene Funktion @ (x) mit 

{x)= a : ae iibereinstimmt. Jedenfalls geniigt m («) den Bedingungen 
1/1 —# 

p (0) = Ound (1 — x?) g’ (x) — xp(x) — 1 =0, wie man aus der Reihen- 

darstellung von ? (x) entnimmt. Fiir die Funktion # = yl — x? @ (x) 


Ie OF Ss = yl— %' ea i -, und hieraus folgt leicht, daB wu den 
i Se 
1 
beiden Bedingungen w (0) = 0 und w’ (x) = jToa 5 geniigt, aus deren 


zweiter durch Integration u (x)= uw (0) + arc sin % a somit wegen der 
arc sin + 


——und 


jl — # 
alee : : 1d , 
somit die Reihenentwicklung (1) bewiesen. Da Sr ae =e ay (arc sin x)? 


ersten “= arcsinxfolgt. Damit ist die Gleichung @ (x) = 


ist, so folgt die Reihenentwicklung (2) durch gliedweises Integrieren 
zwischen den Grenzen 0 und x. 


Fiir die Funktion 7 (x) = cos (wu arc sin x) findet man 


[(*)=— ae = sin (“arcsinx) also (1— 2?) /'(«)?= p?(1—f(2)?) 


und durch nochmalige Differentiation und Weglassung des Faktors 2 /’(x) 
(1— x2) f’— xf’ + w27=0. 


AuBerdem ist / (0) = 1 und /’ (0) = 0. Wissen wir umgekehrt von einer 
Funktion / (x), da sie diese drei Bedingungen erfiillt, dann kénnen wir 
riickwarts schlieBen, daB f(x) = cos (ware sin x) sein muB. Denn zu- 
nachst ergibt sich durch Multiplikation mit 2/’ (x) die Differential- 
gleichung 2 (1 — x?) ff’ —2 x f!*+ 2? ff’ =0, die wir auch in der 
Form 

d 


ig (Af HA —#)} <0 


schreiben kénnen: hicraus folgt, daB (1 — x?) /’? — yw? (1 — 7?) = const, 
und zwar, da fiir x = 0 die linke Seite wegen /’ (0) = 0 und f (0) = 

verschwindet,. (1 — x?) f’?— uw? (l1— f?) =O sein mu8. Fiihren wir 
statt x eine neue Veranderliche ¢ durch die Gleichung cos ¢ = f (x) oder 
¢ = arccos f (x) ein, so geht nach kurzer Rechnung unsere Differential- 


: 5 dt\2 . : 
gleichung in (1 — x?) ( q =) — yp? = 0 tiber, woraus wir unter Beriick- 


sichtigung von /(0)=1, d.h. #(0)=0 das gewiinschte Resultat 
¢ (x) = warc sin x, also f (x) = cos (ware sin x) erhalten. 

Aus der Gleichung (1 — x?) f’’ — xf! + wu? = 0 gewinnen wir jetzt, 
wenn wir in ihr den Ansatz f (x) =cy +c, x +c¢,x* + +++ machen, 
den Koeffizienten yon x” links sammeln und gleich Null setzen; 
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2 Cy UP Co =o 05 
3°2¢, + (u?-—1?) c, =0, 
4-3¢ Tate me =0, 


Lars ate 7 casa tA 40 


Aus dieser Rekursionsformel und den Bedingungen cy = 1 undc, = 0 
bestimmen wir nunmehr der Reihe nach die Koeffizienten: c,,,_, = 0 


2 2 2 _ g2 ‘ Lagi 
e = — e F .... Wir erhalten also die in (3) 


? 


angegebene Reihe, deren Konvergenz fiir | x |< 1 nach den Quotienten- 
kriterium folgt. Nach dem Bewiesenen muB diese Reihe mit cos (u arc sin x) 
identisch sein. 

Genau ebenso folgt mit Hilfe derselben Differentialgleichung unter 
Beriicksichtigung der anderen Bedingungen f (0) =0 und /’ (0) =u 
die Reihenentwicklung (4). 


2. Reihen, in denen die Bernoullischen Zahlen auftreten. 


Wir haben bisher fiir einige unter den elementaren transzendenten 
Funktionen keine Potenzreihenentwicklungen angegeben, z. B. nicht 
fiir die Funktion tg x. Der Grund hierfiir ist, daB die hier auftretenden 
Zahlenkoeffizienten sich nicht mehr ganz leicht tibersehen lassen. 
Man kann nun diese Koeffizienten ebenso wie die Entwickelungs- 
koeffizienten einer Anzahl anderer Funktionen durch die sogenannten 
Bernoullischen Zahlen ausdriicken, gewisse rationale, in ihrem Bildungs- 
gesetz nicht einfache Zahlen, die an vielen Stellen der Analysis auf- 
treten. Zu diesen Zahlen gelangt man am einfachsten, wenn man ver- 
sucht, die Funktion 


each 1 
een x oe 
SUP par hn 
in eine Potenzreihe der Form 
oa yee x 
er she =r y! 


¥=0 


zu entwickeln. Schreibt man diese Gleichung in der Form 


und tragt rechts fiir e* —1 die Potenzreihe ein, so erhalt man in der auf 
S. 333 geschilderten Weise fiir die Koeffizienten B, eine Rekursions- 
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formel, welche die Berechnung aller B, gestattet. Diese Zahlen nennt 
man die Bernoullischen Zahlen. Es sind, da bei ihrer Bildung nur 
rationale Rechenoperationen auftreten, rationale Zahlen, welche, wie 
man leicht erkennt, fiir ungeraden Index auBer fiir y = 1 verschwinden; 
die ersten werden durch die Ausdriicke 


1 1 1 1 
Bo=1, 1 sia So Oe" By soe Be = 4 
u 5 
By=— 3» Pro= 66: 
gegeben. 


Ich muB mich mit einer kurzen Andeutung begniigen, wie diese 
Zahlen in die fraglichen Potenzreihenentwicklungen eingehen. Man 
erhalt zundchst, indem man von der Umformung 


x x 
25 % Bs C9 | feed aN 4 hen re 1a 
= sake, a ee Ny 4 7 6 SS = 
eo Peppy ah Ye Al My et 
we gh? 
Gebrauch macht, 
#5 % =e 
S(t -2Y A 2y 
x eta = Dome 
r=0 


Ersetzt man hierin x durch 24%, so entsteht die fiir | x |< giiltige 
Reihenentwicklung 
xCigxn= S’—_ x2», 


a (2)! 
=0 


= 


aus welcher wir, indem wir x durch 7 x ersetzen, die Entwicklung 


co 92 y 


- se Ae , aves | 
xcotx= ) (—1) arate PY aha 
v=0 


gewinnen. 
Mit Hilfe der Gleichung 2 ctg 2 x = ctg x — tg x gelangt man nun 
zu der Reihenentwicklung 
ie) 92” (227 1) B 
term Sint OD Bee goo, 
y=1 
die fiir | «|< giiltig ist. 
Im tibrigen mu ich wegen der Durchfiirung der Beweise auf die 
spezielle Literatur verweisen!). 


1) Vgl. z. B. K. Knopp: Theorie und Anwendung der unendlichen Reihen, 
2. Aufl. Berlin 1924, S. 181 ff. 
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Neuntes Kapitel. 


Fouriersche Reihen. 


Neben den Potenzreihen spielt sowohl in rein mathematischen Diszi- 
plinen als auch bei den Anwendungen noch eine andere Klasse von 
unendlichen Reihen eine besonders wichtige Rolle, die sog. Fourierschen 
Reihen, bei welchen die einzelnen Glieder trigonometrische Funktionen 
sind und die Summe der Reihe eine periodische Funktion wird. 


§ 1. Die periodischen Funktionen. 


1. Allgemeines. 


Funktionen der Zeit, welche periodisch sind, d. h. sich in ihrem Ver- 
laufe mit bestimmten Zeitabstanden regelmaBig wiederholen, treffen 
wir in vielen Anwendungen. Bei den meisten Maschinen wird ein perio- 
discher Vorgang im Rhythmus der Umdrehungen eines Schwungrades 
erzeugt, wie z. B. der Wechselstrom einer Dynamomaschine. Perio- 
dische Funktionen treten weiter bei allen Schwingungsvorgingen auf. 
Eine periodische Funktion mit der Periode 2/ ist durch die fiir alle 
Werte von x bestehende Gleichung 


f(% + 21) = f(x) 


charakterisiert, wo 2/ die Periode hei®t'). Haben wir nur in einem 
bestimmten Intervall, etwa dem Intervalle —/ < x </ eine beliebige 
Funktion /(x) gegeben, so laBt sie sich stets als periodische Funktion 
fortsetzen, indem man auBerhalb des Intervalles die Funktionswerte 
durch die Gleichungen /(x + 2n/) = f(x) festlegt (n bedeutet dabei 
eine beliebige ganze positive oder negative Zahl). Dabei ist allerdings 
zu beachten, da8 durch die Fortsetzung in den Punkten x = (2” + 1)/ 
eine Unstetigkeit der Funktion erzeugt wird, falls nicht ganz von selbst 
schon bei der urspriinglich gegebenen Funktion Anfangs- und Endwert 
miteinander iibereinstimmten, d. h. f(—/) =/f(l) war; und Ent- 
sprechendes gilt natiirlich auch fiir die Ableitungen der Funktion. 
Wir wollen, um ein anschauliches Bild bei der Hand zu haben, die 


1) Fiir die Darstellung periodischer Funktionen ist es manchmal bequem, die 
unabhangige Variable + nicht durch einen Punkt auf einer Zahlengeraden, 
sondern durch einen Punkt auf der Peripherie eines Kreises zu deuten. Hat eine 
Funktion f(x) etwa die Periode 2 a, d.h. besteht fiir jedes 7 die Gleichung 


f(v + 2m) = f(), 


und deuten wir x als den von irgend einer Anfangslage aus gerechneten Zentri- 
winkel eines Kreises vom Radius 1, so driickt sich die Periodizitat der Funktion 7 (7) 
einfach darin aus, daB den Punkten der Kreisperipherie die Funktionswerte ein- 
deutig zugeordnet sind (z. B. den Stellungen des Schwungrades einer Maschine). 


346 IX. Fouriersche Reihen. 


unabhingige Variable x als die Zeit deuten — demgemaB auch gelegent- 

lich ¢ statt « schreiben — und durch die Funktion f(«) dann einen 

periodischen Vorgang oder wie wir auch sagen wollen, eine Schwingung 

reprisentieren. Die Periode 2/ = T hei®t dann die Schwingungsdauer. 
Gleich hier merke ich eine durch die Gleichung 


loo l 

Liedx=J fax 
fiir eine periodische Funktion ausgedriickte allgemeine Tatsache an, 
welche in Worten besagt, daB das Integral einer periodischen Funktion 
iiber ein Intervall von der Lange T = 2/ stets denselben Wert hat, 
wo auch immer das Intervall hingeschoben werden mag. Der Beweis 
ergibt sich, wenn wir beachten, daB wegen f (§— 2/) = f (&) bei be- 
liebigem « und f durch die Substitution « = €— 21 


B B+ 2l A 22 
Ji(adx =Si(edé =f (x) dx 
a a+2l a+ 21 


folgt. Speziell wird fiir « = —/—a und Bp =—1 


Pay ee l—a 
und daher 
l—a —!1 l—a i l—a 1 
_ Jildx=Shydx +f (x)dx—=Ji(xydx + Ji(edx=Ji(aax, 


was unsere Behauptung ausdriickt. Im iibrigen verauschaulicht sich 
dies an Hand der beistehenden Figur 115 wegen der geometrischen 
Bedeutung des Integrales. 
Die einfachsten perio- 
dischen Funktionen, in 
S| NAN 
pens aay een 
+—-F=Z1 > ' 


denen wir die Bausteine 
der allgemeinsten periodi- 
schen Funktionen erkennen 
werden, sind die Funktionen 
Fig. 115. asinwx und acos ax oder 

allgemeiner a@ sin w(x — &) 

und acosw(x—£&), wobei a>0, w, € Konstanten bedeuten. Die 
durch sie dargestellten Vorginge nennen wir reine Schwingungen. Die 


| 
i 
' 
\ 
\ 
! 
= 


: ‘ an’ ; 
Schwingungsdauer ist 7 =o die Zahl @ heiBt die Frequenz der 


: at Lites: 
Schwingung, sie ist, da > die Anzahl der Schwingungen in der Zeit- 
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einheit ist, gleich der Schwingungszahl in der Zeit 271). Die Zahl a 
heiBt die Amplitude der Schwingung; sie gibt uns den maximalen Wert, 
welchen die Funktion a cos @ (x—é&) oder asin w (x—&) annehmen 
kann. Die Zahl w (x — &) nennen wir die Phase und wé die Phasen- 
verschiebung. 

Graphisch erhalten wir diese Funktionen, indem wir die Sinuskurven 
(vgl. Fig. 116) nach den Koordinatenrichtungen im MaBstab 1: @ bzw. 
1: a dilatieren. 


YM 


Fig. 116. 


Nach den Additionsformeln der trigonometrischen Funktionen kann 
man unsere reinen Schwingungen auch in der Gestalt 


acoswx+fBsinwx bzw. Bcosax—asinwx 


ausdriicken, wo « =—asinwé, B =acosm& ist. Umgekehrt reprasen- 
tiert jede Funktion der Form 


a cos@x + B sin wx 


eine reine Schwingung asinw (x—&) mit der Amplitude a = Vo? + B? 
und der durch die Gleichungen « = — asin wé, B = acos wé gegebenen 
Phasenverschiebung. Wir erkennen hieraus, da8 die Summe solcher 
Funktionen mit derselben Frequenz w stets wieder eine Funktion der- 
selben Art, d.h. eine reine Schwingung mit der Frequenz w darstellt. 


1) Vielfach, besonders in der Technik, nennt man die hier eingefiihrte Anzahl 


der Schwingungen in der Zeit 2m die Kreisfrequenz, wahrend man die Zahl p? 


die Anzahl der Schwingungen in der Zeiteinheit, schlechthin als Frequenz be- 
zeichnet. Im folgenden ist mit dem Wort Frequenz jedoch stets die Kreisfrequenz 


gemeint, 
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2. Zusammensetzung von reinen Schwingungen. 
Obertoéne. —- Schwebungen. 


Wenn auch oft Bewegungen sich als reine Schwingungen erweisen 
(vgl. fiinftes Kapitel, § 4 und zehntes Kapitel), so werden doch 
meistens die periodischen Bewegungen einen komplizierteren Cha- 
rakter tragen, namlich sich als ,,Superposition’ von reinen Schwin- 
gungen darstellen. Mathematisch bedeutet dies einfach folgendes: Die 
Bewegung, z.B. die Entfernung eines Punktes aus seiner Ruhelage 
als Funktion der Zeit, wird durch eine Funktion gegeben, welche die 
Summe einer Anzahl von rein periodischen Funktionen der obigen 
Art ist. Die Sinuswellen der Funktion lagern sich dann geometrisch 
iibereinander, oder wie man sagt, sie superponieren sich. Bei einer 
solchen Ubereinanderlagerung werden wir natiirlich die Perioden der 
zusammenzusetzenden Schwingungen als voneinander verschieden an- 
nehmen; denn die Ubereinanderlagerung zweier reiner Schwingungen 
mit derselben Frequenz w liefert lediglich wiederum eine reine Schwin- 
gung mit derselben Frequenz, nur mit veranderter Amplitude und Phase, 
wie aus den obigen Formeln unmittelbar hervorgeht. 

Betrachten wir als einfachsten Fall die Superposition von zwei 
Schwingungen mit den Frequenzen m, und @,, so finden wir, daB ein 
fundamentaler Unterschied besteht, je nachdem die beiden Frequenzen 
in einem rationalen Verhaltnis zueinander stehen oder nicht oder, wie 
man sagt, je nachdem die Frequenzen kommensurabel oder inkom- 
mensurabel sind. Behandeln wir zunachst den ersten Fall und nehmen 
als einfachstes Beispiel fiir die zweite Frequenz den Wert w. = 2a, an. 
Dann wird die zweite Schwingung genau die halbe Schwingungsdauer 
2% 
20, 
nicht nur die Periode 7T,, sondern auch die doppelte Periode T, 
haben, da sich der Funktionsverlauf erst recht auch nach dieser dop- 
pelten Periode wiederholt. Man nennt eine solche Schwingung mit der 
doppelten Schwingungszahl und der halben Schwingungsdauer eine 
erste harmonische Oberschwingung zu der urspriinglichen. 

Ganz Entsprechendes gilt, wenn wir nun noch eine weitere Schwin- 
gung mit der Frequenz m3; = 3, hinzufiigen. Auch hier wird die 
Schwingungsfunktion sin3@,x ganz von selbst sich mit der Pe- 


de : 5 : 
=T,== der ersten besitzen, und sie wird ganz von selbst 


; 2 : F : i 2 
riode rie I’, wiederholen. Eine solche Schwingung heiBt zweite har- 


monische Oberschwingung zu der gegebenen; ebenso kénnen wir eine 
dritte, vierte, (7—1)-te Oberschwingung betrachten mit den Fre- 
quenzen ©, =40,, ©; =5@,, w, = na, und im tibrigen beliebigen 
Phasenverschiebungen gegeneinander. Jede solche Oberschwingung 

2x 


wird sich auch ganz von selbst nach der Schwingungsdauer T, oa 
1 
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periodisch wiederholen, und daher wird jede Superposition einer An- 
zahl von Schwingungen, die samtlich harmonische Oberschwingungen 
zu einer gegebenen Gr ey @, sind, wiederum eine periodische 


Funktion mit der Periode =m = T, sein. Indem wir Schwingungen 


von der Grundschwingung bis zur m-ten Oberschwingung superponieren, 
erhalten wir eine periodische Funktion der Form 


S(%) =a+ 3) (a, cos v@x + 6, sin vx) , 


v= 


sex 
SIN C= Fig. 1191). 
RT sn 2x. SIN BX 
sin 2 Zy sin 3 XL_Sin 4X 
ae ee sinz 2 pee) y 


Fig. 118. 


— die hinzugefiigte Konstante « andert an der Periodizitaét nichts, 
sie ist eine periodische Funktion fiir jede Periode —. Durch die in 
dieser Funktion enthaltenen 27 +1 Konstanten, iiber die wir frei 

1) Die in der Figur eingezeichneten Kurven entsprechen den durch Abbrechen 
bei 3, 5, 6 bzw. 7 aus der Reihe : 

sin ¥ sin 2*% sin 3% sin 5% sin 6% sin 7% sin 9¥ 

| ft 9 = = o 0 
eases. 6 6 Tt Ot 

entstehenden trigonometrischen Polynomen. 


350 IX. Fouriersche Reihen. 


verfiigen kénnen, gewinnen wir die Méglichkeit, recht komplizierte 
und an die urspriingliche Sinusform kaum noch erinnernde Kurven- 
bilder zu erzeugen. Die Figuren 117 bis 119 mégen davon eine an- 
schaulichere Vorstellung geben, als das durch eine Schilderung ge- 
schehen kann. 

Die Bezeichnung ,,armonische Oberschwingungen“ stammt aus der — 
Akustik, wo sich zeigt, daB, wenn einer Grundschwingung mit der 
Frequenz w ein bestimmter Ton zugeordnet ist, dann der ersten, zweiten, 
dritten usw. Oberschwingung die Reihe der harmonischen Oberténe 
zu den Grundténen entspricht, d.h. die Oktave, Oktave + Quinte, 
Doppeloktave usw. 

Ganz allgemein lassen sich bei 'der Zusammensetzung von Schwin- 
gungen, bei denen die Frequenzen in rationalen Verhaltnissen stehen, 
die Perioden als ganzzahliges Vielfaches einer gemeinsamen Grund- 
periode darstellen. Einen grundsatzlich anderen Typus von Erschei- 
nungen stellt jedoch die Zusammensetzung zweier Schwingungen mit 
inkommensurablen Frequenzen w, und qm, dar. Hier wird der 
durch Superposition reiner Schwingungen entstehende Vorgang nicht 
mehr rein periodisch werden. Ich kann auf die hiermit zusammen- 
hangenden mathematischen Gesichtspunkte nicht eingehen. Nur méchte 
ich bemerken, da solche Funktionen doch immer noch einen nahezu 
periodischen Charakter tragen, d.h. daB sie sich ,,beinahe‘‘ periodisch 
wiederholen oder, wie man sagt, fastperiodisch sind. Derartige Funk- 
tionen sind gerade in neuerer Zeit besonders eingehend untersucht 
worden. 

Noch eine letzte sehr einfache Bemerkung, die bei physikalischen 
Anwendungen haufig dienlich ist, méchte ich iiber die Zusammen- 
setzung von reinen Schwingungen machen. Sie betrifft die sog. 
Schwebungserscheinungen. Setzen wir zwei Schwingungen mit der- 
selben Amplitude 1 und den Frequenzen @, und m, zusammen und 
nehmen wir der Einfachheit halber fiir beide dieselben Phasen an — 
die Verallgemeinerung auf beliebige Phasen kann ich Ihnen selbst 
iiberlassen —, so handelt es sich einfach um das Studium der Funktion 


y=sinw,x*+sin@,x, (w, >.> 0). 
Nach einer bekannten trigonometrischen Formel ergibt sich sofort 


y= 2cos a 25 %-sin ad OBL Ye 

und diese Funktion stellt uns einen Vorgang dar, den wir folgendermaBen 
auffassen kénnen: Wir haben eine Schwingung mit der Frequenz 
@, + Ws , af 

9 und der Periode - : 

. . ix ie at . 

konstante Amplitude, die ,,Amplitude“ wird vielmehr durch den Aus- 
druck 2 cos ae — « gegeben, sie andert sich mit einer langeren Periode, 


Diese Schwingung aber hat keine 
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namlich der Periode Diese Auffassung wird besonders dann 


. ae om 
niitzlich und anschaulich sein, wenn die Frequenzen w, und wz, beide 
verhaltnismaBig groB sind, wenn aber ihre Differenz w,—«, im Ver- 
gleich dazu eine sehr kleine Zahl wird. Es wird dann die Schwingung 
WO, Se Wz 


é : 4 ‘ ° 
mit der Schwingungsdauer as ihre Amplitude 2 cos fe Gohan 
2 


: i ata 
langsam im Verhaltnis zu dieser Schwingungsdauer dndern, und 


diese Anderungen werden sich wieder selbst periodisch vollziehen, 


eben mit. der langen Periode “—. Diese thythmischen Amplituden- 
2 


y OT @ 

schwingungen nennt man Schwebungen. Jeder von Ihnen kennt ins- 
besondere aus der Akustik und vielleicht auch aus der drahtlosen 
Telegraphie diese Erscheinung. In der drahtlosen Telegraphie pflegt 


man die Frequenzen m, und w, weit oberhalb der Frequenzen der 


Fig. 120. 


akustisch wahrnehmbaren Tone zu legen, wahrend die Differenz w,—a, 
in den Bereich der akustisch hérbaren Tone fallt. Die Schwebung 
wird dann in einen akustisch hérbaren Ton umgesetzt werden kénnen, 
wihrend die eigentlichen Schwingungen fiir das Ohr unwahrnehmbar 
bleiben. 

In Figur 120 ist ein Beispiel fiir eine Schwebung graphisch dar- 
gestellt. 


§ 2. Die Verwendung der komplexen Schreibweise. 


1. Allgemeine Bemerkungen. 


Die Behandlung von Schwingungsvorgangen und periodischen Funk- 
tionen gewinnt an formaler Einfachheit, wenn wir uns der komplexen 
Zahlen bedienen, indem wir anstelle der trigonometrischen Funktionen 
cos@x und sin@wx Ausdriicke der Gestalt coswx +isinwx = ¢°* 
verwenden (vgl. hierzu achtes Kapitel, § 7). Dabei miissen wir uns 
natiirlich dessen bewuBt bleiben, daB eine Gleichung zwischen kom- 
plexen GréBen mit zwei Gleichungen zwischen reellen GréBen gleich- 
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"bedeutend ist und daB wir unsere Resultate stets im Reellen zu deuten 
und zu verstehen haben. 
Indem wir gema8B den Formeln 
2cosP=e* +e-1%, Qisind=e% —e—? 
iiberall die trigonometrischen Funktionen durch Exponentialfunktionen 
ersetzen, gelangen wir zu der Darstellung von reinen Schwingungen 
durch die komplexen GréBen e”*, e~'?* bzw. 


; = 3 SEK Ae 
acre (& 5) ae iw(x—§) 


, 


wobei wiederum a, m undwé reelle GréBen: Amplitude, Frequenz und 
Phasenverschiebung sind. Die reellen Schwingungen ergeben sich aus 
dieser komplexen Darstellung einfach als der reelle und der imagi- 
ndre Teil. 

Die Annehmlichkeit einer solchen Darstellung fiir viele Anwendungen 
beruht darauf, daB man die Differentialquotienten der reellen Schwin- 
gungen nach der Zeit x formal erhalt, indem man die komplexe Ex- 
ponentialfunktion genau so differenziert, als ob 7 eine reelle Konstante 
ware, was durch die Formel 


* a{coso (x—€) +-isin w (x — &)!=aw {—sinw(x—&) + icosw(x—&)} 
=iaw {cos w (x— €) -+-isinw (x— é)} 
oder 


Me ger (z—§) = Lame® @—5) 


seinen Ausdruck findet. 


2. Anwendung in der Lehre vom Wechselstrom. 


Ich erlautere diese Dinge an Hand eines wichtigen Beispieles. Wir 
wollen dabei die unabhangige Veranderliche, die Zeit, nicht mehr mit x, 
sondern mit ¢ bezeichnen. 

Stellen wir uns einen Stromkreis mit dem Ohmschen Widerstande R 
und der Selbstinduktion ZL vor, dem wir von auBen her eine elektro- 
motorische Kraft E& aufpragen. Im Falle des idealen Gleichstroms 
ist E konstant, und es gilt fiir die Stromstirke J das Ohmsche Gesetz: 


E=RJ. 


Handelt es sich jedoch um Wechselstrom, so ist E und demgemaB auch 
J eine Funktion der Zeit ¢, und das Ohmsche Gesetz nimmt die Gestalt 


d 
E-LO=RJ 
an. 
Im einfachsten Falle, den wir als vorliegend voraussetzen, wird nun 
die auBere elektromotorische Kraft E eine reine harmonische Schwin- 
gung von der Frequenz @ sein. Statt nun aber diese Schwingung in 
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der Form acosmt oder asinwt anzunehmen, fassen wir beide Még- 
lichkeiten in komplexer Gestalt formal folgendermaBen zusammen: 


Ba 96 == COSMET Ve sin wt. 


wobei ¢ die Amplitude und w die Frequenz darstellt. Wir rechnen nun 
mit dieser ,,komplexen Spannung“, als ob 7 ein reeller Parameter ware, 
und werden aus ihr eine komplexe Stromstarke J gewinnen. Die Be- 
deutung der so zwischen den komplexen GréBen E und J entstehenden 
Beziehungen ist dann, daB einer elektromotorischen Kraft ¢ cos wt der 
reelle Teil von J, einer elektromotorischen Kraft ¢ sin wt der imaginare 
Teil von J als Stromstarke entspricht. Die komplexe Stromstarke / 
k6onnen wir sofort berechnen, wenn wir J in der Form 


J =ae?'=¢ (coswti+isinw?) 
ansetzen; d.h. wenn wir zunachst einmal hypothetisch voraussetzen, 
da J wieder durch eine harmonische Schwingung mit der Frequenz w 


gegeben wird. Es wird dann der Differentialquotient von J formal 
durch 


Gp awe’?! = aw (—sin wt +1 cos wt) 


dargestellt, und wir erhalten aus dem verallgemeinerten Ohmschen Ge- 
setz durch Einfiihrung unserer GréBen und Weglassung des tiberall 
auftretenden Faktors e'®’ sofort die Gleichung e —aLiw = Ra oder 


éE 
23> > Aso 
ake E=(R+ioL)J=W]. 
Diese letzte Gleichung kénnen wir als das Ohmsche Gesetz fiir den 
Wechselstrom in komplexer Form ansehen, wenn wir die GréBe 


W=R+ioL 


als den komplexen Widerstand des Stromkreises bezeichnen. Das Ohm- 
sche Gesetz lautet dann genau so wie im Falle des Gleichstromes: 
Stromstarke gleich Spannung durch Widerstand. 


Stellen wir den komplexen Widerstand in der Form 


W =we =wcosd+iwsin 0 
dar, wo ie i 
O= R24 Li@?, tg d= 


ist, so erhalten wir ; 
Ne ee e (wt—0) 
W 


Nach dieser Formel hat der Strom dieselbe Schwingungsdauer (und 
Frequenz) wie die Spannung; die Amplitude « des Stromes hangt 
mit der Amplitude e der Spannung durch die Beziehung 


& 
wy 


Courant, Differentialrechnung. 23 
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zusammen, und ferner tritt eine Phasenverschiebung des Stromes gegen 
die Spannung ein. Der Strom erreicht sein Maximum nicht zu der- 


One ey 
selben Zeit wie die Spannung, sondern erst um ~~ spater, und dasselbe 


gilt natiirlich auch fiir das Minimum. Die GréBe w= V ela Low? 
nennt man in der Elektrotechnik haufig den Wechselstromwiderstand 
oder die Impedanz des Stromkreises fiir die Frequenz w. 


3. Komplexe Darstellung der Superposition von reinen 
Schwingungen. 
Endlich noch ein paar Worte tiber die Zusammensetzung von Schwin- 
gungen in komplexer Form, wobei ich der Einfachheit halber wm = 1 
nehme. Eine Superposition von reinen Schwingungen in der Gestalt 


S (*%) =a-+ S (a,cos yx + b,sin yx) 


v=1 
kénnen wir sofort in komplexe Schreibweise tiberfiihren, indem wir 
Lo. . ; eee . : 
cosyx—=-5 (e"* + e%*"*) und sinyx =9g; (e’”*—e~”*) einsetzen. 


Unser Ausdruck geht dabei iiber in einen Ausdruck der Form 


wobei die komplexen Zahlen «, mit den reellen Zahlen «, a, und b, durch 
die Gleichungen 


hy = Oy hay ; K—%,; by =1 (%— a—») 


verkniipft sind. Damit die Gleichung a, = («, + «_,) auch den Fall 
vy = 0 formal umfaBt, setzen wir gelegentlich « = %) = 2 : 
Umgekehrt kénnen wir jeden beliebigen Ausdruck der Form 


Sayer 
vy=—N 
als Superposition komplex geschriebener Schwingungen ansehen; damit 
das Resultat dieser Superposition reell ist, muB nur «, + «_, reell 
und «,—a_, rein imaginar sein; d.h. «, und «_, mtissen konjugiert 
komplex sein. 


$ 3. Trigonometrische Interpolation. 


1. Losung des Interpolationsproblems. 

Ich verlasse jetzt die einleitenden Betrachtungen und wende 
mich einer Aufgabe zu, welche den natiirlichen Ausgangspunkt sowohl 
fiir die Theorie als auch fiir die praktischen Anwendungen der trigono- 
metrischen Reihen bildet, einem Interpolationsproblem. Wenn wir eine 
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periodische Funktion f(«) etwa mit der Periode 21 gegeben haben, so 
liegt es nach den Vorbemerkungen aus § 1 nahe, zu fragen, ob und wie 
wir eine solche Funktion durch Superposition von reinen Schwingungen 
darstellen kénnen, und zwar genauer von einer Schwingung mit der 


It 3 ri * 
Grundfrequenz ; und dazu harmonischen Oberschwingungen mit den 


Frequenzen a! 

op ee 
Eine solche Darstellung wird im allgemeinen nur eine Annaherung 
sein, die wir allerdings hernach durch einen Grenziibergang zu einer 
exakten Darstellung auszugestalten trachten werden. Es entsteht die 
Frage, in welcher Weise wir eine solche Annaherung versuchen kénnen. 
Um zunachst alles Uberfliissige in der Schreibweise zu vermeiden, 
nehmen wir als das Intervall, fiir das die Funktion /(x) gegeben sein 
soll, das Intervall —a< *< a an, setzen also die Zahl / gleich z, 
eine Einschrankung, die wir zum SchluB leicht aufheben kénnen, 


: : : ; eae 
indem wir x durch = * ersetzen. Wir betrachten nun rein periodische 


Schwingungen von der Form 


a + >) (a, cos vx + 6, siny x) 
y=1 
und wollen eine Annaherung an unsere Funktion /(*) durch eine solche 
mit geeigneten Konstanten gebildete Funktion vornehmen, wobei 
wir die Zahl u als gegeben betrachten. 

In unseren Funktionen sind im ganzen 2” + 1 Konstanten verfiigbar, 
namlich die Zahlen «, aj, 0,,...,@,5,. Wir werden also erwarten, 
daB wir bei der Annaherung der Funktion 2m + 1 Bedingungen erfiillen 
kénnen. Die nachstliegende Art solcher Bedingungen wird durch die 
Interpolationsaufgabe formuliert: Man soll die verfiigbaren Konstanten 
so bestimmen, da die Funktion 


S,, (%) =a-+ Dd) (a, cos vx + b, sin yx) 
v=1 
an 2 + 1 gegebenen Stellen des Intervalles mit der gegebenen Funk- 
tion f(x) tibereinstimmt. Dies ist das allgemeine Problem der trigono- 
metrischen Interpolation. Es stellt eine genaue Analogie zu dem schon 
im sechsten Kapitel, Anhang § 4, behandelten Problem der Inter- 
polation durch ganze rationale Funktionen dar. Das Problem der Inter- 
polation fiihrt zu dem einfachsten Ergebnis, wenn die 21 + 1 Stellen, 
an welchen wir Ubereinstimmung von f(«) und S,,(*) fordern, in 
gleichen Absténden voneinander liegen und das Intervall symmetrisch 
: 2 
bedecken. Wir werden demgem48 eine Strecke A = Pract betrachten, 
welche gerade den (2m + 1)-ten Teil des Gesamtintervalles darstellt, 
und werden diese Strecke vom Nullpunkt aus nach rechts und links 
23* 
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n-mal hintereinander abtragen, so daB wir die 2” + 1 Teilpunkte mit 
den Koordinaten 


x=—nd, —(n—l)A,..., 0, ..., (n—-DA, nd 
erhalten, die wir der Reihe nach mit 
Ra 2 — Nh, a A ea 


bezeichnen. Die beiden Endpunkte — a und z des Gesamtintervalles 
sind nicht selbst Teilpunkte, liegen vielmehr gerade um die Lange 


1 : : 
+5 4 von dem ersten bzw. letzten Teilpunkt entfernt. Die vorgegebenen 


Funktionswerte in diesen Teilpunkten wollen wir der Reihe nach mit 


Le are keer 2, bee ih 


bezeichnen, so daB also /,, = f(x,) wird. (Im tibrigen wird von unserer 
vorgegebenen Funktion f(x) nichts als eben diese 2” + 1 Werte /, bei 
unseren Betrachtungen in Erscheinung treten.) 

In formaler Hinsicht erleichtern wir uns die Durchfiihrung der Inter- 
polationsaufgabe, wenn wir uns der komplexen Schreibweise bedienen. 
Ich will dies daher tun, obwohl ich weiB, daB der Anfanger dabei 
gewisse Schwierigkeiten empfindet. 

Wir setzen also unsere Interpolationsfunktion in der Form 


n 

Sn =D?” 
an, wobei die GréBen «, komplexe Zahlen sind. Unsere Aufgabe ist, i 
dié 2n +1 GroGen any, Gigi as ose Xp, o- 3 hn SOsU) bestimmensscal 
die 2n + 1 Gleichungen 

n 


y o—viln = 
es Kp 1 2 
y=—N 


n 
Doyen ttt (n—1) — f= 


n+1» 
v=—n 
n 
we vik x ie 
a Ge tae 
v= —N 
n 
y vtan = 
ay Kyl =fa 


v=—n 


oder kurz geschrieben 
Sy, (Xie) Sey OCB ee eee 


erfiillt sind. (Diese Gleichungen besagen einfach, da8 die Funktion S,, (x) 
an den Stellen x, die vorgegebenen Werte },, besitzen soll.) 
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Sie stellen ein System von 2m + 1 linearen Gleichungen fiir die 
2m +1 Unbekannten a_,,...,0% ,...,, dar und kénnen sehr leicht 
explizite aufgelést werden. Wir wahlen irgend eine ganze Zahl yu 
unter den Zahlen —n,—n-+1,...,m und multiplizieren die erste 
unserer Gleichungen mit e’“*", die zweite mit e“*@—D,_.. die letzte 
mit e-*"*" und addieren sodann die samtlichen Gleichungen. Hier- 


wn 
durch erhalten wir auf der rechten Seite den Ausdruck S)/,e7*"**, 


x=—Nn 
atf der linken Seite ordnen wir das entstehende Aggregat 
n n 
a a, Ch) 
x= —nNn V=S=—-HN 


indem wir jeweils die Faktoren von «, sammeln, d. h. die Doppel- 
summe in der Form 

n nH 

Dyck DIETS) 

y= —n H=—N 

schreiben. Der Faktor von a, ist gerade die Summe e~**(—“)" 
cea e O43) a tO)" and diese Summe kénnen wir 
in der einfachsten Weise berechnen. Wir setzen zur Abkiirzung 
y —w = 6 und e° = @ und beachten, daB 


ont — p2txd — | 


ist oder, wie man sich auch ausdriickt, daB die Zahl 0 eine (2 + 1)-te 
Einheitswurzel ist. 

Ist y = mw, so werden alle Ausdriicke e—**—")", .,,, ef4@—#)™ gleich 
1, und wir erhalten als Faktor von «, die Zahl 2” + 1. 

Ist aber w == v, so stellt unsere Summe eine geometrische Reihe 
mit einem von 1 verschiedenen Quotienten o dar, die wir mit unserer 
Abkiirzung folgenderma8en schreiben und summieren k6onnen: 


of an = o7ttl 1 
CMe Cp ee ee a 

Nun brauchen wir nur zu beachten, da 9?”*1= 1 ist, und haben damit 
als Wert unserer Summe den Wert Null gefunden. 

Somit fallen bei unserer Zusammenfassung der Gleichungen auf der 
linken Seite alle Koeffizienten fort bis auf den Koeffizienten «,,, 
dessen Faktor 2” + 1 ist, und wir erhalten als Auflésung die einfache 
Gleichung 


n 
— 1 —iuhz 
oer Ts Pe 
“z=—nN 


Mit dieser Gleichung ist das Interpolationsproblem gelést; denn dies 
besteht ja, da man den Gedankengang auch riickwarts durchlaufen 
kann, in nichts anderem als in der Bestimmung dieser Groen «,,. 
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Mit Hilfe des doppelten Summenzeichens kénnen wir die Lésung 
des Interpolationsproblemes in der folgenden eleganten Form schreiben 


Se (x)= DFS * 7 y yy, ein (x—x#2) | 


y=—n x=—nN 


Was an unseren obigen Formeln vor allem in die Augen fallt, ist 
ihre Symmetrie, die ich noch einmal zusammenfassend zum Ausdruck 
bringen méchte: Damit die Gleichungen 


n 


‘ Kae 20 
= “HAY Set 
= Doe ; Aa o5 +1] 


vm —H 
fiir x =—n,...,0,...,” bestehen, miissen die GroéBen a, durch die 


Gleichungen 


7 ewivhe 
oo ae 


x=—nN 


gegeben werden und umgekehrt. Die Symmetrie dieser Gleichungen 
1 


CSS 
"y2n+1 
setzen. Wir erhalten dann das Resultat in der folgenden, vdllig 
symmetrischen Gestalt: Danut die Gleichungen 


k6énnen wir noch vollkommener machen, wenn wir «, = 


n 


_ a —— Nice evens 
; j2n- +1 a 
v=—nN 
bestehen, ist es notwendig und hinreichend, daB das andere Gleichungs- 
system 
Cy = pe ST —txvdh 


maT 


erfiillt ist. 

Gewohnlich ist es nétig, unser Ergebnis in einer reellen Form zu 
schreiben. Indem wir fiir die Exponentialfunktion die trigono- 
metrischen Funktionen einfiihren, geht unser Interpolationsausdruck 


n 


S. (x) = ae yee e'”’* in die Gestalt 
y= — 1 
(ee 3 + DAG cos vx +- b, sin yx) 


y=1 
iiber, die Koeffizienten a, und b, ergeben sich durch die Formeln 
a, = (a +a_,), by =1(%,—a_»), 
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und wir erhalten also die Lésung unseres Interpolationsproblemes in 
reeller Gestalt durch folgenden Satz: Die Koeffizienten des trigono- 
metrischen Ausdruckes n-ten Grades 
n 
a c 
3 + DG, cosyx-+b,sin yx), 


v=1 


welcher an den vorgeschriebenen Stellen x, = ud (4 =—n,..., n) die 
vorgeschriebenen Werte },, = f(x,) annimmt, werden durch die Summen 


2 : 
a, = es Sener by = oy 
al x=1 


gegeben. 

Natiirlich kann man das eben rein im Reellen formulierte Resultat 
auch gewinnen, ohne die komplexe Schreibweise zu benutzen. Man 
hat an Stelle der einfachen Rechnungen mit der Exponentialfunktion 
und der geometrischen Reihe sich dann entsprechender trigonome- 
trischer Formeln zu bedienen. Ich méchte Ihnen die Durchfiihrung 
dieser Betrachtung selbst tiberlassen. 


2. Grenziibergang zur Fourierschen Reihe. 


Ahnlich wie wir bei der Interpolation rationaler Funktionen durch 
einen Grenziibergang zu der Darstellung von Funktionen /(x) durch die 
Taylorsche Reihe kommen, werden wir hier von einer Annaherung der 
Funktion durch das trigonometrische Interpolationspolynom -ten 
Grades zu einer exakten Darstellung der Funktion durch eine unend- 
liche trigonometrische Reihe gelangen, indem wir die Anzahl der Inter- 
polationsstellen iiber alle Grenzen wachsen lassen. Ich begnitige mich 
damit, diesen Grenziibergang hier rein formal auszufiihren, indem ich 
die strenge Begriindung fiir die Reihenentwicklung auf den § 5 ver- 
weise. 

Bei dem Grenziibergang kniipfen wir zunachst an die reellen eben 
abgeleiteten Formeln an. Lassen wir m iiber alle Grenzen wachsen, 
so werden die Zahlen a, und 6, in der Grenze tibergehen in die GroBen 


a4 


1 1 wt zi l wu 

a, = | I(x) cosvxdx, b= | i(x)sinvxde, a= | Had 
2 A Ax 

da Intl a eee 


gegen Null strebt, wobei nur etwa vorausgesetzt zu werden braucht, 
daB die Funktion f(x) in dem Intervalle —x<x< =a stetig ist. Wir 
werden also rein formal von der Interpolation zu der Darstellung 
einer willkiirlich im Intervalle —az< x<a vorgegebenen stetigen 


360 IX. Fouriersche Reihen. 


Funktion /(x) durch die Reihe 
co 
1) = = ae Se: cos vx -+ b,sin vx) , 
“= Pe 
mit den Koeffizienten 
4 l fr ; 
= = fre cosvidl, bye = fio sin ytdt, 


— 


gelangen. Diese einer Funktion /(x) zugeordnete Reihe heiSt ihre 
Fouriersche Reihe, nach dem groBen franzésischen Mathematiker 
Fourier, der im Zusammenhang mit Fragen der mathematischen Physik 
soleche Reihen als Erster systematisch zur Darstellung willkiirlicher 
Funktionen benutzt hat. Nach der vorangegangenen Lésung des Inter- 
polationsproblemes ist es zwar plausibel, daB die so gefundene unend- 
liche Reihe konvergiert und die Funktion iiberall darstellt. In der 
Tat jedoch miissen wir unserer Funktion gewisse Einschrankungen 
auferlegen, damit dies der Fall ist. 

Wir werden finden, daB sich in eine Fouriersche Reihe sicherlich 
jede Funktion entwickeln 1a8t, fiir welche der Funktionswert und die 
ersten beiden Ableitungen bis auf endlich viele Sprungstellen stetige 
Funktionen in dem Grundintervall sind. Dabei braucht die Funktion 
in den verschiedenen Intervallen keineswegs demselben analytischen 
oder geometrischen Bildungsgesetz zu gehorchen; sie darf_,,willkiir- 
lich“ sein. 

In dieser Tatsache, ebenso wie in der Tatsache, daB die Koeffi- 
zienten der Fourierschen Reihe von dem gesamten Verlauf der Funk- 
tion abhangen, zeigt sich ein tiefgehender Unterschied gegen die Potenz- 
reihen. Man kann namlich in einer Potenzreihe die Koeffizienten durch 
die Ableitungen der Funktion in einer bestimmten Stelle ausdriicken. 
Die Potenzreihe ist uns also gegeben, wenn wir die Funktion in einer 
noch so kleinen Umgebung einer Stelle kennen. Die durch Potenzreihen 
darstellbaren Funktionen, die ,,analytischen“ Funktionen, tragen daher 
einen ganz speziellen Charakter: Ihr Gesamtverlauf ist bekannt, sobald 
der Verlauf in einem wenn auch noch so kleinen Intervalle gegeben ist. 
Analytische Funktionen stellen also gewissermaBen ein organisches 
einheitliches Gebilde dar. Bei einer Fourierschen Reihe dagegen ist 
nach dem eben Gesagten hiervon nicht die Rede. Der Funktionsverlauf 
in der Umgebung einer Stelle kann ganz unabhangig von dem Funk- 
tionsverlauf in der Umgebung einer anderen willkiirlich abgedndert 
werden, ohne da die Entwickelbarkeit in eine Fouriersche Reihe ge- 
stort wird. 

Nehmen wir den Grenziibergang von der trigonometrischen Inter- 
polation zur Fourierschen Reihe in der komplexen Schreibweise vor, 
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so gelangen wir formal zur Fourierschen Reihe in folgender Gestalt 


+c 
f(0) = Sane 
» = — Oo 
mit den Koeffizienten 


pls —irt 
ty =— | fie di. 


Dabei bedeutet die Summation von — o bis + o nichts anderes als 
einen Grenziibergang, bei dem zunachst von —~zn bis + oder all- 
gemeiner von — 7 bis m summiert und dann ein Grenziibergang 1 > 0 
oder allgemeiner gleichzeitig » —~ oo und m-— co gemacht wird. 

Bevor ich nun dazu iibergehe, unseren Grenziibergang von der 
Interpolation zur Fourierschen Reihe streng zu begriinden, méchte ich 
— indem ich den erwahnten Satz von der Entwickelbarkeit in eine 
Fouriersche Reihe hypothetisch voraussetze — an einer Reihe von Bei- 
spielen die auBerordentliche Fruchtbarkeit und Eleganz der Fourier- 
schen Reihenentwicklung dartun. 
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1. Vorbemerkungen. 


Wir nehmen als Periode unserer Funktionen 7 (x) die GréBe 27 
und als das betrachtete Intervall dasjenige zwischen —a und +a. 
Die Funktionen f(x) sind dann zunachst nur fiir das Intervall 
—a <x <a definiert und miissen gema §1 periodisch tiber dieses 
Intervall hinaus nach rechts und links fortgesetzt werden. 

Ich schicke unseren Rechnungen eine einfache Bemerkung voraus: 
Ist f(x) eine gerade Funktion,.d.h. ist / (x) =/{(—<), so wird 
offenbar f{ (x) sinyx ungerade, f(x) cosyx gerade und daher 


by = — ffx) sin vxdx% =O; ay == {t(%) cosvxdx . 
—1 0 
Wir erhalten also eine ,,Cosinusreihe‘‘. Ist dagegen die Funktion /(x) 
eine ungerade Funktion, d.h. ist f(x) =—f(— »), so wird 
; fd ook 7 2 6 oe 
a, =— | f(x) cosvxax=0; by = Jt) sin yxdx. 


Wir erhalten also eine ,,Sinusreihe“!). 


1) Ist also die Funktion f(¥) von vornherein nur im Intervalle 0 <* <a 
gegeben, so kénnen wir sie in das Intervall — za < ¥ <0 entweder als gerade 
oder als ungerade Funktion fortsetzen und demgema8 im Intervalle 0 <7 <a 
entweder in eine bloBe Cosinusreihe oder in eine bloBe Sinusreihe entwickeln. 
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2. Entwicklung der Funktionen wy (x) =x und @ (x) =x’. 


: 2 ( 
Fiir die ungerade Funktion x wird 6, = ale sin yxdx und durch 


Anwendung der Produktintegration 


4 — *¥ COS VX 
Ey eee So 


2 Vv V 


1 i 
+ | cosvxdx = (—1lyrtt—. 
0 0 
Wir erhalten also fiir die periodische im Intervalle —a< «<a durch 
die GroBe x selbst dargestellte Funktion, die wir mit w (x) bezeichnen, 
vgl. Fig. 121, die Reihenentwicklung 


,\ 9 (sin# sin 2x sin 3¥ te 

Aoletlaerat iat 

setzt man % = ae so ergibt sich die uns schon von friiher bekannte 
ee: ; 1 1 : ; 

Leibnizsche Reihe os =l—373—71-::- Die durch unsere obige 


Reihe dargestellte Funktion 
w(x) ist als Ganzes keines- 
wegs stetig; sie springt viel- 
mehr an den Stellen + = kz, 
k=+1, +3, +5,...umden 
Wert 2x. In den ees) 
len selbst, d. h. fir * = ka, 
hd ee wird Medes 
Reihenghed Null und daher 
der Funktionswert selbst Null. In den Sprungstellen wird also das 
arithmetische Mittel zwischen dem Grenzwert von links und dem 
Grenzwert von rechts durch die Reihe dargestellt. 

Ist € irgend eine feste Zahl zwischen —z und zw und ersetzt man 
in der obigen Reihe x durch x — &, so erhalt man die Reihe 

4—&)) | sin 2x oS) 5) Sit (s — 5) 


i cae yaa (sls 2 + ar ae ae 


Fig, 121. 


-sin cosa + + cosésin x4 -sin 2& cos 2% 


oles 4 2 : 
—— cos 2é&sin2x— sin 35 COs 3% + - cos3ésin3x4+-—.--- 


3 
die man ebenfalls in Form einer Fourierschen Reihe mit den gegen Null 
strebenden Koeffizienten 


: —] ; 
ao=0, a aos Ee sin né , 


n 


(— Ls —1 

= ee, E 

Ba ae A cos ng 
schreiben kann und welche eine Funktion darstellt, die lediglich an den 
Stellen «x =&+a, x =&-+32m,... die eben beschriebene Unstetigkeit 
aufweist. 
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Fiir die gerade Funktion x? ergibt sich durch zweimalige Anwendung 
der partiellen Integration 
a4 2 t ¥ 4 c 
a, =—| Poos vad een eC), 
0 
2 70? 
oi aa 


sodaB die Entwicklung 


mt cos ¥ cos 2% cos 3% 
IG) 4 ( = 


3 12 Qe 32 —+--+) 


entsteht, aus der man formal durch gliedweise Differentiation und Di- 
vision durch die Zahl 2 die Reihe fiir p («) = x zuriickerhalt. 


3. Entwicklung der Funktion xcosx. 


Fiir diese ebenfalls ungerade Funktion ergibt sich 


ww 
2 ; 
a, =05 _ b5= = |x cos ¥ sin yxd x 
0 
und unter Benutzung der in 2. gewonnenen Formel 


2 . ‘ 2 
=f xsinxdx=(—1)'+4 ne (lil wie.) 
0 


wt 14 


= 2 fx cos x sin yxdx = & | «(sin (v-+1)«-+ sin (vp—1) x)dx 
0 0 

AES CR ee £ 

a Tg] Beare I or ee (Vi 23, Gee). 
it 

be 


Wir erhalten also die Reihenentwicklung 
foe) 
We — 1)” : 
x COSx=—-— sin x +2 yi FY sin ux 
2 a y—)] 
v=2 


und durch Addition der in Nr. 2 gefundenen Reihe die Reihenentwick- 
lung 


Bos ( 
= — all tie 
x%(1-+ cos x) 5 sina 2 coe =) Ces CHES 


sin 2% sin 3% sin 4 ¥ i ) 


Die Funktion x cos x im Intervall —a~< *x< a (vgl. Fig. 122) besitzt, 
wenn sie periodisch tiber die Intervallendpunkte hinaus fortgesetzt 
wird, beim Uberschreiten der Endpunkte des Intervalles dieselbe Un- 
stetigkeit wie die in Nr. 2 betrachtete Funktion y (x) ; dagegen wird die 
Funktion «(1 + cos *), wenn man sie periodisch fortsetzt, auch beim 
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Uberschreiten der Endpunkte sogar mit ihrer Ableitung stetig bleiben, 
da die Unstetigkeit durch den in den Endpunkten mit seiner Ableitung 
verschwindenden Faktor (1 + cos x) beseitigt wird. 


| 
i 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 


mea a 


ny 


I 
i} 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 


Fig. 122. 
4, f(x) =|x|- 
Boy 2 / 
Diese Funktion ist gerade; es wird also b, = 0, a, = = |x cos yx dx; 
0 
und man erhalt leicht mit Hilfe der Produktintegration 
a i hers el [9 wenn » gerade und=+0, 
fxcosvxdx = xsin vx a {sin DEM Sim 2 
y v lars wenn y ungerade, 
0 0 0 py? 
also : 
caf 4 cos 3% cos 0 \ 
fa) =% —5 (cosa + pte ne te Beye 


Setzen wir hier x = 0 ein, so gewinnt man die merkwiirdige Formel 
be 1 


i 
z —] a pare oe 


5. Beispiel. 
Die Fouriersche Reihe fiir die durch die Gleichungen 
hae 1, wenn —~7<x<0, 
f(*#)=, 0, wenn x=0, 
ae wenn ORaeerus 


bzw. durch die Fig. 123 definierte 
Fig .123. Funktion lautet, da a, =0, 
- 0, wenn y gerade 


2 ; 
b, = fsin UE DS ae 
n ere wenn vy ungerade 
0 


ist, 


f(x) 4 es ag : | 


Speziell ergibt sich hieraus fiir + = =. wieder die Leibnizsche Reihe. 
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6. f (x) =| sin x|- 


Die gerade Funktion /(x) =| sin x| kénnen wir, da fiir sie b, = 0 
ist, in eine Cosinusreihe entwickeln, wobei sich durch die folgende 
Rechnung 


wt 


‘Theta F 
qlee a= | (sin (vy + 1) x—sin (v—1) x} dx 
0 0 


oe 


| 0, wenn y ungerade 


| »2 jz wenn» gerade und >0 


der Wert von a, ergibt. Wir erhalten also 


ice) 


‘ pes 2 4 7 cos 24 ¥ 
AA) [Sn 2) iN ea 


7. Entwicklung der Funktion f (x) =cosux. Partialbruchzerlegung 
des Cotangens. Produktzerlegung des Sinus. 
emcel tun 7 at = ge f(%) == COS x, wWobel wenicht, ganz- 
zahlig ist. Man erhalt, da /(x) gerade ist, wieder b,=0O und 


I 1 c 
5 = | cos [Ee COSVIOEL = + | {cos (u+v) x + cos (u—v) ah dx, 
0 0 


ee! Cae: | sin(u—y) a Z 


ery : u—v 
iL) 
= ae SIN [Lt . 
Also ergibt sich 
2 sae 1 cos ¥ cos 2% a 
COS fb = —— (pe a pt ie pea 


Diese Funktion bleibt beim Uberschreiten der Stellen x = - a stetig. 
Setzt man ¥ = z ein, dividiert die Gleichung durch sin wa und schreibt 
dann x statt w, so erhalt man die ges 


mse if all 
COtg 1% = — aa i ge “os sur 


welche die sog. Partialbruchzerlegung des Cotangens darstellt, eine in 
der Analysis haufig diskutierte sehr wichtige Formel. Wir schreiben 
diese Reihe nun in die Form 


1 
cot 14% ——— = =. BenGe ot ns 
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Das n-te Glied der Reihe auf der rechten Seite ist, wenn x in ao In- 


; 2 
tervall 0 < * Sq <1 liegt, absolut genommen kleiner als — fo yi 
Die Reihe konvergiert also gleichmaBig in diesem Intervall, und wir 
diirfen sie gliedweise integrieren. Wir erhalten so 


sin 2 sin ma sin 2+ 
im lo ae —= log ——— 
sagl 8 ma 8 70H 


a—0 


x | (cot mt — =) at = log — 
0 
a a Wt suse s ae 
== log i— e) + log =) +++: eae », log ie a: 
vy=1 
Gehen wir vom Logarithmus zur Exponentialfunktion tiber, so ergibt 
sich 


n n 


( x2 x2 
sin 0 lim Dy toe (1 2) Dl Gla) ; #2 
a eg A inet ae = lim i=) 
Wa? n—> oO i= a0) ees L 
Es ist also 


sin nx =ax(1—*) oo) ies : 


Wir haben so die beriithmte Zerlegung des ae in ein unendliches Pro- 


dukt gewonnen!). Aus ihr erhalten wir fiir + = o das Wallissche Produkt 
rt 2y 2» 2 4 4 
pod lireaireraecse ern 


in Ubereinstimmung mit S. 181. 


8. Weitere Beispiele. 


Durch kleine Rechnungen nach den hier durchgefiihrten Mustern 
erhalt man die folgenden weiteren Beispiele fiir Reihenentwicklungen. 

Die fiir —az < x < a durch f/(*) = sin wx definierte Funktion / (x) 
]aBt sich in die Reihe entwickeln 


f(x) te ae 2 sin Moe ee x _2 sin 2K 3 sin 3 \ 
! ws b 1 pwe—l1 p2 — 22 we— 32 } 


aus der fiir x =— (unter Benutzung von sinuz —2sinu ~ cos u 
wae! 8 SM {470 —= a} Ms 


: : 1 ; 
die Partialbruchzerlegung des Sekans, d. h. von —— hergeleitet 
cos — 
2 
') Diese Formel ist vor allem dadurch interessant, daB® sie unmittelbar das 
Verschwinden der Funktion sin 7 ¥ an den Stellen x — 0, +1, +2, ... erkennen 
laBt; sie entspricht in dieser Hinsicht der elementaren Produlecerioene einer 
ganzen rationalen Funktion mittels ihrer Nullstellen,. 
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werden kann, die, wenn man fiir 5 wieder x schreibt, lautet: 


ice) 

pare sion leer 1) 

EDO OTOL Sig ere ir Deuges Ca 
y=1 


Die Reihen fiir die Hyperbelfunktionen Gof ax und Gin px 
(—2a < x < a) lauten 


Ph om All cos ¥ cos 2 ¥ cos 3¥ 
By exten ehe (as Deoers ae 
Gof u = Sin px out pep det pepo pe Bt : 
; Das; ( sin ¥ m4 Sion ee | Eh ike BIEY 
cL hae 2 ae 
Sin 4 a Cll He eget ee BR ) 


§ 5. Strenge Begriindung der Fourierschen 
Reihenentwicklung. 


Man kann zu einer strengen Begriindung der Fourierschen Reihe 
bei einer genaueren Untersuchung des im § 2 nur formal ausgefiihrten 
Grenziiberganges gelangen. Aber dieser Weg ist recht miihsam, und wir 
wollen daher hier anders vorgehen. 

Wir bilden zunachst zu einer gegebenen Funktion f(x) gemaB den 
Formeln 


+2 
a,=— | #2) cos vtdt , b, =— [ f(t sin ytdt 


die sog. Fourterschen Koeffizienten, was immer méglich ist, sobald die 
Funktion f(x) stetig ist oder héchstens an einer endlichen Anzahl von 
Stellen eine Unterbrechung der Stetigkeit durch endliche Spriinge erfahrt. 
Wir kénnen dann zweitens die formal gebildete unendliche Reihe 


ie) 
3 oe > cos yx + b, sin yx) 

veld 
auf ihre Konvergenz hin untersuchen. Falls diese Reihe konvergiert, 
stellt sie eine Funktion von x dar, die wir mit s(x) bezeichnen und von 
der wir nachweisen miissen, daB sie mit der Funktion f(x) identisch ist. 
Diesen Nachweis werden wir nun leicht erbringen fiir alle Falle, in denen 
wir die gleichmaBige Konvergenz der obigen Reihe beweisen kénnen. 
Die gleichmaBige Konvergenz aber ]a8t sich durch einfache Betrach- 
tungen tatsichlich fiir die in Betracht kommenden stetigen Funk- 
tionen dartun. SchlieBlich werden wir dann den Giiltigkeitsbereich 
unserer Fourierschen Reihenentwicklung auch noch auf solche Falle 
ausdehnen kénnen, in denen die GleichmaBigkeit der Konvergenz an 
einzelnen Stellen unterbrochen ist, weil dort die Funktion einen 

Sprung erleidet. 

Das Ganze stellt eine ein wenig lange, aber doch aus einzelnen 
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einfachen Schritten bestehende Uberlegung dar, und wurde friiher zu 
den schwierigeren Kapiteln der Analysis gezahlt — der erste strenge 
Beweis fiir die Giiltigkeit der Fourierschen Reihe war eine der Meister- 
leistungen von Dirichlet —. Heute haben sich die Methoden so verein- 
facht, daB der Beweis auch einem Anfanger zuginglich geworden ist. 


1. Funktionen mit gleichmaBig konvergenter Fourierscher Reihe. 
Wir wollen uns ein fiir alle Mal auf Funktionen beschranken, welche 
, stlickweise glatt‘‘ sind, d. h. welche héchstens an endlich vielen 
Stellen des Intervalles Unstetigkeiten in Gestalt endlicher Spriinge 
besitzen, fiir welche ferner iiberall auBer an endlich vielen Stellen 
auch die ersten und zweiten Differentialquotienten vorhanden und 
stetig sind und an den betreffenden Ausnahmestellen nur endliche 
Spriinge erleiden. Mit anderen Worten: Es soll méglich sein, das 
Intervall —a < x <a in eine endliche Anzahl von Teilintervallen 
so einzuteilen, daB im Innern jedes Teilintervalles die Funktion / (x) 
und ihre Ableitungen /’(x) und /’ (x) stetig sind und bei Annaherung 
an die Randpunkte bestimmten Grenzwerten zustreben; die betreffen- 
den Grenzwerte diirfen jedoch bei Annaherung an die betreffenden 
Intervallendpunkte von verschiedenen Seiten her verschieden aus- 
fallen. Dabei ist, wie schon frither hervorgehoben wurde, zu beachten, 
da bei periodischer Fortsetzung der Funktion an den Stellen « =a 
und « =—xnz Unstetigkeiten dieser Art entstehen, sofern nicht die 
Grenzwerte von f(x), f’(x), f’’(«) fiir «2 aus dem Inneren des 
Intervalles —a <x*% <a heraus mit den Grenzwerten fiir x >—a 
bzw. iibereinstimmen. Beispiele fiir Funktionen der geschilderten Art 
haben wir im vorigen Paragraphen zur Geniige kennen gelernt. 
Fir jede solche stiickweise glatte Funktion kénnen wir nun durch 
+ 2% +2 
unsere Gleichungen @, = — fre COSPi dL. bo ~ {10 sinvtidt die 
Fourierschen Koeffizienten a,, 6, und aus ihnen formal die Fourier- 
ioe) 
sche Reihe t ole D> (% cos vx +b, sinyx) bilden. Wir wollen zunichst 
v=1 
Bedingungen aufstellen, die uns die gleichmaiBige Konvergenz der so 
gebildeten Reihe sichern, und zwar wollen wir folgenden Satz beweisen: 
Jede zu einer stiickweise glatten Funktion gebildete Fouriersche 
Reihe konvergiert im ganzen Intervalle —a <x <q gleichmibig, 
wenn die Funktion iiberdies selbst stetig ist, d. h. wenn Unstetig- 
keiten nur in den Ableitungen auftreten. 
Wir zeigen zum Beweise, daB fiir jede solche Funktion eine bestimmte 
feste, von v unabhingige Konstante C existiert, derart, dab 


| | C | | C 
| ay |< ye? [by |< 
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ist. Die Glieder der Fourierschen Reihe sind dann absolut genommen 
kleiner als die entsprechenden Glieder der aus festen Zahlen bestehen- 
den konvergenten Reihe Bs 
1 
Anya 


v=1 
so da8 nach den Resultaten aus dem achten Kapitel § 2 Nr. 3 die 
gleichmaBige (und auch die absolute) Konvergenz der Fourierschen 
Reihe gesichert ist. 

Da die Betrachtung fiir die Koeffizienten a, und b, genau dieselbe 
ist, wird es geniigen, die obigen Ungleichungen etwa fiir a, zu beweisen. 
Zunachst erhalten wir durch Produktintegration, da wegen der voraus- 
gesetzten Stetigkeit von f(x) die Gleichung /(— 2) = f(z) gilt, 


=e , + a 1 hae 
Tay =i cos vidi NOE es ——- | f (sin vedt 


+ 

Len 

=— | /(t) sin vtdt. 

Nunmebhr teilen wir das Intervall durch diejenigen Teilpunkte, in welchen 

/’(«) und /”’(«) Spriinge erleiden, in Teilintervalle ein. Ist etwa § <¢t<7 

ein solches Intervall, so formen wir den von ihm herriihrenden Be- 
standteil von za, durch Produktintegration folgendermaBen um: 


1) ) 7] 
Ik ip ; f(t) cos vt 1 
=| sin vide = OS™" | ff") cos ved. 
: E  & 


Da |f’ (¢)| unbeschadet der Spriinge in den Endpunkten der Teilinter- 
valle unterhalb einer gewissen, fiir das ganze Intervall —az ee 
bestehenden Schranke M liegt, und da ebenfalls eine solche Schranke 
fiir | f’ (¢)| besteht — unter M wollen wir einfach die gréBere dieser 
beiden Schranken verstehen —, so ergibt sich sofort nach dem Mittel- 
wertsatz der Integralrechnung 


’ 


ui 
P 2M . |n—é&\|M 
fr sinviat) < 3 pedal ee | 
5 


y? : 
und nunmehr liefert die Addition der endlich vielen Teilbestandteile 
fiir a, eine Ungleichung der oben behaupteten Form. Der gewiinschte 
Beweis ist damit gefiihrt. 

Die zu einer stiickweise glatten und stetigen Funktion /(x) gehérige 
Fouriersche Reihe wird also eine in dem ganzen Intervall stetige und der 
Bedingung s(z) = s(—a) geniigende Funktion 


co 
sy > + SG cos vx + b, sin vx) 
vy=1 
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darstellen. Unsere Aufgabe ist zu zeigen, daB diese Funktion mit der 
gegebenen Funktion /(«) iibereinstimmt. 

Eine Tatsache kénnen wir aus der gleichmaBigen Konvergenz 
sofort entnehmen. Multiplizieren wir namlich unsere Gleichung mit 
cosjux bzw. sinjsx und integrieren gliedweise tiber das ganze Inter- 
vall — daB dies erlaubt ist, folgt aus der bewiesenen gleichmaBigen 
Konvergenz der Reihe gemaf dem Satze vom sechsten Kapitel, § 4—, 
so erhalten wir wegen der uns von friiher her (vgl. S. 176) bekannten 
Formeln 


4 
Jin yx cospxax=O0, 


—t 


Tei i: ‘ fiir vy + 
invxsin wxdx = 
ee ag edt Vie 5 Pad 0 

+2 ee 

0 fir y+ yu 

feosyxcospxdx= | ‘a sae 
bales G7 iit, Pe a0 
der Orthogonalitatsrelationen der trigonometrischen Funktionen, die 
Beziehungen 


etd mae ii 
a, =~ |s(t) cos vtdt, by =— [s(t) sin vtdd, Lt ie s(t)dt. 


Da andererseits die Koeffizienten a, und b, durch die obigen analo- 
gen Gleichungen (vgl. S. 367) definiert waren, so ergibt sich fiir die 
Differenz 

D(x) = f(x) —s(x) 


der Funktion f(x) und s(x) das Bestehen der fiir alle ganzzahligen 
Werte von y giiltigen Gleichungen 


+a +2 
JD(t)cosytdt=0, [D(t)sinvtdt=0. 


Aus diesen Gleichungen werden wir nun schlieBen, daB diese Diffe- 
renz D(x) tiberall den Wert 0 hat. 


2. Beweis der Darstellbarkeit. 


Wir fiihren diesen Beweis indirekt, indem wir von der Annahme 
ausgehen, daB D(x) nicht iiberall 0 ist, und leiten aus dieser An- 
nahme einen Widerspruch her. 

Ich schicke, um den Gedankengang hinterher nicht unterbrechen 
zu missen, folgende Bemerkungen voraus: Die Funktion (cos? =). 


2 
ia + cos ¥\m ‘ : : 
=\—"4) hat ihr Maximum in unserem Intervall an der Stelle x = 0. 
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Dieses Maximum hat den Wert 1, und die Funktion fallt nach den 
Endpunkten des Intervalles hin auf den Wert 0 ab. Je gréBer m ist, 
desto steiler wird dieser Abfall und desto schmaler wird der Bezirk um 
den Punkt x = 0 herum, innerhalb dessen die Funktion noch merk- 
lich von 0 verschieden 
ist (vgl. Fig. 124). Genau 
das entsprechende Ver- 
halten zeigt die Funktion 


ys 


( Lene in dem 
Intervall 
—az+&<xSn+E Fig. 124. 


fiir die Stelle x =€. Entwickeln wir unsere Funktionen nach dem 
binomischen Satz und beachten, daB jede Potenz von cos x sich durch 


lneare Kombination der Funktionen cos x, cos 2x,..., cos mx dar- 


: ‘ 1 + cos ¥\m 
stellen laBt, so erkennen wir sofort, daB unsere Funktionen Ee ase 


bzw. nemo ie sich in der Form 
Co t+ a, cos %-+ B, sin x + «cos 2%-+ B, sin 2% +----+ 8, Sin mx 
bzw. 
Cyt a, cos (w— €) + B, sin (v—&) + a, cos2 (w—&)+---+ 8, sin m(x—&) 
=C)+a,cosx+ b,sin x + a,cos2x%-+ b,sin2x%-+-- 

schreiben lassen, wo die Zahlen co, a, By, %o, Ba, . . -, @1, 04, Ga, by, « + 
Konstanten sind, die ich hier nicht naher anzugeben brauche. Multipl- 
zieren wir unsere Ausdriicke mit D(x) und integrieren zwischen <a 
und zz, so folgt aus dem in Nr. | zuletzt Bewiesenen, daB stets — gleich- 
giiltig welchen ganzzahligen Exponenten m wir gewahlt haben — die 
Gleichung 

f I + cos (¥ — &)\m Ot 

D(x ) — ; 0 


besteht. Fiihren wir ¢ = x—é als neue Integrationsvariable ein, so 
gelangen wir zu der Gleichung 


1 + ccs#) 


Yow+s (LE ei, 
ae 


welche wir wegen der Periodizitat des Integranden nach der Bemerkung 
von § 1, Nr. 1 auch in ee Gestalt 


[ro eee EA 


schreiben k6dnnen, eats zur Abkiirzung F(t) = D(t + &) gesetzt ist. 
24* 
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ad 


Ich behaupte nun, daB aus dieser Gleichung ein Widerspruch gegen 
die Annahme D (é) = F (0) +0 folgt. Und zwar wird der Widerspruch 


daraus folgen, daB in dem Integrale auf der linken Seite wegen 


; 1 + cost\m ieee 
der gekennzeichneten Eigenschaft der Funktion oe bei hin- 


reichend groBem m der Einflu8 der Umgebung von ¢=0 den des 
iibrigen Integrationsintervalles iiberwiegt, so daB die entsprechenden 
Anteile des Integrales zusammen nicht Null ergeben kénnen. 

Wire F (0) also nicht gleich Null, sondern gleich einer positiven 
Zahl — fiir negative Werte von F (0) wiirde die genau analoge SchluB- 
weise gelten —, so kénnten wir sicherlich wegen der Stetigkeit der 
Funktion F(t) ein fest gewahltes Intervall —g <t<q, (¢<a) ab- 
grenzen, innerhalb dessen nicht nur F (¢) == 0 bleibt, sondern iiberall 
F(t) > gilt, wo uw eine positive feste yy ist, die ebenfalls in den 
folgenden Betrachtungen nicht verandert wird. Wir zerlegen nun den 


Ausdruck 
fre ees an 


welcher nach Voraussetzung gleich Null ist, in zwei Summanden 


Jo foe wa tx fr ars fragt 


fiir welche also die Beziehung 
Jia 


gilt. Nunmehr schatzen wir jeden dieser beiden Summanden ab, und 
zwar den absoluten Betrag des ersten nach unten, des zweiten nach 
oben. Fiir den ersten Summanden gilt die Kette der Ungleichungen 


+4 i 
T,=]F (0 cosem Se SSrapeee die. or Jaa 
=i —q 


q q 
> 2u f(a — sin? Si cos > dt >2u f(a — sin a cos $ dt. 
0 0 
Dabei beruht der Schritt von dem ersten Ausdruck zum niachsten 
auf der Integralabschatzung des Mittelwertsatzes (vgl. zweites Ka- 
pitel, §7), da im Integrationsintervall F(t) > ist. Der Schritt von 
der zweiten zur dritten Ungleichung beruht auf der Hinzufiigung des 


t 
Faktors cos unter dem Integral (dieser Faktor ist positiv und kleiner 
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als 1); bei dem nachsten Schritt haben wir in dem Integranden die 


F t eae se 
Zerlegung 1 — sin? 9 = (1 + sin - @ sin =| vorgenommen und 


t 
dann den Faktor 1 + sin “g» Welcher gréBer als 1 ist, fortgelassen. 


Das letzte Integral kénnen wir durch die Substitution sin s =, 


1 
9 60S 5 yee du explizite ausfiihren; wir erhalten dafiir den Wert 


x 


tat its 
2f (1—u)™ dw ee ay) [1 — (12m : 
0 
Dabei ist x = sin + eine positive unterhalb 1 liegende Zahl. Da 
(l1—x)™+1<1—~x ist, so ergibt sich die Abschatzung 


Ax mM 
m+1° 


Andererseits erhalten wir fiir den Summanden /, die Abschatzung 


es 


ITs s\fre {) costm 5 walfro ) cost 5 dt | < 2aM costm 4. ; 


Hierbei bedeutet M eine obere Schranke fiir den absoluten Betrag der 
Funktion F (¢) im ganzen Intervalle, d.h. eine Zahl, fiir welche tiberall 
|F (t)| <M gilt. Im iibrigen kommt diese Abschatzung sofort zu- 
[ne wenn wir beachten, da in dem Integrationsgebiet zwischen 
— 2 und — gq und ebenso in dem Integrationsgebiet zwischen q und x 


der Integrand absolut genommen iiberall kleiner ist als M cos?™ 


und daB die Lange des Integrationsintervalles fiir jedes der beiden 


Integrale unterhalb a liegt. Wir setzen nunmehr noch cos? =A Und 


beachten, daB auch die Zahl A ein positiver echter Bruch ist ; dann kénnen 
wir endgiiltig unsere Abschatzung in die Form 


| J2|<20M Am 


setzen. Nun ist, wie wir sahen, J, + J,=0. Es muB also |J,|= |/.| 
und daher 


Qt M fm > 2H oder nA aa 
sein, wo c eine von m unabhangige Zahl ist. Aber dies ist offenbar, 
wenn wir den Exponenten hinreichend groB nehmen, unméglich, denn 
die Potenz A™ strebt bei ee m in viel hoherer GréBenordnung 


gegen 0 als der Ausdruck ~—-,, wie wir schon friither sahen (vgl. drittes 


so 
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Kapitel, §9, Nr.2)1). Genauer: Wir kénnen m so groB wéahlen, 


dab eAteas —F wird, und dann kann ganz gewiB nicht mehr die aus 
airy 


5 Cc 
der Gleichung J, + J, = 0 folgende Beziehung 4" > 54 bestehen. 


Also hat unsere Annahme D(é) == 0 zu einem Widerspruch gefiihrt, 
und es ist somit D(&é) = 0. Da diese Betrachtung aber fiir jeden Wert € 
unseres Intervalles —a < « <7 gilt, so ist damit das identische Ver- 
schwinden der Funktion D(x) bewiesen und somit gezeigt, daB tatsach- 
lich die Fouriersche Reihe unsere Funktion /(«) darstellt. 

Aus dem gewonnenen Resultat folgt der noch nachzuholende Be- 
weis fiir die meisten in § 4 aufgestellten Reihenentwicklungen. Es 
sind nimlich von diesen nunmehr alle diejenigen bewiesen, bei welchen 
die betreffenden Funktionen stetig sind, die Reihen also gleichmabig 
konvergieren, da in diesen Beispielen die ersten und zweiten Ableitungen 
stiickweise stetig waren. 


3. Erweiterung des Giiltigkeitsbereiches der Fourierschen Reihe. 


Es bleibt, um die Fouriersche Reihe fiir den gesamten Bereich der 
praktisch wichtigen Funktionen zu begriinden, nur noch ein Punkt 
zu erledigen tibrig, namlich die Darstellung auch solcher stiickweise 
glatter Funktionen, die selbst Unstetigkeitsstellen aufweisen. Als ein- 
fachstes Beispiel, auf welches wir nachher alle anderen Funktionen 
zurtickfiihren koénnen, betrachte ich die Funktion w(x), welche in dem 
Grundintervall einfach mit der Gré8e x selbst identisch wird und 
deren Fouriersche Reihe nach § 4 lautet: 


74 as sin2* , mentees sth Hh 


1 2 3 
Diese Reihe kann nicht gleichmaBig konvergieren, denn dann wiirde 
sie nach dem oben Bewiesenen die Funktion y (x) darstellen, sie miiBte 
andererseits als gleichmaBig konvergente Reihe stetiger Funktionen selbst 
wieder eine tiberall stetige Funktion sein, und dies letztere ist offenbar 
nicht der Fall, da die Funktion bei Uberschreiten der Intervallgrenzen 
von links nach rechts einen Sprung um den Betrag 2a nach unten 
macht. Wir diirfen also nicht erwarten, daB die Reihe noch bis in die 
Endpunkte des Intervalles hinein gleichmaBig konvergiert. Um so be- 
merkenswerter ist die folgende Tatsache: Unsere Reihe konvergiert 
gleichmapig fiir jedes Intervall —l1< x <1, fiir welches O0<1<z ist. 
Die Gleichmifigheit der Konvergenz besteht also, sobald wir ein wenn 
auch noch so kleines Intervall um die Unstetigkeitsstellen herausschneiden. 


7 1 
1) Wegen A< 1, d.h. a= 4 > 1, ist namlich 


lim A™(m +. 1) = lim - — = lim 
m—> oO m>o 4 m—>co a™ m 
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Den Beweis fiihre ich durch einen Kunstgriff!). Wir beachten, da8 
die Funktion cos = im Intervalle —/< x </ iiberall oberhalb der 
aio L 
positiven Schranke cos-> =~ liegt. Multiplizieren wir den Betrag der 


Differenz der m-ten und der n-ten Partialsumme der obigen Reihe 
(m> n), d.h. den Ausdruck 


on ads) sin(n+1)¥_ sin(n+2)x sin m «x | 
| Sm (%) Sn (*) | e n+l n+2 mcrae tt WD 


mit der Funktion cos 9» So erhalten wir unter Benutzung der bekannten 


trigonometrischen Formel 2 sin w cos v = sin (w + v) + sin (wu — v) die 
Gleichung 


~% /sin(#+1)* sin (n+ 2)% i 
2.cos * ( re mae foo fm) 
; 3 A 5 il 
+S)  sin(n +> > 
e | sin (x y)* sin ( | 4 Ace ee ae 
n+] n+2 m 
sin (n +) » sin(n + 3), sin(n +) 4 
i n+1 n+2 a n+3 


Fassen wir die Glieder rechts in der Art zusammen, wie sie unter- 
einanderstehen, so ergibt sich der Ausdruck 


sin (n+ 5) 4 sin (m+ 3) a 
es am m 


sin (n+ 3). sin (n+ 2)» sin (m—3)« 
tm t2) (+H @+3)' °° 1 mlm? 


und wir erhalten daher wegen cos = =x und |sinu |< 1 die Ab- 
schatzung 
I 1 ] il I { 
|Sm—Sn}S % a4 m (n + 1) (n+ 2) ria ae I)! ; 
Der Ausdruck rechts aber hangt nicht mehr von x ab und wird, wenn 


nur ” und m beide hinreichend gro8 genommen sind, wegen der 
co 


Konvergenz der Reihe 2 


1 : cs 
sa unter jede vorgeschriebene Grenze 
1) Auf diesen wird man ganz naturgema8 gefiihrt, wenn man bedenkt, daB 

Tt og S26 
die Funktion 2y cos y, aus dem Intervalle — 9 y= 2? periodisch fortgesetzt, 
stetig bleibt; daB also ihre Fouriersche Reihe nach der vorigen Nummer gleich- 
maBig konvergieren und die Funktion darstellen muB. Diese Reihe wird aber 
aus der Fourierschen Reihe fiir 2y durch Multiplikation mit cos y entstehen. 


x : 
Setzen wir nun y = —, so fiihrt diese Multiplikation gerade auf die Betrachtungen 


2 
des Textes. 
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herabsinken. Das aber ist gleichbedeutend mit der behaupteten gleich- 
maBigen Konvergenz unserer Fourierschen Reihe. 

Wir kénnen aus dem Bewiesenen nun noch keineswegs darauf schlie- 
Ben, daB diese Reihe wirklich unsere Funktion darstellt, denn fiir diese 
SchluBweise haben wir in der vorigen Nummer die gleichmaBige Kon- 
vergenz in dem ganzen Intervall —a S x Sa benutzt. Uber diese 
kleine Schwierigkeit hilft uns die Bemerkung hinweg, daf die gliedweise 
von 0 bis x integrierte Reihe 


9 Ese. cos 2% — 1 _cos3x%—1 +) 
12 22 gh 
1 1 \ COS 7) COSY Vine COS Oo 4 


tiberall gleichmaBig konvergiert und, wie sich aus der vorigen Nummer bzw. 
. . . 2 
aus § 4 ergibt, die Funktion 5 (ev. bis auf eine additive Konstante) 


darstellt. Nunmehr machen wir Gebrauch von dem Satze des vorigen 
Kapitels, daB wir eine gleichmaBig konvergente Reihe in jedem Inter- 
valle gliedweise differenzieren diirfen, in welchem auch die differen- 
zierte Reihe gleichmaBig konvergiert. Daher stellt die urspriingliche 
Reihe in jedem Intervalle —1 S x </ mit 1<za tatsachlich den Diffe- 


SNE 
rentialquotienten es ,d.h. die Funktion y = x dar, und wir haben 


somit die Entwicklung 


sin#% sin2xv | sn3% 
ply =2 (75 ic ee ae) 
abgeleitet, welche tiberall giiltig ist, mit Ausnahme der Stellen x = az 


und « =-—z. In diesen Stellen selbst hat die Funktion, da jedes 
Reihenglied den Wert 0 besitzt, den Wert 0. Die periodische Funktion, 
welche durch diese Reihe dargestellt wird, wird also graphisch durch 
Figur 121, S. 362, gekennzeichnet, wobei an den Sprungstellen selbst 
weder der von rechts noch der von links sich ergebende Grenzwert, 
sondern das arithmetische Mittel von beiden als Funktionswert anzu- 
sehen ist. 

Nachdem wir so die Reihenentwicklung fiir eine spezielle unstetige 
Funktion gewonnen haben, kénnen wir (vgl. § 4) durch Parallelver- 
schiebung des Kurvenbildes bzw. des Koordinatensystemes diese Un- 
stetigkeit an eine beliebige Stelle des Intervalles verlegen. Es wird 
namlich die Funktion 

; 9 (sin(¥—&) sin2(« 1 x 
y(n—é)=2 (PE eae) mse) 
bis auf die Stellen —a + & bzw. a + & stetig sein. An dieser Stelle aber 
wird die Funktion beim Uberschreiten von links nach rechts einen 
Sprung von dem Werte a auf den Wert — a machen und in dem Punkte 
selbst den Wert 0 annehmen. 
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Ist nun /(x) eine beliebige, stiickweise glatte Funktion mit den 
Unstetigkeitsstellen &,, &,,..., €,, und sind die Spriinge, welche die Funk- 
tion dort beim Durchgange von links nach rechts erleidet, OP MORE ter, os hog 
so wird die Funktion 


fo) — 2° plxta—&)— 2 plata &)—--- om plata one 


stetig und stiickweise glatt sein, sich also nach dem Resultat der vorigen 
Nummer in eine gleichmafig konvergente Fouriersche Reihe entwickeln 
lassen. Wir erhalten nunmehr ohne weiteres die Fouriersche Reihe der 
Funktion /(x), indem wir die endlich vielen Fourierschen Reihen 
der Funktionen sh pata—é,),..., = y(x+a—€&,,) gliedweise 
addieren. Somit gelangen wir schlieBlich zu dem Endresultat: 
Jede stiickweise glatte Funktion f(x) laBt sich in eine Fouriersche Rethe 
entwickeln. An den Sprungsstellen der Funktionen stellt die Fouriersche 
Rethe das arithmetische Mittel zwischen dem Grenzwert von rechts und dem 
Grenzwert von links dar. In jedem Intervall, welches weder 1m Innern 
noch am Rande eine Sprungstelle der Funktion enthalt, ist die Konvergenz 
tiberdies gleichmafig und absolut. 

Dieses Resultat ist fiir die meisten mathematischen Untersuchungen 
und fiir die Anwendungen voll ausreichend. Ich méchte aber zum 
Schlu8 doch noch darauf hinweisen, daB die Untersuchung der Fourier- 
schen Reihen sehr viel weiter getrieben worden ist. Die Bedingungen, 
die wir fiir die Entwickelbarkeit hier aufgestellt haben, sind hinreichende 
Bedingungen, aber keineswegs notwendige; es ist méglich, Funktionen- 
klassen mit sehr viel weitergehenden Unstetigkeiten durch Fouriersche 
Reihen darzustellen, und es hat sich an diese Fragen und tiberhaupt 
an die Frage der Entwickelbarkeit einer Funktion in eine Fouriersche 
Reihe eine groBe spezielle Literatur angekniipft. Als merkwiirdiges 
Ergebnis solcher Untersuchungen nenne ich nur die Tatsache, daB 
es stetige Funktionen gibt, deren Fouriersche Reihe in keinem auch 
noch so kleinen Intervalle konvergiert. Ein solches Resultat besagt 
natiirlich nichts gegen die Brauchbarkeit der Fourierschen Reihen; 
man wird es im Gegenteil als einen Beleg dafiir ansehen miissen, dal 
der bloBe abstrakte Begriff der stetigen Funktion unmittelbar gar 
nicht zu itbersehende Méglichkeiten in sich schlieBt, wie ja auch das 
Beispiel stetiger, aber nirgends differenzierbarer Funktionen zeigt. 


§ 6. Die mittlere Approximation durch trigonometrische 
Polynome. 


Bei der Fourierschen Reihe wie tiberhaupt bei allen unendlichen 
Reihen und sonstigen unendlichen Prozessen muB man sich immer wieder 
vor Augen halten, daB der Sinn jeder solchen Entwicklung in der 
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Tatsache der Approximation der zu entwickelnden Funktion durch 
einen endlichen Ausdruck besteht; Entwicklung in eine unendliche 
Reihe hei®t, daB die endliche Reihe, die durch Abbrechen nach dem 
n-ten Gliede entsteht, eine Annaherung an die entwickelte Funktion 
darstellt, und zwar eine Annaherung, die durch Wahl eines hinreichend 
groBen m beliebig gut gemacht werden kann. 

Die Annaherung einer Funktion f(x) durch das trigonometrische 
Interpolationspolynom aus §2 ist nur eine unter vielen mdglichen 
Approximationen. Das Prinzip der Annaherung ist hier Uberein- 
stimmung mit der gegebenen Funktion an 2” + 1 gegebenen Stellen, 
waihrend fiir andere Stellen nichts mehr verlangt wird. Approximiert 
man dagegen eine Funktion /(x) durch dasjenige trigonometrische 
Polynom, welches entsteht, wenn man die Fouriersche Reihe nach dem 
Gliede a, cosnx + 6, sinnx abbricht, so hat man eine Annaherung 
anderer Art, denn die Koeffizienten stimmen jetzt nicht mehr exakt 
mit den Koeffizienten des Interpolationspolynomes tiberein. Diese An- 
naherung durch die Partialsummen der Fourierschen Reihe hat eine 
einfache Bedeutung, die ich jetzt kurz entwickeln will. 

Man kann sich folgende Aufgabe stellen: Unter allen trigono- 
metrischen Polynomen m-ten Grades 


pe) 9) a a De cos vx + B, sin yx) 


vy=1 


soll durch geeignete Wahl der Koeffizienten «, und f, dasjenige ge- 
funden werden, fiir welches der Ausdruck 


+2 n 
Sie (x) — = — DS) (a cos yx + B, sin vx)} Me 


5 ei 


das ,,mittlere Fehlerquadrat“, moglichst klein wird. Wir sagen, daB 
das so bestimmte Polynom die beste Approximation im Mittel fiir die 
Funktion f(x) liefert. 

Diese Forderung bzw. diese Bezeichnung rechtfertigt sich unmittelbar 
durch folgende Erwagung. Je kleiner das zum Minimum zu machende 
Integral wird, desto kleiner mu durchschnittlich auch der Integrand, 
d.h. die Abweichung von /(*) und s,,(x) sein, wenn auch die Kleinheit 
dieses Integrales es nicht prinzipiell ausschlieBt, daB in der engen Um- 
gebung von einzelnen Stellen noch betrachtliche Abweichungen der 
Funktionen vorkommen. Diese Aufgabe, die beste mittlere Approxi- 
mation zu finden, léBt sich nun unmittelbar lésen: wir fiihren das 
Quadrat unter dem Integral aus und integrieren die so entstehende 
endliche Summe gliedweise. Wir erhalten dann unter dem Integral den 
folgenden Ausdruck 
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f (x)? — apf (x) —2 Daf (x) cos yx% + B,f (x) sin vx) 


1 


as eo -+- ie, cos yx + B, sin We 


v=1 


Beachten wir nun, daB die Ausdriicke 


1 YA rL4 

=| 1 (Xx) COSUx da == ayn = fF) sin yxdx = b, 
gerade die in dem vorigen Paragraphen eingefiihrten Fourierschen 
Koeffizienten der Funktion /(x) sind, und fiihren die Integration 


aus, so gelangen wir unter Beachtung der Orthogonalitatsrelationen 
(vgl. §5, 1, S. 370) sofort zu der Gleichung 


Jif) —s, eax 


=fieprdx+ a{F 4 S1 b+ B2) — aoa —2 S) (ayy + by Br) } 
—1 y= 1 v=] 


= ficyrdx+ als (%—a* + S'(a—a,)* + (By —b,)?)h 


eek , 
—a{S+ 3 a+} 


Diese Gleichung macht es evident, daB das Integral der linken Seite 
seinen kleinsten Wert erhalt, wenn wir gerade 


hy, =4,, B, = D; 
setzen. Wir erhalten so das Resultat: Die Fouriersche Partialsumme 


(X= + + DG cos vx + b, sin yx) liefert die beste mittlere Appro- 
v=1 ; 

ximation einer Funktion f(x) durch ein trigonometrisches Polynom m-ten 

Grades; es gilt fiir den Minimumwert des mittleren Fehlerquadrats 


(*) fire) —s, Pae=fioyeax—a ly + Ni ai-+ 00). 


Dieses Resultat zeigt uns, daB, wenn man die Genauigkeit der mitt- 
leren Approximation durch Steigerung des Grades m erhdhen will, 
eine Modifikation der einmal gefundenen Koeffizienten nicht mehr 
notig ist, daB vielmehr nur noch die weiteren Koeffizienten des Poly- 
nomes neu hinzuzubestimmen sind. Aus der obigen Gleichung folgt, 
da die linke Seite stets gréBer oder gleich Null ist, sofort die Ungleich- 
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n 


4 Sato) < ite x)2dx. 


vy=1 


heitsbeziehung 


Diese lehrt uns, daB die aus positiven Summanden bestehende linke 


l 4 
Seite unterhalb der von ” nicht mehr abhangigen Schranke =| f (x)? dx 


liegt. Daher konvergiert die linke Seite mit wachsendem ” gegen eine 
bestimmte Grenze, die selbst nicht gréBer als jenes Integral ist; mit 
anderen Worten: Wir erhalten die Beziehung 


a a 2 aL 
9 oF \ (a, + b;) = =| i (x)? dx ? 
v=1 —a 


die nach dem Astronomen Bessel benannte Besselsche Ungleichung. 
Aber es gilt noch mehr. Setzen wir der Einfachheit halber voraus, 
daB die Funktion f(x) in eine gleichmaBig konvergente Fouriersche 
Reihe entwickelbar ist, so wird bei hinreichend groBem m der Integrand 
auf der linken Seite von (*) gleichmaBig in x beliebig klein werden, also 
gilt dies auch fiir das Integral, und wir erhalten daher an Stelle der 
Besselschen Ungleichung die Gleichung 


wae y (a2 + B%) = 3 fre f(x)2dx. 
mer 

Diese Gleichung, die man auch als die Vollstdndigkettsrelation der 
trigonometrischen Funktionen bezeichnet, gilt iibrigens, wie ich eben- 
falls hier nicht beweisen will, auch fiir viel allgemeinere Klassen von 
Funktionen /(x), z. B. fiir beliebige stiickweise stetige Funktionen!). 

Man kann dieser Vollstandigkeitsrelation noch leicht eine etwas 
allgemeinere Form geben. Sind f (x) und (x) zwei Funktionen mit den 
Fourierschen Koeffizienten a,, 6, bzw. «,, B,, so lautet die Voll- 
standigkeitsrelation fiir f (x) + » (x) 


+x 
ne —. S1{lay-+ ce)? + (b,+ B,)*}= : ((f (*)2+-2f (x) p(x) + (x)*dx, 


lel —1 


wahrend die fiir f(x) und (x) lauten 


+a 
0 1 
+ (e+ 08) =—| fF (ardn, 
vy=1 —n 
2 eat 
SF + Sok +28 ale (x)? dx 
vos] —2 


') Vgl. R. Courant und D. Hilbert: Methoden der mathem. Physik. 1 S5736: 


Beispiele zur trigonometrischen Interpolation. 381 


Ziehen wir die beiden letzten von der ersten ab, so erhalten wir die 
Beziehung 


ice) +% 
“ot Grae + bf) == [F(X pax, 


welche man als die verallgemeinerte Vollstandigkeitsrelation fiir ein 
Funktionenpaar bezeichnet. 
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Beispiele zur trigonometrischen Interpolation. 


1. Vorbemerkungen. 


Wahrend wir bisher nur Beispiele fiir die Fouriersche Reihen- 
entwicklung betrachtet haben, méchte ich jetzt zeigen, daB auch die 
trigonometrische Interpolation zu interessanten Formeln fiihrt!). Dem- 
gema will ich in diesem Paragraphen fiir einige der einfachsten Funk- 
tionen die im neunten Kapitel, § 3 gestellten Interpolationsaufgaben 
kurz behandeln. Dabei ist es niitzlich, unserer Formel aus § 3, welche 
sich auf die Einteilung des Intervalles von —z bis +z in 2n+1 Teile 
bezog, noch eine andere zur Seite zu stellen, welche nicht so symme- 
trisch erscheint, weil sie den Anfangspunkt des Intervalles x =— 2 
auszeichnet. Denken wir uns das Intervall durch die 2 Teilpunkte 


Cee A IE a Ap A pans «1 Xy—4 = (W— LAs 


wo A= - ist, in 2n Teile geteilt, und bezeichnen wir wieder die 


Funktionswerte einer Funktion /(x) im Teilpunkte x, mit /, = /(%,), 
so erhalt man ganz wie friiher die Koeffizienten eines Interpolations- 
polynomes m1 
Sn (%) = Ddia,e”*, 
v=—n 
welches in diesen Teilpunkten die vorgeschriebenen Werte /,, besitzt, in 
der Form n—1 
_ 1 ST piven 
Ly = on SS i.e ¢ 
x=—N 
Diese unsymmetrische Darstellung wird immer dann zweckmaBig ver- 
wendet werden, wenn es sich um eine wirklich periodische Funktion 
handelt, wenn also /(z) = f(—) ist. Die Funktion S,,(«) stellt dann 


1) Ich glaube, auf die kurze Angabe der folgenden — in der Literatur sonst 
fehlenden —- Rechnungen nicht verzichten zu sollen, wenn sie auch vielleicht dem 
Anfanger Schwierigkeiten bereiten werden. Im iibrigen wird von den Ergebnissen 
dieses Paragraphen nirgends in diesem Buche Gebrauch gemacht. 
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von selbst auch den richtigen Funktionswert an der Stelle x = a dar, 
d. h. esist S, (2) = S,,(—a), so daB die formale Unsymmetrie nicht stért. 

Ist f(—2) + f(x), so werden wir die urspriinglichen Formeln aus §3 
verwenden. Da in die Interpolationsformeln von der Funktion nur 
die 27 +1 bzw. 2n Funktionswerte f,, eingehen, so kénnen wir unsere 
Interpolationsformeln in der Gestalt folgender reziproker Beziehungen 


aussprechen: 
Le Wenn zwischen 22 «Zablenwerter {2 i] sane oe 
Jn Zahlenwerten C2, .- o. o,. een die Gleicnunger 
n—1 
il o 
pts tuvar Beat, 
i Dev ei A=— 
| 2h 


bestehen, so gelten auch die Gleichungen 


n—1 
C = Bie —txvih 
=j5 a! 
und umgekehrt. 
Ili Wenn-zwischen 2n42 1 Werten fly. - > -sjer-o1 dn Uncle 
Werten €,,.2)-, Cx). »., 6, die Gleichungen 
i 2 
1 Nal er 270 
= ; Crewe f A= ie = 
/ y2n+1,<~) 2n+ 1 


bestehen, so folgen daraus die Gleichungen 


und umgekehrt. 


Aus diesen Darstellungen der Werte /, erhalten wir das Interpola- 
tionspolynom, indem wir rechts xA durch »* ersetzen. 


2. Einzelne Beispiele. 


Wir behandeln nun einzelne Beispiele, indem wir von den einfachsten 
friiher in Fouriersche Reihen entwickelten Funktionen f(x) ausgehen 
und diesen die Werte /, entnehmen. 

1. Wir setzen f,=%, was der Funktion / (x) = x entspricht, und 
wenden die Formel II an. Dann ist 


y2n+1c, = = S pemtned 


soe i 


Der Wert dieser Summe fiir » == 0 ist y2 2n +1 Co = 0. Im Falle » + 0 
erhalten wir, indem wir 9 = e~*”* setzen, 


V2n+1le, = = VI D>) wot. 


ome 
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Um diese Summe auszuwerten, multiplizieren wir sie mit 1 —o. Wir 
erhalten, da 0 = 1 ist, 
n nw 
V yd — 
(L—g) D/ ue" = S/o" — net —(n +1) 0-" 
IAB 1) af an — n 
Pts es lenin 2n+1 
=0 al lee — no (n+). 
DBeachten.wirnun, daB po?" += e727 — 1 ud ot SI ema iy 
ist, so ergibt sich 


— n+1 é 2 
y2n4+1e=—(2n+1)9—=—(n+)1)(-1)-—+, 
Q l—e 
oder 
Cpa Pace et 
j2n+1 ; 2 sin 


Wir erhalten also fiir 7, = x die Interpolation 


ve tyvnh 


n 
RenN Vue) 6 Ere 
was «Huds : 


(wobei » den Wert 0 nicht annehmen soll), oder in reeller Schreibweise 


n 
sin yxA 
y= iin, 


2 


2. Zur Darstellung der Werte f,=|%|, die der Funktion / (x) =| «| 
entsprechen, verwenden wir die erste Interpolationsformel. Wir er- 
halten 

n—1 
J2nc, == PS lentes 
“=n 
und finden sofort 


n—1 
n 


J2nc,=2 Smt nan’, ls eae 


w=1 


Hip y= 0ergibt. sich 
i 
J2nc, = Di elentert eres) ote (—1)’n : 
w=1 
Setzen wir ¢—***= 0, so ist stets 9 = 1 und die hier auftretende 


Summe 
n—1 


n—1 
av o aye Oe 


w= 
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laBt sich ahnlich wie im ersten Beispiel auswerten; wir erhalten 


1—g-" Bote) 
Teed as 5 


ul 1 — 9” 
ees || ee (oh 
i" ( )e 


Ist » gerade, so nimmt dieser Ausdruck wegen 


— man beachte An =x — den Wert —™7” an; also ist 
J2nc,=—n4+(—lyn=0. 
Ist » ungerade, also 9” =—1, so hat unsere Summe den Wert 


40 4 


2 2 
é 4 


Also ist in diesem Falle 
psy eeie pee 
j2nc,=— ath 
Sl 9 
Als Interpolationsformel erhalten wir, wenn wir gleich auf die reelle 
Darstellung tibergehen und uns auf den Fall beschranken, daB u 


gerade ist, 


wobei nur iiber ungerade Werte von y summiert werden soll. 

Die beiden Interpolationsformeln fiir /, = und 7, = |x| gehen rein 
formal in die in § 3, Nr. 2 und 4 aufgestellten Fourierschen Reihen fiir 
f(x) = x und f(x) = |x| tiber, wenn wir x/ mit x identifizieren, m und 


a Lvs 
damit a liber alle Grenzen wachsen lassen und + sin durch _ er- 


setzen. Entsprechendes gilt fiir die folgenden Interpolationsformeln, 
die ich ohne Beweis angebe. 


3. Die Werte 
f,=—1 fir —n<x<—l1, 
f=0, 
(PRA Nee aiihge © hc cee 


die der in § 3 Nr. 5 behandelten Funktion entsprechen, besitzen unter 
Verwendung der Formel II die Darstellung 


Ps UA ory 
epee yi TE 
en Se Te a) sinxvaA. 

v=1 sin - 
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4. Fiir f, = cosaxd, wo « nicht ganz ist, erhalten wir unter Ver- 
wendung der Formel I 


nw—1 
bates fone , SinadAcosxva - a 
COS G21 = a S S Ly Fee Re, | eh) Gale f- 
neil Sin yb 
2 2, 
Setzen wir % = -—n und dividieren durch sin «z, so entsteht hieraus 
1 eS: a A 
en A aA | >) Sin a log | 
cot xu 5500'S mn 28, ; rate ah Bo f 
ean Gaba! sin? 9 


Integrieren wir diese Formel nach « von a = 0 bis a = x <1, so er- 
halten wir unter Beachtung der Integrationsformel 


x 


1 in / 
x{ (cot am — 5— cot ae ) du = log na — log 2n 
0 i sin ee 
2n 
die Gleichung 
w—1 sin2 S 
log sin xa = log (2n sin = a Te >) log | 1 —- eae log cos 9? lA =: ae 
re! 
je er, sin 9 
aus der wir sofort 
QA sin? — 
: : a) 2 
sin +7 = sin anh =2ntg — 1— 
2 ee 
ee Gia 


gewinnen. 

Diese Formel stellt eine Produktzerlegung des Sinus dar, das Ana- 
logon zu der Zerlegung in ein unendliches Produkt, die wir in § 8, 
Nr. 7 aufgestellt haben. 

5. Weitere interessante Beispiele bieten die Darstellungen der 
GroBen 

fn = Co] axed 
bzw. 


f.= GSGinaxd, 


wobei « eine beliebige Zahl ist. 
Die Benutzung der Formel I fiihrt nach analogen Rechnungen 
wie die unter Nr. 4, zu den Darstellungen 


n—1 
Cojxnd = eee leo ae ae SI y peace ge: ; citaay| 
ae 
y= 1 sin 3 + Sin 
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bzw. prs ; 
Sin ax ye _ sin vA sin vx 
(1 


Gin axA= abe 


= j 2 vA ot 2 aA 
weal sin’ 5 + Gin 5 


n—1 

+1+ ie Ly cosa ty t, 
v=1 

wobei die Summe der letzten drei Ausdriicke fiir alle Werte von x 

auBer x = —m verschwindet. 

Zum Schlusse dieser Betrachtungen, mag hervorgehoben werden, 
wieviel komplizierter die Lésung des algebraischen Interpolationspro- 
blemes sich ausnimmt als die Lésung des entsprechenden Problemes 
der Fourierschen Reihenentwicklung, die man durch Grenziibergang 
aus den Interpolationsformeln formal erhalt. Es bestatigt sich damit, 
daB& Grenziibergange, wenn sie auch prinzipiell aus dem Bereiche der 
algebraischen elementaren Betrachtungen herausfiihren, doch tatsach- 
lich in sehr vielen Fallen das Hilfsmittel zu einer wesentlichen Ver- 
einfachung der formalen Beziehungen darstellen. 


Zehntes Kapitel. 


Die Differentialgleichungen der einfachsten 
Schwingungsvorgange. 

Schon bei verschiedenen Gelegenheiten sind uns Differentialglei- 
chungen begegnet, d.h. Gleichungen, aus welchen eine zunachst un- 
bekannte Funktion zu bestimmen ist und in welchen diese Funktion 
nicht nur selbst, sondern auch ihre Differentialquotienten auftreten. 

Das einfachste derartige Problem bietet uns die unbestimmte Inte- 
gration einer gegebenen Funktion /(x); dieses Integrationsproblem ver- 
langt, eine Funktion y = F («) zu bestimmen, fiir welche die Differential- 
gleichung y’ —/f(x) =O erfiillt ist. Weiter hatten wir im dritten 
Kapitel, §7 erkannt, daB eine Gleichung der Form y’=«y durch 
Exponentialfunktionen der Form y = ce** gelést wird. Sodann haben 
wir im fiinften Kapitel, § 4 gesehen, daB die Probleme der Mechanik 
auf Differentialgleichungen fiihren, und ganz allgemein zeigt es sich, 
da viele Teile der reinen Mathematik und die meisten Anwendungs- 
gebiete von Differentialgleichungen beherrscht werden. Ohne auf eine 
allgemeine Theorie der Differentialgleichungen einzugehen, will ich in 
diesem Kapitel als theoretisch instruktives und fiir die Anwendungen 
iiberaus wichtiges Beispiel die Differentialgleichungen der einfachsten 
Schwingungsvorgange behandeln. 

Dabei wird es niitzlich sein, folgende allgemeine Begriffe und Be- 
zeichnungen sich vor Augen zu halten. Unter Lésuwng einer Differential- 
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gleichung verstehen wir eine Funktion, welche, in die Differential- 
gleichung eingesetzt, diese fiir alle in Betracht kommenden Werte der 
unabhangigen Veranderlichen erfillt. Man pflegt statt Lésung einer 
Differentialgleichung auch haufig Integral der Differentialgleichung 
zu sagen, einmal weil es sich gewissermaBen um die Verallgemeinerung 
des gewohnlichen Integrationsproblemes handelt, und zweitens weil 
man in vielen Fallen die Auflésung tatsachlich auf die Ausfiihrung 
von Integrationen zuriickfiihrt. 


$1. Schwingungsprobleme der Mechanik und Physik. 


1. Einfachste mechanische Schwingungen. 


Den einfachsten Typus mechanischer Schwingungen haben wir schon 
im fiinften Kapitel, § 4 betrachtet. Es handelt sich um einen Massen- 
punkt der Masse m, welcher auf der x-Achse beweglich und durch eine 
elastische Kraft an seine Ruhelage im Punkte x = 0 gefesselt ist. Die 
GroBe dieser elastischen Kraft haben wir proportional der Elongation x 
angenommen, namlich gleich — kx gesetzt, wobei k eine positive Kon- 
stante ist und das negative Vorzeichen der Tatsache Ausdruck ver- 
leiht, daB die Kraft immer auf den Nullpunkt zu gerichtet ist. Wir 
wollen nunmehr weiter das Vorhandensein einer Reibungskraft voraus- 
setzen und annehmen, da diese Reibungskraft proportional der Ge- 


eee ad . ; : 
schwindigkeit --- =x des Punktes und ihr entgegengesetzt ist, d.h. 


durch einen Ausdruck der Form —rx% mit einer positiven Reibungs- 
konstanten 7 gemessen wird. Nehmen wir endlich an, daB auf den 
Punkt eine als Funktion f(f) der Zeit ¢ gegebene auBere Kraft wirkt, 
so muB nach dem Newtonschen Grundgesetz (vgl. fiinftes Kapitel, 
§ 4) das Produkt von Masse m und Beschleunigung x gleich der 
elastischen Kraft vermehrt um die Reibungskraft und die auBere Kraft 
sein, und wir erhalten somit als Ausdruck des Newtonschen Grund- 
gesetzes die Gleichung 
mixtrxtkxu=fit). 

Diese Schwingungsgleichung regelt den Ablauf des mechanischen 
Vorganges. Wie uns die schon friither behandelten speziellen Bei- 


spiele fiir Differentialgleichungen zeigen (z. B. das Integrationsproblem 
Ko is = f(t) mit seiner Lésung x = [f(é) dt +c oder die Auflésung 
der speziellen Differentialgleichung mx + kx =0 im fiinften Kapitel, 
§ 4), wird eine solche Differentialgleichung keineswegs nur eine einzige 
oder endlich viele voneinander verschiedene Lésungen besitzen; viel- 
mehr wird es, wie wir sogleich im einzelnen sehen werden, unendlich 
viele Lésungen geben, die sich folgendermafen darstellen. Es laft 
sich eine ,,allgemeine Lisung“ x (t) der Schwingungsgleichung angeben, 
25* 
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welche auBer von der unabhangigen Verdnderlichen ¢ noch von zwei 
ginzlich beliebigen Paramerten c, und cy, den sog. unbestimmten Jnte- 
grationskonstanten abhangt; setzen wir fiir cy und cy bestimmte Werte 
ein, so erhalten wir eine bestimmte spezielle Lésung, und zwar kénnen 
wir in dieser Weise jede solche Lésung gewinnen. Die ,,allgemeine L6- 
sung‘ ist also der Inbegriff aller speziellen Loésungen. 

Diese Tatsache ist durchaus verstandlich (vgl. auch fiinftes Kapitel, 
§ 4). Wir kénnen niamlich nicht erwarten, da unsere Schwingungs- 
gleichung allein den Vorgang vollstandig bestimmt. Vielmehr ist 
es plausibel, daB man zu einem gegebenen Zeitpunkt, etwa zum Zeit- 
punkt ¢=0 die Anfangslage x(0) = x) und die Anfangsgeschwindig- 
keit +(0) =%, — kurz gesagt, den Anfangszustand — noch will- 
ktirlich wihlen darf, d. h. daB man zur Zeit ¢=0O den Punkt von 
irgend einer Anfangslage aus mit gegebener Geschwindigkeit in Be- 
wegung setzen kann; erst dann diirfen wir den zwangslaufigen Ablauf 
der Bewegung erwarten. Die beiden verfiigbaren Konstanten c, und 
cy in der allgemeinen Lésung werden dann gerade dazu dienen, eine 
bestimmte diesen speziellen Anfangsbedingungen angepaBte Lésung 
herauszugreifen; wir werden im nachsten Paragraphen erkennen, dab 
und wie dies auf eindeutige Weise méglich ist. 

Ist keine 4uBere Kraft vorhanden, d.h. ist /(¢) = 0, so sprechen 
wir von einer freten Bewegung. Die Differentialgleichung heiBt dann 
homogen. Ist dagegen /f(¢) nicht fiir alle ¢ gleich Null, so sprechen wir 
von einer erzwungenen Bewegung bzw. einer unhomogenen Differential- 
gleichung. f (¢) heiBt gelegentlich auch das Stérungsglied. 


2. Elektrische Schwingungen. 


Ein mechanisches System der geschilderten einfachen Art wird in 
Wirklichkeit stets nur angenahert vorliegen. Eine Annaherung bietet 
z. B. das Pendel, solange die Ausschlige klein sind; auch die Schwin- 

@ gungen einer Magnetnadel, die Schwingungen des 
Mittelpunktes einer Telephon- oder einer Mikrophon- 
membran und andere mechanische Schwingungsvor- 


f c ginge kann man mit einer gewissen Naherung durch 
ein System des beschriebenen Schemas ersetzen. Vor- 

vl) gange jedoch, welche der obigen Differentialgleichung 

Fig. 125. viel exakter entsprechen, zeigt uns der elektrische 


Schwingungskreis. 
Betrachten wir den in der Figur 125 angedeuteten Schwingungs- 
kreis, dessen Selbstinduktion jt, dessen Widerstand @ und dessen Ka- 


aR cy Lier * 2 ; 
pazitat C= sei. Es mége auBerdem eine von auBen wirkende, als 


Funktion der Zeit ¢ bekannte elektromotorische Kraft p(t) auf den 
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Schwingungskreis einwirken, z.B. die Spannung, die eine Maschine 
liefert oder die Spannungen, welche von elektrischen Wellen erzeugt 
werden. Um den Vorgang in unserem Stromkreise wiederum durch 
eine Differentialgleichung zu beschreiben, bezeichnen wir die am Kon- 
densator herrschende Spannung mit E£, die im Kondensator vor- 
handene Gesamtladung mit Q, so daB zwischen diesen GréBen die Glei- 


1 
chung CE = ~ & =Q besteht. Die Stromstirke J, welche ebenso wie 


die Spannung EF eine Funktion der Zeit sein wird, ist definiert als 
GréBe der Anderung der Ladung pro Zeiteinheit, d.h. als die Ge- 
schwindigkeit, mit welcher die Kondensatorladung sich vermindert, 


d Lae 
i Os = =— ,, £. Das Ohmsche Gesetz sagt ferner, daB Strom- 


starke mal Ohmschem Widerstand gleich der wirkenden elektromotori- 
schen Kraft ist, d. h. also jetzt gleich der Kondensatorspannung F ver- 


mindert um die Gegenspannung der Selbstinduktion, d.h. um w/, und 
vermehrt um die auBere Spannung y(t). Wir gelangen so zu der Glei- 


chung Jo=E+o—pJ oder —2E=E+ “E+ p(t), deh: 


wk }- oF + xE = — x(t), welcher die Spannung in dem Stromkreise 
gentigt. Wir sehen, da8 wir eine Differentialgleichung ganz von dem 
Typus der unter Nr. 1 betrachteten Art erhalten haben. Es entspricht 
dabei der Masse die Selbstinduktion; der Reibung der Widerstand 
und dem Elastizitatskoeffizienten die reziproke Kapazitat; der auBeren 
Kraft die von auBen aufgepragte Spannung. Ist diese letzte Null, 
so haben wir es mit einer homogenen Differentialgleichung zu tun. 


Multiplizieren wir unsere Differentialgleichung mit — = und diffe- 
renzieren wir sie nach der Zeit, so erhalten wir sofort fiir die Strom- 
starke J die entsprechende Differentialgleichung 

wi tof +xJ=oO, 
welche sich nur durch die rechte Seite von der Gleichung fiir die 


Spannung unterscheidet und bei freier Bewegung (py = 0) vollstandig 
mit ihr tbereinstimmt. 


§ 2. Lésung der homogenen Gleichung. Freie 
Bewegungen. 


1. Formale Auflosung. 


Man kann eine Lésung der homogenen Differentialgleichung 
mx +7rx% + kx =0 aus $1, Nr.1 leicht in der Form einer Exponen- 
tialfunktion erhalten, indem man versucht, eine Konstante A so zu 
bestimmen, daB der Ausdruck e*’ = x eine Lésung wird. Setzt man 
diesen Ausdruck und die daraus folgenden % = Ae’, %¥ = d°e’* in die 
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Differentialgleichung ein und 1a8t man dann den iiberall auftretenden 
Faktor e*' fort, so entsteht fiir A die quadratische Gleichung 
mi?+r,A+kh=0, 


deren beide Wurzeln durch 


Y 1 


é 1 ame, Ao ae |r 4mk 


=~ 9m 2m 


gegeben werden. Jeder der beiden Ausdriicke x = e4‘ und x = e’*! 


ist sodann zumindest formal eine spezielle Lésung der Differential- 
gleichung, wie man erkennt, wenn man die letzte Rechnung riick- 
warts durchgeht. Es sind nun drei verschiedene Falle méglich: 

1. Es ist 7?—4mk > 0, dann sind die beiden Wurzeln A, und A, 
reell, negativ und voneinander verschieden, und wir erhalten zunachst 
zwei Losungen x = u, =e’ und x = u,= e’2 der Differentialglei- 
chung. Mit Hilfe dieser beiden Lésungen kann man sich nun sofort 
eine Lésung verschaffen, in welcher zwei willkiirliche Konstanten c, 
und cy vorkommen. Man erkennt namlich durch Differenzieren sofort, 


daB auch 
% = CU, + Coy 


eine Lésung der Differentialgleichung ist, und wir werden in Nr. 3 
sogleich weiter beweisen, daB dieser Ausdruck die allgemeinste Lésung 
unserer Differentialgleichung darstellt, d.h. daB wir jede Loésung er- 
halten, indem wir fiir c, und cy geeignete Zahlenwerte einsetzen. 

2. Ist r2 = 4mk, so hat unsere quadratische Gleichung nur eine 
Doppelwurzel. Es ergibt sich also zunachst bis avf einen konstanten 


Yr 


2m 


Faktor nur die eine Lésung *=w,=e Man bestatigt aber 
sehr leicht, daB in diesem Falle auch noch die Funktion 


r 
2m 


X=Wy=1e 
eine Lésung der Differentialgleichung ist!). Es wird namlich fiir diesen 


fe d ) “2m Y 


Y 
$ ae Ware : 
Ausdruck x =| 1 — Sie the penis , woraus wir durch 


ee 
4 m2 Mm, 


Einsetzen sofort finden, daB die Differentialgleichung 


ae % v2 es 2 
mx rx + im * = Mx +trxtkx=0 


1) Auf diese Lisung wird man ganz von selbst durch folgenden Grenziiber- 
a, Fecaeige 


gang gefithrt: Ist A,+4,, so stellt auch speziell der Ausdruck ——— els 
' 4, — Az 
eine Lésung dar. Lassen wir nun A, gegen A, riicken und schreiben 4 statt A, A, 


so geht unser Ausdruck in ae" = tet iiber, 
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erfiillt ist. Wir gewinnen jetzt in dem Ausdruck 


2m 
% = Ce + Cate 


wiederum eine Lésung der homogenen Differentialgleichung mit zwei 
willkirlichen Integrationskonstanten c, und Cy. 
3. Ist endlich r2?—4mk < 0, so setzen wir r2—4mk = — 4m?y2 
und erhalten nunmehr zunachst zwei Lésungen der Differentialglei- 
v A 
= tt tvt 
chung in komplexer Form, namlich die Ausdriicke x = u, = e 4 
r 
——— t—ivt 
UN %—= Uy, == e ids Die Bedeutung dieser komplexen Lésungen 
ist nun einfach die, daB sowohl ihr reeller als auch ihr imaginarer Teil 


reelle Losungen der Differentialgleichungen sind. Die Zerlegungen 
e+*’? = cos vt + isin vt 


geben uns also nunmehr sofort die beiden Lésungen 


ie Yr 
—— Sane 

v,=e *”" cosvt= a8 , =e ™™ sinvt= 1 ' 
Es ist eine ntitzliche kleine Ubungsaufgabe, direkt ohne Bezugnahme 
auf das Komplexe durch Differenzieren und Einsetzen zu bestatigen, 
daB diese Ausdriicke tatsachlich Losungen unserer Differentialglei- 
chung sind. 

Wiederum k6nnen wir aus unseren beiden speziellen Losungen mit 
zwei willkiirlichen Konstanten c, und cy, eine allgemeine Lésung 
Jeb: 
% = C10, + Cy 0,= (c,cosvt+cysinvt)e >” 
zusammensetzen, die wir auch in die Form 


r 
2m 


%=acosy (t— 0)-é 
schreiben kénnen, wo c, = acosv0d, Cg=asinyd gesetzt ist und 
a, 0 zwei neue Konstanten bedeuten. 

Ich erinnere daran, daB uns diese Lésung fiir den speziellen Fall 7 = 0 
schon aus dem fiinften Kapitel, § 4 bekannt ist. 


2. Physikalische Deutung der Losung. 


In den beiden Fallen 7 > 2 Vmk unde7 = 2/mk wird die Lésung 
durch Exponentialkurven oder durch die der Exponentialkurve 


Us 


ee, 

bei groBem ¢ dhnliche Kurve der Funktion te a \ bzw. edurch 
Superposition solcher Kurven dargestellt. In diesen Fallen haben 
wir es mit aperiodisch abklingenden Vorgangen zu tun, d.h. mit Vor- 


392 X. Die Differentialgleichungen der einfachsten Schwingungsvorgange. 


gingen, bei denen mit wachsender Zeit die , Elongation“ x sich asympto- 
tisch dem Werte 0 nihert, ohne daB Oszillationen um den Wert x = 0 
herum stattfinden. Es ist also von Schwingungen keine Rede; der 
EinfluB der Reibung 7 oder die Damp/ung ist so groB geworden, dab 
ihr gegeniiber die elastischen Krafte nicht mehr schwingende Be- 
wegungen durchsetzen kénnen. 

Ganz anders ist es im dritten Fall bei 7< 2)mk, wo die Dampfung 


so klein ist, daB komplexe Wurzeln A,, A, auftreten. Wir erhalten hier 


2m 


durch den Ausdruck x = acos v (f— 6) e sog. gedimpfte harmo- 
nische Schwingungen; d.h. Schwingungen, welche nach einem Sinus- 

ee ote : 
gesetz verlaufen, deren Frequenz!) v= ) penne eric clr deren Ampli- 


tude jedoch nicht wie bei den reinen Schwingungen konstant bleibt, 
Ts 
t 


v 2m 


nant sondern durch den Ausdruck ae 
pitch ed oe gegeben ist, d. h. exponentiell abklingt, 
und zwar um so schneller, je gréBer der 
Dampfungsfaktor ist. Diesen Dampfungs- 
NFR wpe: faktor nennt man in der Physik haufig 
AAS ~* auch das logarithmische Dekrement der ge- 
La Oe dampften Schwingung, womit man an- 
deuten will, daB der Logarithmus der 


Fig. 126, Amplituden mit der Geschwindigkeit Son 


abnimmt. In Figur126ist derVerlaufsolcher 
gedampfter Schwingungen gezeichnet. Wie friiher nennen wir die GréBe 
2 : : 
di a die Schwingungsdauer und die GréBev 6 die Phasenverschiebung 
der Schwingung. Fiir den speziellen Fall y = 0 erhalten wir die schon 
- 


friiher behandelten reinen Schwingungen mit der Frequenz 1) = / 


der Eigenfrequenz des ungedimpft schwingenden Systemes. 


3. Anpassung an gegebene Anfangsbedingungen. Eindeutigkeit 
der Losung. 


Ich habe noch den Beweis zu erbringen, da8 wir die gefundene, 
zwei Konstanten c, und cy enthaltende Lésung wirklich auch jedem 
vorgegebenen Anfangszustand anpassen kénnen, und ferner, da wir 
in ihr die Gesamtheit aller Lésungen gewonnen haben. Verlangen wir, 
daB eine Lésung gefunden werden soll, fiir welche zur Zeit ¢ — 0 die 
Gleichungen x (0) = %9, * (0) = %9 bestehen, wobei die Werte x, und Xe 


1) Unter Frequenz ist iiberall wie in Kap. IX die Kreisfrequenz verstanden, 
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beliebig vorgegeben sind, dann haben wir in dem obigen Falle 1 zu 
setzen 
Cyr Cy =X, 
Coy Cals —=g 
Wir erhalten also fiir die beiden Konstanten c, und c, zwei lineare 
Gleichungen, die sich sofort in eindeutiger Weise auflésen lassen: 


é __ %9 — Ar % 9 — A,X 


DE Mac draiel ah Pine AAs, 
Im Falle 2 ergibt dasselbe Verfahren die beiden linearen Gleichungen 
Cr 0 3 Ac, + Cy = Xq, | 


aus denen sich ebenfalls c, und cy eindeutig bestimmen. Im Falle 3 
endlich nehmen die Gleichungen zur Bestimmung von a und 6 die 
Gestalt 


ACOSYO=Xq, 
f Y \ : 
a 6 sin ¥6 — 3 cos 96) = %q 
2m 


an und lassen sich durch die Formeln 


6= ‘arc COS “0, a1 Worx + ener 
aufldsen. 

Hiermit ist tatsachlich gezeigt, da die gewonnenen allgemeinen 
Losungen jedem Anfangszustand angepaBt werden kénnen. Es bleibt 
zu zeigen, daB es keine anderen Lésungen geben kann, und hierzu ge- 
ntigt der Nachweis, daB fiir denselben Anfangszustand niemals zwei 
verschiedene Lésungen bestehen kénnen. 

Gabe es zwei solche Lésungen u(t) und v(t), fiir welche u(0) = %po, 
uw (0) = %, und v(0) = x5, v(0) = %, ist, so wiirde die Differenz w = u—v 
wiederum eine Lésung der Differentialgleichung sein, und zwar eine 
solche, fiir welche w(0) = 0, w(0) = 0 ist. Diese Lésung wiirde also 
einem anfanglichen Ruhezustand entsprechen, d.h. einem Zustand, in 
welchem zur Zeit f = 0 der Punkt mit der Geschwindigkeit 0 sich in 
seiner Ruhelage befindet. Es ist zu zeigen, daB er sich niemals in Be- 
wegung setzen kann. Zu diesem Zwecke multiplizieren wir die Diffe- 


¢ ae Rate tN fake 
rentialgleichung mw + rw + kw =O mit 2w, beachten, dak 2ww = ia w, 
: ad 
2ww rT ist und erhalten daher 
d A d - 
cae m (w?) + at (kw?) + 21020. 


Integrieren wir jetzt zwischen den Zeitmomenten ¢ = 0 und ¢=T und 
beriicksichtigen dabei die Anfangsbedingungen w(0) = 0, w (0) = 0, so 
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erhalten wir 


mw (t) + kw? (t) +27 {(F)ar— 0. 
0 
Diese Gleichung bedeutet aber einen Widerspruch, sobald w fiir irgend 
ein tT von Null verschieden ist; denn dann wiirde sicherlich links eine 
positive GréBe stehen, da wir m, k und + als positiv angenommen 
haben, wahrend die rechte Seite der Gleichung Null ist. Also ist 
standig w = 0, womit wir unseren Beweis erbracht haben. 


§ 38. Unhomogene Gleichung. Erzwungene Bewegungen. 
1. Allgemeine Bemerkungen. 


Der Lésung unseres Problemes bei Vorhandensein einer auBeren 
Kraft /(¢), d.h. der Integration der unhomogenen Differentialglei- 
chung schicke ich folgende Bemerkung voraus: 

Wenn w und v zwei Lésungen der unhomogenen Differentialglei- 
chung sind, so genitigt die Differenz « = w—v der homogenen Diffe- 
rentialgleichung, wie man sofort durch Einsetzen in die Differential- 
gleichung erkennt. Man erhalt also aus einer einzigen Lésung der 
unhomogenen Differentialgleichungen samtliche Lésungen der un- 
homogenen, indem man zu ihr die allgemeinste Lésung der homogenen 
Differentialgleichung addiert, und es kommt daher fiir uns nur noch 
darauf an, eine einzige Lésung der unhomogenen Differentialgleichung 
zu finden. Physikalisch bedeutet dies, daB bei einem durch eine auBere 
Kraft erzwungenen Vorgang sich diesem stets noch ein beliebiger freier 
Vorgang iiberlagern kann. Dieser letztere, reprasentiert durch die 


additiv hinzutretende Lésung der homogenen Gleichung, wird stets 
te 
~ 2m 


bei Vorhandensein von Reibung wegen des Dampfungsfaktors e 
mit der Zeit abklingen; es wird sich also bei allen erzwungenen Bewe- 
gungen mit Reibung, gleichgiiltig, was fiir freie Bewegungen sich 
iiberlagern, mit der Zeit mehr und mehr derselbe Endzustand heraus- 
bilden. 

Zweitens bemerke ich, da man die Wirkung einer Kraft /(f) in 
derselben Weise zerlegen kann wie die Kraft selbst. Damit ist folgendes 
gemeint: Sind f,(¢), /.(¢) und f(t) drei Funktionen, fiir welche 


f(t) + f(t) =f (0) 
gilt, ist ferner x; = %,(f) eine Lésung der Differentialgleichung 
mx +rx+kx =f,(t) und x= x,(¢) eine Lésung der Differential- 
gleichung mx +7rx + kx =f,(t), so ist x(t) = x,(¢) + x,(¢) eine 
Lésung der urspriinglichen Differentialgleichung m* + r% + kx = f(t). 
Genau das Entsprechende gilt natiirlich bei der Zusammensetzung der 
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Funktion /(f) aus einer beliebigen Anzahl von Summanden. Der Be- 
weis dieser einfachen, aber wichtigen Tatsache ergibt sich durch einen 
Blick auf die Gleichungen von selbst. Wir gewinnen damit die Freiheit, 
durch Zerlegung einer Funktion /(¢) in zwei oder mehr Summanden 
die Differentialgleichung in andere zu spalten, die wir unter Umstianden 
viel leichter behandeln kénnen. 

Der wichtigste Fall ist der einer periodischen auBeren Kraft /(é). 
Eine solche periodische 4uBere Kraftfunktion /(¢) kénnen wir namlich 
nach dem vorigen Kapitel in reine harmonische periodische Funktionen 
auflésen, d. h. sie durch eine Summie endlich vieler solcher Funktionen 
beliebig genau annahern, und es geniigt daher fiir uns, die Lésung 
unserer Differentialgleichung unter der Voraussetzung durchzufiihren, 
dafB die rechte Seite die Form hat 

acoswt oder bsinwt, 


wo a, 6 und w irgendwelche Konstanten sind. 

Anstatt mit diesen trigonometrischen Funktionen zu rechnen, 
ko6nnen wir einfacher und iibersichtlicher zu den Lésungen unserer 
Differentialgleichungen gelangen, wenn wir uns der komplexen Schreib- 
weise bedienen. Setzen wir f(t) = ce’®’, so werden wir durch unsere 
obige Bemerkung darauf gefiihrt, die Differentialgleichung 

mékitrxtkx=ce?! 


zu behandeln, wobei wir unter c eine beliebige reelle oder komplexe 
Konstante verstehen. Der Sinn einer solchen Differentialgleichung ist 
der, daB sie zwei reelle Differentialgleichungen reprasentiert. Zer- 
legen wir namlich die rechte Seite in zwei Summanden, nehmen wir 
etwa c=1 und schreiben e'®*=coswt+isinwt, so wird unsere 
komplexe Differentialgleichung gleichbedeutend mit den beiden 
reellen Differentialgleichungen mx + 7% + kx = cos wt und mx + rx 
+ kx =sin wt sein, und die Lésungen x, bzw. x, dieser beiden Diffe- 
rentialgleichungen werden sich zu der Lésung * = x, + 17%, der kom- 
plexen Differentialgleichung verbinden; umgekehrt erhalten wir, wenn 
wir zunichst die Differentialgleichung in der komplexen Form lésen, 
in dem reellen Teil dieser Lésung die Funktion *,, im imaginaren Teil 
die Funktion %9. 


2. Losung der unhomogenen Gleichung. 


Unsere Gleichung mk rx +kx =ceé® losen wir wiederum 
durch einen naheliegenden Ansatz, wobei wir zunachst 7 == 0 voraus- 
sehen. Wir diirfen nadmlich von der Bewegung vermuten, daf sie der 
periodischen auBern Kraft in demselben Rhythmus folgen wird, und 
wir werden demgemaB versuchen, der Differentialgleichung durch eine 
Funktion der Form 

wae! 
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zu geniigen, wobei lediglich der von der Zeit nicht abhangige Faktor o 
zu bestimmen ist. Gehen wir mit diesem Ansatz in die Differential- 
gleichung ein, so ergibt sich wegen t=ino’®', § =—woed” 
nach Unterdriickung des Faktors e'®* die Gleichung 


—mw2o +itrwo+ko=c 


oder 
Cc 


—mo?+tirotk?’ 


C= 


und umgekehrt sehen wir, daf fiir diesen Wert der Konstanten o tat- 
sdchlich der Ausdruck oe’®’ eine Lésung der unhomogenen Differen- 
tialgleichung ist. Wir haben also eine solche Lésung in komplexer Form 
gefunden. Um jedoch den Sinn unseres Resultates klarzustellen, 
miissen wir einige Umformungen vornehmen. 
Zuniachst schreiben wir den komplexen Faktor o in der Form 
k— mao? — iro He 


os i OC 
Ose © (k — mow?)? + v2 a? 


wobei der positive ,,Verzerrungsfaktor « und die ,, Phasenverschiebung* 
m6 durch die Gleichungen 
1 vo 


ns : ee 
Ker (haamatie rote tz wd ; 


— ma?’ 


aus den gegebenen Gr6éBen m,7, w gewonnen werden. Mit diesen 
Ausdriicken nimmt unsere Lésung die Form 


y= cae et—S) 


an, und die Bedeutung unseres Ergebnisses ist die folgende: Der 
Kraft c cos qt entspricht die ,,Wirkung’’ ca coswm(f— 6), der Kraft 
c sin wt entspricht die Wirkung ca sin w(t — 6). 

Das Ergebnis ist also: Die Wirkung ist eine Funktion genau der- 
selben Art wie die Kraft, d.h. eine ungedimpfte Schwingung. Diese 
Schwingung unterscheidet sich von der die Kraft reprasentierenden 
Schwingung durch eine Verzerrung der Amplitude mit dem Verzerrungs- 
faktor « und ferner durch eine Verschiebung der Phase um den Winkel da. 
Es ist nattirlich leicht, das Ergebnis ohne Benutzung der komplexen 
Zahlen mit etwas mehr Aufwand an Rechnung zu gewinnen. 

Nach unseren Bemerkungen zu Beginn des Paragraphen haben wir 
mit der Gewinnung einer Lésung unser Problem vollstandig gelést, 
da wir aus ihr durch Uberlagerung einer freien Bewegung den all- 
gemeinsten erzwungenen Bewegungszustand erhalten. 

Ich fasse das Resultat noch einmal zusammen: Die allgemeinste 
Losung der Diffterentialgleichung mx + rx + kx =c e'?* lautet 


x= cae et—és) =e uU, 
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wober u die allgemeinste Loésung der homogenen Differentialgleichung 
mk +rx+kx =0 ist, und die GréBen « und 6 durch die Gleichungen 


1 vw 


Fe mea2)? + vq?’ tg OO k= mo2 


oa? = 


definiert werden. Die Konstanten c, und c, in dieser allgemeinen Lé- 
sung geben die Méglichkeit, die Lésung einem willktirlich vorgege- 
benen Anfangszustand anzupassen, d.h. zu erreichen, da bei will- 
kiirlich vorgegebenen Werten von x» und %, die Gleichungen x (0) = xg 
und (0) = x) bestehen. 


8. Die Resonanzkurve. 


Um uns von der gewonnenen Lésung und ihrer Bedeutung in 
den Anwendungen eine anschauliche Vorstellung zu machen, studieren 
wir den Verzerrungsfaktor « als Funktion der ,,erregenden Frequenz‘‘ w, 
d.h. die Funktion 
i 


\(k — ma@?)? + 2?" 


p(w) = 


Das Motiv zu einer solchen naheren Untersuchung liegt in der Tat- 
sache, daB man sich bei gegebenen konstanten k, m, 7 oder, wie 
wir sagen, bei einem gegebenen ,,schwingungsfahigen System‘ perio- 
dische ,,erregende Krafte“‘ e’®’ von sehr verschiedenartigen Frequenzen w 
vorgegeben denken kann, und da es wichtig ist, bei solchen verschie- 
denen erregenden Kraften die Losung der Differentialgleichung zu tiber- 
sehen. Um den Verlauf unserer Funktion bequem zu beschreiben, fiihre 


k 
ich zur Abkiirzung die Grdfe wy = ee ein; Wp ist die Schwingungs- 
zahl oder Frequenz, die unser System bei freien Schwingungen haben 
wiirde, wenn die Reibung 7 gleich Null ware, kurz gesagt, die ,,Eigen- 
schwingungszahl des ungedimpften Systemes‘ (vgl. S. 392). Die wirk- 


liche Schwingungszahl des freien Systems ist wegen des Vorhanden- 
seins der Reibung 7 nicht wo, Songer 


yafe— 2 
m es é 


wobei wir voraussetzen, daB 4km—v?>0 ist — andernfalls hat das 
freie System keine Schwingungszahl, sondern ist aperiodisch. 

Die Funktion g(w) wird sich asymptotisch dem Werte 0 nahern, 
wenn die erregende Frequenz 2 gegen Unendlich strebt, und zwar 


1 
wird sie von der GroBenordnung — 5 _verschwinden. Esist ferner p(0) == > 


mit anderen Worten: bei einer a eeenase Kraft von der Periode Null 
und der Amplidute 1, d.h. einer konstanten Kraft der GréBe 1 wird 


1 
ein bestimmter Ausschlag « des schwingenden Systems von der GréBe | 


erzeugt werden. Die Ableitung q’(w) kann nur verschwinden, wo die 
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Ableitung des Ausdruckes unter der Wurzel verschwindet, d.h. an der 
Stelle @ = @,, fiir welche 4 mow (k — mw*) —2 72a =0 gilt; eine Glei- 
chung, aus der sich sofort 
2 2 
01= | pant = | bap 
ergibt. Diese Stelle wird, da die Funktion y(@) iitberall positiv ist und 
im Unendlichen verschwindet, ein Maximum der Funktion darstellen. 
Wir nennen die Frequenz w, die ,,Resonanzfrequenz unseres Systems. 
Damit tatsachlich eine solche SESSLER TAN Gott vorhanden ist, muB 
offenbar 2 km —y7? > 0 sein. 
Der Wert des Maximums ist, wie wir durch Einsetzen des Aus- 
druckes von qm, finden, 


Pp (a) = afk. re 

r| m 4m? 
Dieser Wert wird um so groBer sein, je kleiner 7 ist. Fiir r = 0, also 
fiir eine ungedampft schwingendes System wiirde die Funktion (@) 
an der Stelle w = qm, einen Unendlichkeitspunkt besitzen, ein Grenz- 
fall, den wir nach- 


5s behest | her noch gesondert 

18 | zu betrachten haben. 

17 alee oe pata A ft | Die Kurve fiir 

16 ; bed T die Funktion g(o) 

- eee | heibt die Resonanz- 

14 : 

3 i kurve des schwin- 
ot I : ++ gungsfahigen Syste- 
Se ae Cc | mes. Die Tatsache, 
S ng a sal da8 fir ow = ow, — 
8 08 pS also bei kleinem 7 in 

Q7 4 der Nahe der Eigen- 

fe ZA | omg ex aw schwingung Qo des 

e | [| Systemes — die Am- 

03 2 a | a al plitudenverzerrung 

Q2 eae . % = p(w) besonders 

Td rece T groB ist, stellt mathe- 

g 7 matisch das_ ,,Reso- 

Si SBIR PB UG nanzphdnomen‘ dar, 
Fig. 127. welches bei gleich- 


bleibenden Werten 

von m und k um so ausgepragter in die Erscheinung tritt, je kleiner 
die Reibungskonstante , ist. 

In Figur 127 ist unter der Annahme m= 1 und k= 1, also auch w= 1 

eine Schar von Resonanzkurven gezeichnet, die sich alle nur durch 


§ 3. Unhomogene Gleichung. Erzwungene Bewegungen. 399 


den verschiedenen Wert von D = _ unterscheiden. Man sieht, daB bei 


kleinem D sehr stark ausgepragte Resonanz nahe bei w = 1 herrscht, 
— im Grenzfall D=y=0 wiirde fiir @ =1 eine Unendlichkeits- 
stelle statt eines Maximums bei y(w) auftreten —, daB bei wachsen- 


dem D die Maxima nach links riicken und daB fiir den Wert D — a0 


gerade w, = 0 wird. Die Stelle mit horizontaler Tangente ist also 
in den Nullpunkt geriickt, das Maximum ist ganz verschwunden. 


f Lie. 3 
Pur D> 43 gibt es keine Nullstelle von q’ (w), die Resonanzkurve besitzt 
V 


kein Maximum mehr, es tritt keine Resonanz ein. 
Allgemein hért jede Resonanzerscheinung auf, sobald die Bedingung 


2km—vr? <0 
besteht. Gilt das Gleichheitszeichen, so setzt die Resonanzkurve fiir 


s 1 3 : 
@, = 0 in der Hohe p(0) = | mit horizontaler Tangente ein und fallt 


nach anfanglichem anndhernd horizontalem Verlauf nach Null ab. 


4. Nahere Diskussion des Schwingungsablaufes. 


Mit der gegebenen Diskussion kénnen wir uns noch nicht begniigen. 
Es muB fiir das wirkliche Verstandnis des Vorganges der erzwungenen 
Bewegung noch ein Punkt hervorgehoben werden. Die gegebene L6- 
sung cae’?’—°) ist nur als Grenzzustand anzusehen, der sich aus 
der vollstandigen Lésung’ x(t) = ca e&°“—9 + c,u, + cou, im Laufe 
der Zeit immer genauer ergibt, indem die der reinen erzwungenen 
Bewegung sich iiberlagernde freie Bewegung c,u, + cu, mit der Zeit 
abklingt. Dieser Abklingungsvorgang wird um so_ langsamer . vor 
sich gehen, je kleiner 7 ist, um so schneller, je gréBer 7 ist. 

Nehmen wir z. B. an, es sei zu Beginn der Bewegung, d.h. fir 
£ = 0 das System in Ruhe, d. h. es sei x (0) = 0 und ¥(0) = 0. Hieraus 
bestimmen sich die beiden Konstanten c, und c,. Auch wenn die erre- 
gende Frequenz w annahernd oder genau gleich w, ist, wenn wir also 
Resonanz haben, wird nicht etwa von Anfang an die verhaltnismaBbig 
groBe Amplitude « = y(w,) zum Vorschein kommen, sie wird vielmehr 
durch die Funktion c,w, + cyv, verdeckt werden und erst mit dem Ab- 
klingen dieser Funktion in Erscheinung treten, also um so langsamer, 
je kleiner 7 ist. 

Im Falle des ungedimpften Systemes, also fiir 7 = 0 versagt unsere 
Losung iiberhaupt, falls die erregende Frequenz w gleich der Eigen- 


li : : : ; 
frequenz Wy = \/ mm ist, weil dann (w,) unendlich wird. Wir erhalten 
also keine Lésung der Gleichung mx + kx = e'* in der Form oe’®’. 
Trotzdem k6nnen wir sofort eine Lésung unserer Gleichung in der 
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Form x = ote’?! angeben. Setzen wir diesen Ausdruck in die Diffe- 
rentialgleichung ein, so finden wir wegen 


x =o?! (1+ tot), % = oe?! (2im— tw?) 
sogleich 
a (m2iw—mo*t-+ kt) =1, 


also wegen mw? = k 
1 


= Dime * 
Wir gewinnen soim Falle der Resonanz bei dem ungedampften 


System die Lésung 


= = eivt OE 
21m Qipkm 


. Z t : 
oder in reeller Schreibweise: fiir /(f) = cos w tergibt sich + — 2) km sin wt, 


fur f (t)==sinw?t ergibt sich »=—- *  coswt. 
2)km 

Wir sehen, daB wir es hier mit einer Funktion zu tun haben, die eben- 
falls als Schwingung bezeichnet werden kann, deren Amplitude aber 
proportional mit der Zeit wachst. Die iiberlagerte freie Schwingung 
klingt zwar jetzt tiberhaupt nicht mehr ab, da sie ungedampft ist, 
aber sie behalt ihre anfangliche Amplitude stets bei und kann das 
Anwachsen der Amplitude’ der reinen erzwungenen Bewegung nicht 
hemmen. Die Tatsache also, daf der absolute Betrag der Lésung in 
diesem Falle bei wachsendem ¢ zwischen immer gréBer werdenden 
positiven und negativen Grenzen hin- und herpendelt, ist der eigentliche 
Sinn des Unendlichwerdens unserer Resonanzfunktion im Falle eines 
ungedampften Systems. 


5. Bemerkungen iiber den Bau von Registrierinstrumenten. 


Die Bedeutung der Diskussion aus Nr. 4 fiir die verschieden- 
artigsten Anwendungen in Physik und Technik ist auBerordentlich 
groB. Bei vielen Instrumenten, wie Galvanometern, Seismographen, 
elektrischen Schwingungskreisen in Radioempfangsapparaten, Mikro- 
phonmembranen usw. kommt es darauf an, einen Schwingungsaus- 
schlag x oder analoge sonstige GréBen als die Wirkung auBerer perio- 
discher Krafte zu registrieren. Die GréBe x geniigt dabei, wenigstens 
in erster Annaherung, unserer Schwingungsdifferentialgleichung. Ist T 
die Schwingungsdauer der auBeren periodischen Kraft, so kénnen wir 
uns diese nach dem vorigen Kapitel in eine Fouriersche Reihe der Form 
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entwickelt oder besser durch einen nur aus endlich vielen Gliedern 
f . 250 
N t1—t 
bestehenden trigonometrischen Ausdruck »)y,¢ * mit geniigender 
1=—N 


Annaherung dargestellt denken. Nach unserem Superpositionsprinzip 
werden wir nun die Loésung x unserer Differentialgleichung, abgesehen 
von der tiberlagerten freien Bewegung, durch eine unendliche Reihe?) 


der Form pes 
ce) Dae 
x (t) = Dio,e 
l=—o 


oder angenahert durch einen endlichen Ausdruck der Form 


darstellen kénnen. Hierbei ist auf Grund unseres allgemeinen Ergeb- 
nisses 


weit deta 
Oy VC 
und 5 il 4z lyr 
Cera 472 \2 472? es t(k— 4x2 [2\° 
a ea 22 Sy 
( m a +47 Tp Pane m 78 ) 


Wir kénnen also die Wirkung einer beliebigen periodischen auBeren 
Erregung auf unser System so beschreiben: Zerlegt man die Erregung 
in rein periodische Teilerregungen, die einzelnen Glieder unserer Fourier- 
schen Reihe, so erfahrt jede Teilerregung eine besondere Amplitudenver- 
zerrung und eine Phasenverschiebung, und die einzelnen Wirkungen 
setzen sich dann wieder additiv zusammen. Wenn es uns hauptsachlich 
auf die Amplitudenverzerrungen ankommt — die Phasenverschiebungen 
spielen in den Anwendungen keine so wichtige Rolle?) und kénnen im 
iibrigen ganz ahnlich wie die Amplitudenverzerrungen diskutiert wer- 
den —, so erhalten wir aus dem Studium unserer Resonanzfunktion 
oder Resonanzkurve ein vollstandiges Bild davon, in welcher Art der 
Registrierapparat durch seine Ausschlage x die 4uBere Erregung wider- 


2 : 
gibt. Fiir sehr groBe Werte von / oder @ = = / wird von den erregenden 


Frequenzen in der Elongation x kaum noch etwas zu bemerken sein; 
dagegen werden alle in der Nahe der Resonanzfrequenz w, liegenden er- 
regenden Frequenzen sehr stark in der GréBe x zum Vorschein kommen. 

Bei einem physikalischen MeB- und Registrierapparat hat man die 
Konstanten m,7,k in weiten Grenzen frei verfiigbar. Man wird ver- 
suchen, sie so zu wahlen, daB die Gestalt der Resonanzkurve den Be- 
diirfnissen der Messung méglichst gut angepaBtist. Dabeisind gewohnlich 


1) Von Konyergenzbetrachtungen sehe ich hier ab. 
2) Weil z. B. unser Ohr sie nicht zu erkennen vermag, 


bo 
lon 
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zwei Gesichtspunkte maBgebend. Einmal wird man eine groBe Empfind- 
lichkeit des Apparates wiinschen, d. h. mathematisch gesprochen, einen 
groBen Wert von « fiir die in Frage kommenden Frequenzen der 


: 1 
Anregung. Fiir kleine Werte von w wird angenahert « proportional >, , 


so daB wir in der Zahl = ein MaB fiir die Empfindlichkeit des Instru- 

mentes bei kleinen Erregungsfrequenzen haben. Steigerung der Emp- 
1 : 

findlichkeit ist also durch VergréBerung von ,-, d. h. Verkleinerung der 


elastischen Bindung moglich. 
Zweitens spielt eine wesentliche Rolle die Forderung der relativen 
Verzerrungsfreiheit. Nehmen wir an, wir erhalten fiir unsere erregende 
N ety 


Frequenz durch die Darstellung /(t) = D'y,e ” eine geniigende An- 
1=—N 


naherung, so werden wir sagen, dafi unser Apparat die Erregung /(é) 
ohne relative Verzerrung registriert, wenn fiir alle Frequenzen o< N > 


der Verzerrungsfaktor m(w) annahernd denselben Wert besitzt. Diese 
Forderung ist ganz entscheidend, wenn wir aus dem Verhalten des 
Apparates auf den erregenden Vorgang unmittelbare Rtickschliisse 
ziehen wollen, wenn z. B. im Grammophon oder im Empfangsapparat 
fiir drahtlose Telegraphie hohe und tiefe Téne eines Musikstiickes mit 
verhaltnismaBig gleich guter Lautstarke wiedergegeben werden sollen. 
Der Forderung der relativen Verzerrungsfreiheit kann man natiirlich 
exakt nicht geniigen; denn die Resonanzkurven verlaufen niemals genau 
horizontal. Aber man kann versuchen, die Apparatkonstanten m, 7, k 
so zu wahlen, daB keine ausgepragte Resonanz mehr auftritt und da8 
wenigstens zu Beginn die Kurve eine horizontale Tangente hat, so daB 
p(w) =a fiir kleine Werte von wm ungefahr konstant bleibt. Nach 
den obigen Feststellungen erreichen wir dies, indem wir 
2km—r2=0 


setzen. Wir kénnen bei konstantem k& und konstantem m dies durch 
Wahl einer geeigneten GréBe fiir die Reibung 7 erreichen (z. B. durch 
Einschaltung eines elektrischen Widerstandes bei einem Schwingungs- 
kreis). Unsere Resonanzkurve zeigt uns, daB dann bis in die Nahe der - 
Eigenschwingung w, des ungedampften Systemes die Registrierung an- 
nahernd Verzerrungsfreiheit liefert und da oberhalb dieser Frequenz 
vollstandige Abdampfung herrscht. Man kann also relative Ver- 
zerrungsfreiheit in einem gegebenen Intervall erzielen, indem man 
die Eigenschwingung w, des ungedimpften Systemes durch VergréBe- 
rung von & oberhalb der héchsten in Betracht kommenden erregenden 
Frequenzen legt und sodann eine Dampfung r gemaB der Gleichung 
2km— rv? = 0 wahlt. 
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Die in diesem Kapitel behandelten Differentialgleichungen beziehen 
sich nur auf Schwingungsvorgange einfachster Art. Wir werden im 
zweiten Bande, nachdem wir die Differential- und Integralrechnung 
der Funktionen mehrerer Veradnderlicher entwickelt haben, auf die 
Differentialgleichungen allgemeinerer Schwingungsvorgange nochmals 
zuriickkommen. 
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